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Maximizando Lucros
O lucro semanal total (em dolares) que a Acrosonic obtém na
produgao e venda de um sistema de alto-falantes é dado pela fungao

1

1, 3
Lix.y)=—zx" = g¥* 4

4 8
onde x € o niUmero de unidades montadas e y é o nimero de kits
produzidos por semana. O gerente da Acrosonic decide restringir a
producao desses sistemas de alto-falante a um total de 230 unidades
por semana. Com essas condigdes, quantas unidades montadas e
quantos kits deveriam ser produzidos por semana, a fim de
maximizar o lucro semanal da empresa?

xy +120x + 100y — 5000
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Funcao Produciao
Suponha que x unidades de mao-de-obra e y unidades de capital
sejam necessarias para produzir

f(,y) = 100x3/4y1/4

unidades de certo produto. Se cada unidade de mao-de-obra custa
$200 e cada unidade de capital custa $300, e um total de $60.000
estéa disponivel, determine quantas unidades de mao-de-obra e
capital seriam necessarias a fim de maximizar a produgao.

Definindo a restricao

Total de itens — 230

x+y =230

Valor disponivel — $60.000
Custo — 200x 4+ 300y = 60.000
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max L(x,y) = —1x% — 3y2 — Ixy +120x + 100y — 5000

sujeito a:
x+y =230
x>0
y=0

max f(x,y)
(.y)

sujeito a:

200x + 300y = 60.000
x>0

y=>0

Problema de
otimizacao
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hi(x,y)=x+yh :ACR2 =R
hi(x, y) = 200x + 300y

60.000

200x + 300y = 60.000

¢y =230

hi(x,y)=c1=x+y =230

x>0 —x<0gi(x,y)=—xb; =0
(X, y)<bj=-x<0&x>0
y>20& -y <0g(x,y)=-yb=0
X, y)<b=-y<0sy>0

g1 :ACR? R

g ACR? =R

Restricdes
de
desigualdade
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Problema de otimizacao

max f(x1, X2, , Xn)
(X1,X2,-++ ,Xn)

sujeito a:
hi(X1, X2, -+, Xn) = C1, -, hm(X1, X2, -+, Xn) = Cnm
Gi(X1, X2, Xn) < b1y, G(Xe, X, -+ Xn) < by
@ Afuncao f € chamada de fun¢ao objetivo
@ Asfuncbes gi,---,9k € hy,--- , hy s@o

denominadas fung¢oes restricao
@ As fungbes g; definem as restricoes de desigualdade
@ As funcoes h; definem as restricoes de igualdade
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Otimizagéo de portfolios

max E Xilbi min E E XiXjoj j

(X1, X2, X (X1,X%2,+ ,Xn =1 j—1

sujeito a:
n

ZX/=1

(’)SX,-§1 i=1,---,n
h(X1,X2,~- ) 1—|—X2—|— -+ Xp
h(x1, X2, -+, Xn)

OSX,'

X,'§1

gi(X1, X, Xp) = Xi, i =1,---,n
9i(X1, %2, Xp) < 1,i=1,---,n
0<xi & 0>—x = —x;<0
gi(X17X2,"',Xn):—Xj,i:1,"'7n
gi(x1, X2, ,Xn) <0
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g1(X1, X2, ,Xp) = —x1 <0
Go(X1, X2, ,Xp) = —X2<0

On(X1, X2, ,Xp) = —Xp <0

Ont1(X, X2, ,Xp) = X3 <1
Onto(X1, X2, -+, Xp) = X2 <1
Ontn(X1, X2, ,Xn) = Xp <1

2n restrigoes
de desigualdade
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O Método dos Multiplicadores de Lagrange
Para encontrar o extremo local da fungéo f(x, y) com a
condigao h(x, y) = 0 (supondo que esse extremo exista)

@ Construa a fungao auxiliar
F(x,y,A) = f(x,y) + Ah(x, y)
@ Resolva o sistema formado pelas equagoes
Fr=0F,=0 F\=0

nas variaveis x, y e A

© Avalie f em cada ponto (x, y) obtido no passo 2. O maior
(menor) desses valores é o maximo (minimo) valor de f
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max — 1x2—3y2 _ Ixy +120x + 100y — 5000
Xy

sujeito a:
x+y =230
h(x,y)=x+y—230
F(x, Y A) = L(X.y) + Ah(x, y) =
—1x% — 2y? — Ixy + 120x + 100y — 5000 + A(x + y — 230)

Fy=—3x—1y+120+A=0F,=-3y —Ix+100+A=0
Fx=x4+y—-230=0

x=180 y =50 A= -17.5

L(180,50) =

—1180% — 3502 — 115050 + 120 - 180+ 100 - 50 — 5000 = 10.312, 50
Com estas restrigdes, o maior lucro é $10.312, 5 obtido quando se
produzem 180 unidades montadas e 50 kits de alto-falantes.
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Sua vez

max 100x3/4y1/4
(x.y)

sujeito a:

200x + 300y = 60.000

h(x, y) = 200x + 300y — 60.000

F(x,y,\) = f(x, y)+Ah(x, y) = 100x3/*y'/4 4 )\(200x+300y —60.000)
Fx = 75x~1/4y1/4 1 200\ =0

F, = 25x3/4y=3/4 4+ 300\ = 0

F, = 200x + 300y — 60.000 = 0

x =225 y =50 A~ —0.257

f(225,50) = 100 - 225%/4 . 50"/ = 15.448

A producao maxima é de 15.448 unidades
e é obtida considerando
225 unidades de mao-de-obra
e 50 unidades de capital.
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Observacao necessaria
f(x) = —0.000002x2 + 6x — 400

—f(x) = 0.000002x° — 6x + 400
f(x) = 0.063447x* — 1.953283x° 4 14.632576x° — 6.684704x + 47.458874
—f(x) = —0.063447x* + 1.953283x° — 14.632576x% + 6.684704x — 47.458874

X* max f(x)

X* = min [—f(x)]
X

€ equivalente
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Condicoes de Karush-Kuhn-Tucker KKT
(Condicoes de primeira ordem)

fip, 100

sujeito a:
h(x)=0
9(x) <0
f-R"—>R,h:R" > RP g:R" - R™

Teorema

Sejam f,g,h € C' e x* um minimo local do problema de minimizar f
restrito a h(x) = 0 e g(x) < 0. Entéo existem y* € R™ e \* € RP tais
que:

Q>0

Q VI(X) VG (X) -  umIGn(XT) + AT (XT) + -+ ApThp(x") = O

o :U';kgl(X*) :OaI: 1,---.m

N

n: quantidade de variaveis
p : quantidade de restri¢cdes de igualdade
m : quantidade de restricoes de desigualdade
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min x> —-2x+y—1
(x,y)eR?
sujeito a:
X+y<2
y—x=1
fx,y)=x>—-2x+y—1
gx,y)=x+y—2
h(x,y)=y - x—1

VH(x,y) = (“(x y). 8’(x y)) (2x — 2,1)

N - (F ,6y y))—(u)
)

9 = (Gten). o) = (1.1)
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%);( y)=2x-2
@()Qy) 1

ag B
?(va) 1

99 _
ay(x,y) 1

oh
g(xay)*i‘l
@(Xny) _1
Qu1>0

Q Vi(x,y)+uvg(x,y)+ Avh(x,y) = (0,0)
Q ng(x,y)=0

,¥)=1(0,0)

1) =
= (0,
(o,

vf(x,y)+uvg(x,y)+>\vh(
(2X*231)+:U‘(171)+>‘( ’
(2x =2,1) + (1, ) + (=X, )
(Cx—24p— A1 —HH—A)
2X—-24+p—XA=0
1+pu+2=0
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pg(x,y)=0
ux+y—-2)=0

Qu1>0
Q2x—-2+u—X=0
1+pu+2=0

Q ux+y—-2)=0
QO x+y<2ey—x=1
ux+y—-2)=0=pu=00ux+y—-2=0
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Da condicao 2

Restrigdo do problema

Candidato a ponto de minimo: (3, 2)

u=0:2x—2-XA=0e1+2=0=A1=-1¢e

2x—2—-(-1)=0=2x-24+1=0=2x=1=x=}
Utilizando que y — x = 1, obtemos y — % =1=y=3

X+ y—2=0: x =2 — y substituindo este valor de x na equagao
y—x:1 obtemosy —(2—-y)=1=y=3ex=1

Conferindo se x = } e y = 3 satisfazem as restrigées:
X+y=3+ g:g—2<2ox

y—x= % $=2=10K

O ponto (3,3) é um candidato!

Precisamos verificar as condi¢des de segunda ordem...
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Condicoes necessarias de segunda ordem
Se, em adigcao as condigdes de primeira ordem também vale que
para todo b € T(x*, u*), bTL(x*, \*, u*)b > 0 (definida positiva),
entdo x* é um minimo local, onde
o T(x*,u*)={b:Vvh(x*)b=0 e vgi(x*)b=0,i € J},
J={i:9i(x*)=0,uf >0}
® L(x*, A%, ) = F(x) + [AH(x)] + [1G(x)]
e [F(x) é a matriz hessiana de f em x
@ [AH(x)] = MHi(x)+ -+ + XoHp(X), H; é a matriz hessiana de h;

em x
o [uG(x)] = pnGi(x) + - + pmGm(x), Gi € a matriz hessiana de g;
em x
%9¢(x) %gx(x)
ox? T Axndxq
4] Gk(X) =
a0 1 P
8x10xn : ox2
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Analisando se (3, 2) é ponto de minimo:

T(x*, 1) = {b:vh(x*)b=0 e vg(x*)b=0,ic I},
= {b:(-1,1)(by,b2) = 0}
= -bi+b=0=b=b

b= (b, by)
L(x*, A", p*) = F(x) + [NH(X)] + [0 G(x)]
L(x,y)=2x—-21(x,y)=1gx(x,¥) =1gy(x,y) =1 he(x,y) = —1
) :f1 f 2 0
= ] =15 o]
_ Oxx  9x o 00
G(X){iyx Zyi}[gg]
= =10 o)
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L(X*, X%, %) =

bTL(x*, \*, i*)b >0

[b1b1]{g gHb‘ ]:2b1220

Portanto, (3, 2) € um minimo local do problema de otimizag&o.
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min X% 4 y?

(x,y)€R?

sujeito a:

x>0 —-x<0

y>0 -y <0
x+y>5 —x—-—y<-5

fx,y) =x2+y? gi(x,y) = =x g2(X,y) = =y G3(x,¥) = —x —y +5
Condicoes de KKT

Q u=(p1,p2,p8), 11 >0,p2 > 0,3 >0
Q Vi(X,y)+uvagi(X,y) + p2vge(x, y) + n3vgs(x, y) = (0,0)

(s ° u1g1(x,y) =0 o 1202(X,y) =0 o 3ga(X,y) =0
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vi(x,y) = (f, fy) = (

vQ1(X y) (g1x’g1y):( 170)
VG(X,y) = (92, 92,) = (
Vgs(X,y) = (95, 93,) = (—1,-1)

VI(X, y) + 1V gi(X, y) + p2vge (X, y) + usvgs(x, y) = (0,0)
(2x,2y) + p1(=1,0) + p2(0, —1) + p3(—1,-1) = (0,0)
(2X — p1 — p3, 2y — p2 —,us) (0,0)

2X —put1 —puz =0

2y —p2—puz3 =0

® 11g1(x,y) =0 ® 112g2(x,y) =0 ® 113g3(x,y) =0

@ ui(—x)=0
® uo(—y)=0
@ u3(—x—y+5)=0
uwp=0o0ux=0
ue=00uy=0
uz=0o0ux+y=5
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Casos

= =pu3=0:2x=0e2y=0=x=y=0=x+y=0<5
Nao é factivel

i =p2=0epus>0: Comopus>0,entaox+y=5=x=5-y
2X—u3=0
2y —pu3 =0
26-y)—pu3=0=10-2y —pug=0=
u3=10-2y =2y —10+2y=0=4y=10=y =2
x=5-3=3

2 2

(3,3) é factivel
M3—2225

i =puz=0epux>0: Comopu,>0entdoy =0
p=p3=0=x=0
X+y=0+0=0<5Nao é factivel

o = pu3 =0e pu; >0: Comopuy >0entdox =0
2 = puz = 0=y =0(0,0) nao é factivel

O unico candidato a ponto de minimo é (3, 3)
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Condigdes de segunda ordem

(p1, p2, 13) = (0,0,5)

T(x,y,u3) = {(b1,b2) : Vga(x,y) - (b1, b2) = 0}

= {(b1,b2) : (—1,—=1)(b1, b2) = 0} = {(b1, b2) : —=b1 — bp = 0}
={(b1,b2) : bo = —b1}
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I[«( S, uzwua) F(X) + p1Gi1(X) + p2Ga(X) + p3Gs(X)
o= o]
93, sty ]
G = [ g3 G5, |
L(3,5.0,0,5) =

+
o

o

+

o

£

+

(6]

o o

L(x*, 1, p2, p13) =

bTIL(x*, u*)b > 0
2 0[] b

[b1b1]{0 2} _;)1]—4b1220

Portanto, (2, 3)
€ um minimo local
do problema de otimizagao.
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fk=2x f,=2y g1,=—-191,=0
9, =00, =-19g3, =-1g3, =—1
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