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INTEGRAL: Propriedades Basicas

Exercicio 1. Escreva uma expressao para a soma de Riemann das funcoes abaixo

no intervalo dado (ndo é necessario calcular o limite):
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Exercicio 2. Escreva as expressoes abaixo na forma de integral f f(z)dx, deter-
a

minando a,b e f(x):
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Exercicio 3. Expresse como um limite a drea sob a curvay=2>dexr=0az=1¢

calcule o seu valor, usando o fato de que
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Exercicio 4. Seja A, a drea de um poligono regular de n lados inscrito em um
circulo de raio r. Dividindo o poligono em n triangulos congruentes com angulo

central de 27/n, mostre que
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Exercicio 5. FExpresse o limite como uma integral definida no intervalo dado

- , [0,1] hmsz\/1+x Az, [2,5]
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Exercicio 6. Usando o limite de somas de Riemann, calcule as seguintes integrais:

(a) [15(1+3x)dx (b) [j(x2+x)dx (c) f02(2x—x3)dx
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Exercicio 8. Usando as propriedades béasicas das integrais, demonstre (sem calcular

as integrais) as seguintes desigualdades:
4 1 1
(a)/ 2 —4x+4dr >0 (b)[ \/1+:L’2</ V1+zd
0 0 0
1 /3 3
(c) QS/ Vi+a2dr<2v2  (d) 17T—2</ sena:de%
-1 ™

/6
() x*=ax+ 4= (x—z_)zzo ¥ e IK.

LOf)4 a4 4
j o dU+ 4L J 0 ¢ :O.La\x=0,

N
Q

(\o) oe 0gY<)

)

215<t = U <S3t X D Jiens €Jd 3%
/Da’f‘/
i
) L\‘S TxE dL < J Ji1e 22
n 9

CC) V « e (Y ')/ Femos

629



Licensed to Marco Antbnio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br

|

\ [
< js‘ibL: J’i) b= 282
=1

¢ set € B v x¢ [T, )

z;) |/3
76 s 'r )
. Slh 455&@& ss 5 o= BI
“ Wo

Tem Ciéncia

Professor Daniel Nunes Dominando (o) CéICUIO




Licensed to Marco Antbnio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br

Exercicio 9. Expresse o limite como uma integral definida:
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Exercicio 10. Seja f positiva e mondtona em [a,b], onde 0 < a < b. Seja ¢ a
inversa de f, a = f(a) e B = f(b). Usando a interpretacao da integral como uma

area, verifique que
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Exercicio 11. Use o exercicio anterior para calcular (1 < a <b)

& a
=55°©‘°‘“Q’D“"‘[° 0" - eéD}
- b&b‘o-— a@ba - b+ a

Tem Ciéncia

Professor Daniel Nunes Domina nd 00 Cé ICU IO




Exercicio 12. O que podemos dizer sobre f f(x)dz quando f é fmpar? E
quando f é par? ‘
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Exercicio 13. Avalie
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Exercicio 14. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Mostre que, para qualquer

sequéncia de numeros reais ay, ..., a, € by, ..., b,,
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Exercicio 15.  (Desigualdade de Cauchy-Schwarz para integrais) Mostre que, se

f(x),g(x) sao fungoes continuas, entao
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Exercicio 16. Seja f continua e positiva em [a,b] e seja M o seu valor maximo.
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Exercicio 17. Calcule lim + I + ... i
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Exercicio 1. Calcule ¢'(z) de duas formas: usando o TFC parte 1 e calculando a

integral usando o TFC parte 2 e derivando.
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Exercicio 2. Encontre as derivadas das seguintes funcoes:

(a) f($)=/m\/1+sectdt (b) h(w)Zfeﬁlogtdt (c) y:]?"”l 1 3dt
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Exercicio 3. Calcule a integral

3 1 1
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Exercicio 4. Em que intervalo a curva
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Exercicio 5. Seja f(z) = ] e’ dt. Encontre uma equacao da reta tangente a
2

curva y = f(x) no ponto com coordenada z = 2.
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Exercicio 6. Calcule os seguintes limites:

1 1 1
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Exercicio 7. Se f ¢é continua e g, h sao derivaveis, encontre uma férmula para

L payar

dx Jg(z)
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Exercicio 8. Calcule:

(a) f a3+ 72 dx (b) / v(v? +v)idv (c) / Vb dx
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Exercicio 9. Encontre:

m 44+ 6u !
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Exercicio 10. A &dgua escoa pelo fundo de um tanque de armazenamento a uma
taxa de r(t) = 200 — 4t litros por minuto, onde 0 < ¢ < 50. Encontre a quantidade de

agua que escoa do tanque durante os primeiros dez minutos.
A Q,Uam§1 éA e de 5204‘ gue escoo-w. €
i\ﬂ')l val
dobe el 1kyeE -
Q = ) HL)AFLZM‘ ap ot = 200 o

0

_ Joc0— 20e = )¥°° Gives
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Exercicio 11. O custo marginal de fabricacao de x metros de um certo tecido é

C'(x) =3 -0,01x +0,0000062>

em doélares por metro. Ache o aumento do custo se o nivel de producao for elevado
de 2000 para 4000 metros.

4000

Clae>~ C(2220) = | (') &%

200>
4000
= j >3- 00Ix + o/oooooex‘é’x’
1oee

(f

doo o
L% - 00| x+ 9ooomoe %’

2 3 2000
- boeo — )5 10532+ 6 0% 107 S6

Z
= 6000 — Q.00 + J\2 oOoo

=95¢% ocobD
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Exercicio 12. Calcule

5 x msentdt
xli]%a:—?)?,T
Emps o e,uoaemk
2 jt_&ﬁé‘c
3 0+ >

3
AQue ﬁcm MWV

auméa g s I

€ senk %
@m * J; +

Y H—3

u’J{vA- Senw L
= @W\' SLT&* %

/ndede rmine ¢ 0

Tor L'Ha p;'_)ée)

0

2%
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= déw >
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Exercicio 13. Mostre que se f for continua e

f@= [ rwa

entdo f(x) é identicamente nula (ou seja, f(x) =0 para todo x € R).

€203
Temos gue, devivande o =53

e Y‘(—C“P )

iK © ﬂ&]ﬁwk.

0
k= {)€ = J iE) c‘t =Q
o)
(wo € “+o Vxé—)il-} Se e

e J(u)zo V”Lé JR.
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Exercicio 14.
du

u+1

(a) Verifique que, se z > -1, log(x + 1) = /
0

(b) Mostre que, para todo n € N, se 0 <z < 1, entao

2n [L’Q 273

2 3 7 2n 3

(Sugestao: compare 1/(u+1) com uma progressao geométrica)

(ﬂ) :Der,'\/a.hé/ kw°3
d (T da 1 4

— 1

Fag 4 0 AUt A+ <

oy,

<log(1+x)<x—?+——...

x2n+1

J’_
2n +1

&3 (x+1)

%a(“bﬂ) — l,:‘_ﬁ. = onSYonk.

0 "N+

(o wo

o
éa(o+1\= o= J@ %)

Scbae. 9-<

©da
Gyen= | 2

(Y Temes oue, se o<asy,

I R L L RS
4 N <
= lm 2 ) = Gm
N-oAQ K=0 K—=e0
N+

It N3 O Jt+um
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QS‘S)‘MI se N=z2n-2

2! 2n
Z(-M)K = 1 - M < -
koo I+ I+ I+

Por ocumlvo C-d9 sec N: o,

TS U i Léﬂ)

J+A k=0

T 2w " é ’LJ Ko 2< Ké
A < o4 <L —AA AR
jo Z( “ )o 50 L )

Ez:\ K+ X —‘L_U_\: tl R 2
=2 W | < bniurn <D (4
ko k52 o 0 = el o
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Exercicio 15. Prove que se f é continua no intervalo [0, 1] entao

iy [ a: - 5(0)

22

=0
weo 3e'can>rrme. em &=9
o<%<£) en o

3 fyo tl gue fc
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@-114%
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Exercicio 16. Prove que se uma particula percorre uma distancia de 1 em tempo
1, comecgando e terminando em repouso, entao em algum momento no intervalo de

tempo [0, 1] a particula estava sujeita a uma aceleracao igual a 4 ou mais.

Seva JH) a osigs b perdvula o ey t.
GSSMWQ 6')9\r a'oJMréa 4,)01 Sua ace@r;(f_ﬁ
hrawne= dﬂCba, em 4/ OCuw OCA‘v}

|S““)l<4 V éé[p',]
Pelo TVH

30n- 9= 4@ (¢-9)
= |J'on-Fla] <4 [x-y)

@’V\«o fo) mwwcnlo > Im< 4 e terwi g Cun
repouse  Seyue gue  €m t== e t=2 4
velo Lidede € pefa; gn sey
Jlor= 304) =0
Bﬂym,
be Lo, va) = [ |=151-Jla|< at
LeDve 1) = 1) = |40 -$)<a (A1)

Lﬁ% B Aﬁaé&‘hqa Pevc.okv(&} 5()\—§(o)/
S&-\’\SA&%

A9 - §(o)= j:j (t)dt s);l;f‘u)\ d&

<3‘iﬁ 3b 4 3‘40—»&
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Exercicio 17. Suponha que f tem primeira e segunda derivadas em toda a reta

real. Prove que se f for sempre positiva e concava em todo ponto, entao f é constante.

Se 3 han jossc cpwsf)a,m}e Iheve rie € E IR

—},.Q a_)(,g 5(() # 0. BS«SHVI (Pa-\r& quaegue\r
o ja)o e gue "em <o W Cicen

Jlon- Jer= )‘a"(\wx < on oL = ©

c

= J'm ¢S ¥ relk
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Exercicio 1. Calcule a integral fazendo a substitui¢ao sugerida:

(a) f cos2xdx, u =2x (b) [ ze ™ du, u = -2
(c) f P Vad+1ldr,u=2+1 (d) / sen?f cosfdf), u =senf

3
(e)f v, u=at-5 (f)/\/2t+1dt,u:2t+1

zt -

@® a=zx = la= 2dr = dx= %éw

JM: fsmﬁ': St 2%
jc_a)z,zéta- j_lzcos,ou 2 -

¢t c/4: —zzx dz = zén= —_é_é,a,

Lb) u:-l— .
—* _\ “Auz—-‘ Cu: ) é"—
j w e Jl’-‘-’ _zj C = —

\V

=L
(&) u=w+L = Suz DRESLD 'L:/éx = du
(4

Simxu j_ "éu—zu

:z%fl
£ Gensf*

(A> U=Seas = du= coseds
j Safp wse do= j a‘em = :_”Lu}

(€) m=10-5 = dus=dxddr D Kdn=Lda

Y/ éx—- j_L du - _L(aa,ﬂ -L&a&x S')
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() n=zt+4 > da= &é{-—;)A’s:.é_éu,

LY/
JUam = [ furdas Lgate
3
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Exercicio 2. Calcule a integral indefinida:

(a) [ V122 da (b) / (32 - 2) dz (c) / cos(t2) dt
(@) [ senntar @) [cosbosenoas (1) [ Uf;ueu)zdu
(2) \/%daz (h) f @dm Q) f cos* Bsen 0 df
) [ 22e% dz (X) f sentv1+costdt () / sec? 20 df
m) [a-gay ) e 0 [
0) [senwseneosa)de (@) [ovarade o [ ajf .

(s) f (2 + 1) +32) de (1) f 5 sen 5 di (u) f tszf;z dz
(v) [ o5t sen t dt (w) [ xi Jda (x) f Cosiﬂdx

(a) M= 3= ¢£a: -zt D L% = ’_ZL da

V72
—tot= =L\ da= =L ==20—=
5tm_ ; 2 )

m Ciénci - A
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(A) = T = du= T = H= i‘_—é»

.SSCV\T"L é’t‘—' S #—Sc\nué’u: —Tl—!' c.a‘:,u:—%rLaos mt

(&) w=cwse = da= - st do

— —
— =

ng’esoﬂeée:—j,uﬁda,——"l 4 lea"e
(§) x=1-e“ = da- _etdu

_éﬁ—éu: —) _‘L"'_z 7(:&— :

(-e9* ]

@4
2K J—e

C@ = dattbx® = du= 3(@1—51‘)4“&.

\/e
: - V(A - 2z
2 de = L e z.
5 a<h 3\ Ve 2 ) 3
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(L) m=cos® = —du= sene do

4 do = L
5 60549 Smgzb: ‘j AN JM T
- -\ w5
I

3

: 3 2 xaz’
Q) Qa=€ = du=3%¢€

() wm= sresk= du= — seat d¥

3
) sent J+cost db - -5 widu = ’%A’

%
= < Q+ CDSL)
>

e

(e) M= 20 = du= Zée
j Sectze do= .é-j setucn= _z'.L Aorn 2
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Z/y |
2 | 2/3 - 2 AYAY
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Exercicio 3. Calcule:

2t dt
a —dt b / c / senh” x cosh z dz
(&) ,[2t+3 (b) cos?ty/1+tant ©
cos(logt) f x sen 2
(d) / t dat (€) 1+t da ®) 1+cos?x da
dx l+z

h dz i ] r(2z+5)%dx
() e W e (i) | a( )
() /x2\/2+xdx (k) /xSVx2+ ldx (1) /tan2ﬁse(:29d9

Q) u-= z*+‘$ = du-= éaz'z*&

Y ag) Ryt a0

25+3

(0) M= it dont = du= secdch = P

5%
<k — (da - 2.a"
5 Los? {3+ font Ve

= 2 J J+ tant
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gt o - J a0
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_ sen (&Y
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(&) u=2*= du= 2xde
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5 70(27“5\1 dx = S % (a-5) " da

L4

[ Juq«s‘,a%cfu =1/ _ 5%‘9

—_—
—
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_(_(2_1_..5)"_03;—5') :_l__(Zt-rS) -(lfl--5'>
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(65 aam s = das zeie
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|
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2
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Exercicio 4. Calcule as seguintes integrais:

1 1 /6
(a) [ cos(mt/2) i b) [ YT+Twd © [ Nl
0 0 0 cos°t
2 pl/a /4 2
(d) f 5 dx (e) f 23+ 2t tanw do (f) [ - 1dz
1w /4 1
) [(wErEs w2 g [uees,
& 0 e x\/logx 0 V1-z22
(j) /;/3 cossec’(t/2)dt (k) /(; cosxsen(senx)dr (1) 0 (gt

(o\) u=Tk o db= Zaw
j w)‘ljﬁcé\: 5 Z@5wdu=#sch)

e

()

=
o ™

(b) u= t1e = du=2

\/3 3 43 (1
5 méw- ) Lau d“‘q. el I
-3 (le-3)= 48

24

QC) = sk = dea= -‘SCM{ é'k
e 33/2
sent Ay = —| daa= L - Z=Z-1
st y A “ly \E

D) w= i = du= ’37:,‘57"
5& W'éy_,—- ,)\/L“’AM awl - c-Je

lx‘ |
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Exercicio 5. Mostre que

Ogj:jsen%dxél
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Exercicio 6. Se f é continua em [0, 7], use a substitui¢ao v = m—x para demonstrar

que

fowscf(senx)d:r= gfoﬂf(senw)dx

A=T- =D =T-®HR =) ce = — s
0
jn;"J(f“"") dx = —5 (T-w) { [sen@-4)] e
? ™
Sen(r-u) = senw
= jT.@T 'M.) J(chw) du
o

- n‘S Wg‘ (sermycn — 5 n J(sene) da

Lelm‘amao gue a,fd Yo VAo ,‘w\ywwlz,

)
&DU& %ue,
w ™
2-5 Lf(sert) dx = ’ﬂ"j { (sen ) s
(o] 0

LLg w
- j L f(sent) dx :_T__r'j 4 (sen ) pE'>
o ¢ Jo
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Exercicio 7. Use o exercicio anterior para calcular
T xrsenw
/ > dx
0o l+cos?w

SEVL . Sew —;5(50\1()/

oneoe
fln) = AL
2—nt

Pelo  exercicio R rio e,

} Trt:f(scvnc) = lj WJ (sewd) e
o < o

lt
=T sent | A
2 ), d+cose

M= DL = cu=— 5""7"é7"

_ -4
= ‘-g) o _ ) ,ﬁb ﬂ:wc\"ovv\.u !
Z

<
l J_‘_az _\-“(‘/{4 -3
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1
Exercicio 8. Calcule [ V1-27-/1-23dx
0

e l/" :
vﬂl\MOS ove G avr 5 i l-—)(,qctlb-

- 2/3 706 Jdx
A= (9 %3> "‘) du = /O'%) =1

T e
—
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(Po\r'\a\n%)

L
J im0 = Js—x3dx =0
o
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Exercicio 1.

area.

Esboce a regido entre a curva z = 2y — 4> e o eixo y e calcule a sua

H= — HL’U—L)

0

- 9 2,
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Exercicio 2. Esboce a regiao entre as curvas y = 1, y = /7 e o eixo y e calcule a

sua area.

e

s A yo1

v
&
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Exercicio 3. Esboce a regiao entre as curvas e calcule sua area:

(b) y=e,y=ze” ex=0
(d) y=sec’z,y=8cosz, -m/3<x <73
(f) y=cosmrey=42"-1

g) y=senhz,y=e*x=0ex=2
9 i =7 Tnlerseczo ema:
@ 1\ : |
A )
= \lﬂ
" 3 A
=JX
1= — V= A A
- a‘,‘: i
> e = =43
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Exercicio 4. Encontre a area da regiao delimitada pela parabola y = 22, pela reta
tangente a parabola no ponto (1,1) e pelo eixo z.

Y

A y=x* Yoo=2x = y=12

T;Maen')f—.'
Y=+ y'() (e—3)

= J+2—2
= 2x—4

T %
L\

2 d
Q,_j = (22—)) en = _é..ac +x.)
/] J °
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Exercicio 5. Existe uma reta que passa pela origem e que divide a regiao delimitada

pela pardbola y = z—2? ¢ 0 eixo x em duas regides de dreas iguais. Qual é a inclinacio

dessa reta?

Y Redn o cureas:

A\
'\d—; wm e
=me
'\0:'1,-'7(& Y IV)—‘CVS‘CM A >0
\ Mma= a- At
> D A= i-m
a |\ 2%

G,YC& 40}52 cL. pmra-’!:o le:

AR _xtdax= - x| =4
T ox 2 3 19 o

w
[
-

Dk“ '}oy)o P\m MYz O
D, = j xn - XE— M O%

-m
= 2w’
Z 3 Z 0
2 3
= (I-m) -y — (3 -m) _ (- l,,,)"
z N —

A] coné\'%a e devr QA = —Z‘T QT

ﬁ jW\ ._L __l_= J‘M -':T'—'
(6) > 5> U-m) =
= m= Jz-1

692



Licensed to Marco Antbnio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br

Exercicio 6. Encontre o volume do sélido obtido pela rotagao da regiao delimitada

pelas curvas dadas em torno das retas especificadas.

(a) y=x+1, y=0, =0, =2 em torno do eixo z
(b) y=Vz-1, y=0, x=5 em torno do eixo x

(c) y=e€", y=0, xz=-1, x=1 em torno do eixo x
(d) y=logz, y=1, y=2, x=0 em torno do eixo y
(e) z=2-9% w=y* em torno do eixo y

(f) y=2°, y=1, =2 em tornodey=-3

(g) y=senz, y=cosz, 0<zx<m/4 em torno dey=-1

(h) y=2, y=+/r em torno de z =2

A=t 2 .
(a) ‘,A /‘Io.’:'l‘f\ \} = W @'H) J‘b
U]
2
= | m(x*t22+3) dz
/| ) .
| £ = Z-:z %Li- 70>
o1 2 >% (3 ! 0

1
e . 4+z>= 267
3 3

=S

Ok

=
%l
2
II
S—
=4
9
1
0
N
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EX = (7(.‘—‘ 6“’) )

Twlersegses a,—o:

a‘: Z-Az
=% Al—2=0
2 2
a=3x® -2 (az2)
4
2 a=-*32
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5
=T 43——‘11’)3*5.5_3_".)2
3 3 9 -T2

:2&';1‘((4__1.z+_4_,_|2.
3 s @

= 2527 (180 — 120 + 36 — ¥0) = 3232T

= 4s

&, j 3 o)) S
yoy = lbT- n'J 4+6x+x‘ét
! x = 6= n(4;+%_7cf+ z;j)};

9=-3
\_} = loT-T(9+ 3. 1)
z 3

= V= loli- (126 +21 +2

]
= 750
J4
/4 . Ny
(@ Y 4= V:J w[@_r@zx)_— Q'fjﬂq‘l)) %
14:5“—0 A
= ﬁj W4z(ca5-1,- sen?) +£95‘t—5aa‘»¢évo
) ¥
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Exercicio 7. Cada integral representa o volume de um soélido. Descreva o sélido.

s 1
(a) 71"/0 senx dx (b) W'/O vt -y dy
4
1

(c) W/OW/Q[(1+cosx)2—1]dx (d) wf (32— (3 V2)*] do

@ Y- w)@%m)za»

o
o % ba reyxe entve 9= D,

= Og s .
Y=o, S

8

(9 v= | @)=Y ey

Sl de reolne em .
exe Y ca FeyRe enive =19

P, = 947 ’?)?/O

Jovne &

o s o
6Ch s reolu@ em 0

o~ \ve = Jtlos¢
- <& T,
y=13, 0 2
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4' 2z
&) vy [ [5- e} de
J
sl e reonE@ em Jorre
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Exercicio 8. Encontre os seguintes volumes:

(a) Tronco de cone circular reto com altura h, raio da base inferior R, raio da base

superior 7.

(b) Calota de esfera de raio r e altura h.

(¢) Tronco de piramide com base quadrada de lado b, topo quadrado de lado a e

altura h.

O tonce de cone

RN

él. a-fh)?b Ao €“<b )
Am=V 3 —) . = ’
A aA+h

(ath)ym= &
-.;) A~ hir= alk

= hy = AQ?*V):) a= hv
A—v

:DGT; m= L: R‘Y‘
N

g h
0 vo brme c
ath h&
V) = 1\') (M) évo=S1TY(B-_V‘sz %
'\
* W e
z 3 @a-r @-r 3
=l@:_> x| T2 X @3-
S n hy S R-r
a-r

Y=t Poét sey visP ome
/ 0 s5CH de revo 4@
A e qu-y‘o > €6xO0 X

r CLA "‘Ca«,&'b CLA j‘fbura

onde



),

-

>

A calot esyErice
. Sey visTa lome
lo:JV—‘)L o 506&7 é(, V‘W&”@
|\_ e Jormo > exo =
A . < CLA b¢aqM e J—(ﬁ,ﬂfa

o Cooo .

V= WJZ\)T‘J{‘Y&L: n') F T

r—-h

-

- W(sz—- ::>\' ‘ ;‘Vzk’_ T((‘r’s r._\,, 1

-

\

5[ om0

T 3r\n = h>= T_LM(%V—\‘D
3 3

5"%‘ A MNwna A"S—\Z’."maa'
% de vértice da
PN‘@V\M ce &

e
1z
24 3 z
JA‘ ™ 9(71\: 43 5
z

onde U Sevi siet

Y = ‘ﬁ=,‘:,£-) He/aaejr/n\f‘a

b pprAmMICE.
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ey

Lo
LK H H s 2
VE j bYED) 37&:5 w(@;ﬂ) da
H-la H-h
bh
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Exercicio 9. Uma tigela tem a forma de um hemisfério com diametro de 30
cm. Uma bola pesada com diametro de 10 cm é colocada dentro da tigela, e depois
despeja-se agua até uma profundidade de h centimetros. Encontre o volume de dgua
na tigela.

: enve Os vobn mes
é’ Cfﬁs MCO"’AB .
AR o ue

L e de altura I

\ /wh Sens A Sifcrenis

n'l,\@ﬁ W) - rk(sv—k)
= Thz@ )

Se 1o<wgIv, 0 vobme de  Gypn
A c Po) VOZ(A\MC é‘. 647"

l len de veio menor
R, mewoes © vobure

b cs)erm b€ 0T
HSSW"', Sec jo<W\ £ 15,

I§

@
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‘BR-W) - Awr?
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Exercicio 10. Um barril com altura h e raio médximo R é construido pela rotacao
em torno do eixo x da pardbola y = R - cz?, —h/2 <z < h/2, onde ¢ é uma constante
positiva. Mostre que o raio de cada extremidade do barril é r = R—d, onde d = ch*/4.

Em seguida, mostre que o volume delimitado pelo barril é

V= %Wh (2R2 +72 - §d2)

I Se. v+ € 0 rein da
Cxive midece, enEo
Rl m=RTTE r= (%)= R-ch
2
/K w\ -
: : 3 0, VO&A\MC (4
TR Ty %
w2 2 Wiz .
V= T"J(R-cxz)ém: IYJ R¥- 2Rex*+ Cn*dz
~ha ~h/y We
2 3 R
= W(RI—_Z_{{C%-(-_C_'X/)I
3 S h2
3
- ;(w(r@:- 2reh’ Ul N
= 7 = C
? 3 ; —gﬂz <A _4,.
= h (R*- ZRa+ :
S 5

K 3
=Th(ré+ k2 - R -8 L &£
3 3 3 5
= Tc»\ (ZR,l‘f rt—é.é.j
S



Exercicio 11. Calcule o volume do sélido obtido pela rotacao da regiao entre as

curvas y =0 e y = z(z - 1)? em torno do eixo y.

\oA 2 ES&é C', AN
n= 22D

mons a.&u&v pcev
mé b do des cesias
cibnovrices.

/a" A % ASS%W\,

' A
V= | z2re Joy dx :J 212t (2%- ) dx
o o
= j LZT((?L“'ZX}-'- x*) 4%
o

zﬂ’CLS Z?&*
:Zﬂ’J. Ly —2“‘(‘1"‘/*7"’4
4 éo
EN
-/3"0’
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Exercicio 12. Calcule os volumes dos sélidos de revolugao em torno do eixo y das
seguintes regioes:

(a) y=1/x, y=0, x=1, z=2 (b)y=e*, y=0, =0, z=1

(c) y=a* y=06x-22?
b/
Q) Aw=vx

Pov cescas ciCiindvices:

= Te Lde =
’\)JlZu'Lx-z 2

C

5z 7%
O") ‘5A Povw &sc-:s(z ciCrindvices:
V= JZH 1€ d»
<
Y= 61 "7(2
e -
Ck?‘)& — ’n‘(j— c )
i
(€D y D inkrsepo em 430
A y=2% Setisyaz
= ba-2a®

=
y= 6A-1x = da= 0= a=2

’Pov CAasces c—,,-&mé\ro'Ca.s)
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V= Jzn'x.((él‘ sz)_xz] d

0

z
= Zﬁ) 611- 37‘*3 A‘L
0
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2
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Exercicio 13. Calcule os volumes dos sélidos de revolucao em torno do eixo = das
seguintes regioes:

(a)y=x3, y=8, x=0 (b)y:x3/2, y=8, x=0
() z=1+(y-2)* x=2 (d) x+y=4, xz=9y>-4dy+4

(2 :“ ?fx’f‘m Farends x=33

n=¥¢ € UNSonco Casced
b indvicas,

V= ZTrflg’J— d
= J °Y

0

4
_ zw) y'h 33_—, 2[T-.§.73:’/3)¥

o/

(b) Y v 2=
A 2/3
g /L =) . 7 2
77 )= zn‘) w9 Y
o
3\ ¢
=20 3
T )
A
> _
N
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Exercicio 14. Calcule o volume gerado pela rotacao da regiao delimitada pelas

curvas dadas em torno da reta dada:
(a) y=2%, y=8 2=0 emtornodex=3
(b) y=2* y=2-2> emtornodex=1
(c) y=+vx, =2y emtornodex=5
Y (1
(a> A 0 ancl da 5(((419
Em Y Jm avea

) Ve Diyy= (2"

e (3- 1))

/0 e :T\“Cégvi ,32/9




5’13,,,,6 aL voume akoaes . Esse Loluwme

6’ equi \,Jewb o 510\ N’}ace éq rea{ag
enre 9= J"QL-I)Z= 271.—’)(.1 e O ¢ixo X A

Fedor &0 €Exo Y
Y Assim, © volume

0 Pre wya o e
z

V= 2-) 2w (2x-2*) %
0

S ) Tnle rsecao (y>o):
A -
=29 29=4y*
= y=JI = Yy=2

(=Y°)
T') ] “’”V‘“ 97 a
> Avce b anl rejel-

fank do saip <o
s&teo € (

Aep= TG99~ (-29)
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Exercicio 1.

Calcule as integrais usando integragao por partes com as escolhas de
u e dv indicadas:

(a) /xezwdx, u=x, dv=e*dv (b) f\/flogacdac, w=logx, dv=+/vd.

@ j}c\fé_%: x_lefj- _'_ch"x,

~n ov 2 P
v
:_L%Z‘—_lﬂzz'
2 49
= ._'_.7(- A ¢
(D¢
3/e 3/2
b = 2 3 lbaw—2\x
() ﬁ@até‘b 3 6 3 _i_ézc
_ _@_ZEIZ&OL"i ZVZC(’L
3 3
= _&_7(,3/220 ac—CL_. zocm
3 D
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Exercicio 2. Calcule a integral

(a) /xcos5xdm (b) /re”/er (c) f(x +2x) cosxdx
(d) /arccosacdx (e) /t4logtdt (f) /tcossec tdt
(g) /log Vo dx (h) ftsethdt (i) /arctandey
() fxcoshaxdm (k) 1iozdz (1) farctan4tdt
; re® logx
(m) /z3e dz (n) mdm (0) f dx
™ 5 ¢ /3
(p) / rsenzxcosrdr  (q) / —dz (r) f senzlog(cosz) dx
1 e’ 0
9
/ logyd (t) [mtanzmdm (u) /(arcsenx)zdx
W [(etogude ) [Tacanma o [ -2
w” log w dw W arctan(l/z)dx  (x
1 : 1 ) \/4+ac2

(v) /Otes sen(t-s)ds  (z) /arctan\/idx

C&L) j L”&S”él: _S‘L%Se‘ﬂirf—" J SC\nszvé'l-

= X senit +_lcos 52
5 Y

(\o) J \’C\’/ZAY'-‘— Zvé/z— 25 6"4\,

:(Z\r -4 ) eﬂz
© ) (F+2x) o8 b = (xex) sewe

— J(vup Sonx d = (X E2H) sene
+ 2(n+)) (B — ZJ (ose ¢
=(Arex-2)senn + 2(x+)cos %
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Exercicio 3. Calcule:
N

(a) fe\/zdx (b) fﬁ&gcos(Hz)dQ (c) fxlog(1+x) dx
/2

(d) /cos(logx)dx (e) /WeCOStseDQtdt (f) /de
0

T

_ é-w
u=Fe = x=a P du = 2%

/e -2
)57_'9 o5 02 do = ),u,“-zu . Os w O

\W'—;Z 72 w
T T
=J 2. msa,éu,= ZAS&M») - j‘sevm, e
Y.
2 ‘ We
e
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Exercicio 4. Encontre:

(a) /seHQxdx (b) fsell4xdx
1
() JSCU:'K— dx= —senwnoOSE+ j LOSH &%

= — S¢S ‘\"j \— sehz—,(, on

<

= tde= X - LsanilXk
sen X -

& z
GO)) 5(’,\/‘41, o = — O3 ch\?t 43) KRS x,sm?cclz_

A, de
= — oS chfvc. + ’Sj 5@,,7—1,&1,_ 3) S€n X

3 3 _ 2 scnlxX
= —cosx St t = 2
- 3J 5Cm4x,éx.
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Exercicio 5. Mostre as seguintes féormulas de reducao:
(a) / (log 2)" dz = z(log )" - n f (log )" dz

1 n-1
(b) / cos"xdr = —cos" ' rsenx + [ cos" 2w dx
n n

© [aredr=are—n [ e dr

1 n-1
(d) /tan”xdx: — x—/tan”%:d:r

n-1

tanzsec"2x n-2 -
+ sec" 2z dx

(e) / sec" xdx =

Q) J@oor)wéu L(&O%—S - njx(faz)x)hg-'_li d
- Hloy - (S 4o

©, f Loshtéi—=j o™ 5% dx=losh SeAL

b (-9 | s sentx d1 = oSt seme

+in-n oy de = (0 J s dx

| h-1
= W)Los"‘u, dy = (os™eSent =+ M—A)st 2 X

A-2
( Wi seax + N=3 | a5 €2
“—95(_45'"704‘10= = Ly X =

-\ ¥
Q Sx”‘c“‘éx, = A - v\J L€ dT
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Exercicio 6. Mostre que se n € N entao fol(logm)”d:ﬁ=(—1)”n!
/r(,wnas qu& AL L i

1 h\_, _ lonX l - VLJZ lonn)-L d2
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o X n
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o
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227 (nl)?
(2n+1)!

Exercicio 7. Mostre que se n € N entao /(;1(1 — ) dr =
b h il ' w-3
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S 0 > 0

s -2
- Zh (n—:)j 1 (3-2*) %
> o

i w-3
_ 2*n (0\-—1) Z«s ( 3— )(f)h-z ) l+ Zsh, Q’\-l) (ﬂ'}) 7(,‘ (1-2Y de
T T a5 ) 3-5 A

Se

o 3.5- - . CZK-)) /

evv\z-o

K
| = ke W-¢ | |

5 (J—'l(l)“é‘lr: yA h(?\ )) (V‘ ke l) _78\"” _x,)

0 3-5-- - CZK'-‘)@K-H) 0

3
2 h(#\-ﬂ - (V\— k-+1) (ﬂ-k) rd 2d\e+) = Cen)

T (%2
Sl o edon [T e

o
« ~))--(nh - k= rd <+ h= (ic+)
o 2h0 (o) iy (P Ay ST

3H-5-- @K-J)@k-u) J,

731



”\55“"", re peline 4 | deic  Peve
k=323 -0, (J”Cavawos e

foeien 20 ['woee

3.5-(@n-)
= Z,h- ' )
5 @m—\)(w+|) 0
_ 2"

5 (2n=) (zn+1)

0 a/eMwnn@éaV ¢ ©O pro&‘h’ I(vwr\)
(nh +)) pprimes vos T mperes. Mole <ue

(2ns D =T, 2246 7 @)= P
onee PPa ¢ o pPYe Av’)o dos n
Prime ros r)mres .

Tewos

h n
Pa= ﬂ(ZK\— Z .

= Ty = (zv»-«-s)‘
2" M'

Loy

)

732



Licensed to Marco Antbnio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br

e
fufde=2m . 22 ()
° I (20t )

Tem Ciéncia

Professor Daniel Nunes Dominando (o] CéICUIO




2
Exercicio 8. Mostre que, para todo n € N*, / e 2" dx pode ser expressa por
meio de fungoes elementares

j _f,(a. LM-Qét.- - L) —27(—6 7(/%611«

A

=2 an

-2 an-d
.__\ex+4_zvvJ67c at
-z

— 2
I [ Lo - 7(?:(h l)S 6—x+ nin-2 Ln-
w= - —_—
2

=y en Ao o "Jé"+ A=) T
Z

(f

2K _ &
o V\l L € + V\.\ 1, )
L =0 Q""“)'.
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- x = -4
o [ des -
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Exercicio 9. Prove que

[ rwa]du= [T -wda

€

A L
5:605(4) A{)éw = Jo Fla)da= — (x—w) F(2)

o

K ‘ten) * ) f() S
+ J@c—a)FCM) u:)o (-4 )
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onee WNa o Lhma fzq,- P I ot
p Teorema J/mé«mcw)ff-

“ = P/
i = ﬁjﬂjm di= e
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F(o): )OJ('\) A'): =0 .
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Exercicio 10. P

rove que

(Z) = [(n+ 1) /Olsck(l —x)"k dw]_l
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INTEGRAL: Integrais Trigonométricas

Exercicio 1. Calcule:
/2
sen’ fcos’0df  (c) / cos? 0 df)
0

sen? z cos® x dx (f / Vcos @ sen® 6 db

J,
J,
f sen? z sen 2z dx 1 [ tsen?t dt

(a) /sell3x0082xdx (b)
(d / cos*(2t) dt (e

(g / cot x cos® x dw

) (f)
) ( (1)
) [tanzsectode  (k (1)
) ( )

(j tan’ x dx (1 ftan rsec® v dr
(m /tan rsecxdr n tan® x dx (o [msecaztan:z:d$
/4 3
(p) f cot? z dx (q) >en \/de (r) f:r;sen3xdx
/6 \/E
/2
(s) f (2-senf)*df  (t) f seni# dt (u) / cos 6 cos®(sen ) df
0
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Exercicio 2. Calcule

sent /2
(a) f o dt (b) / cossec' zcot® rdr () / cossec* f cot* 0 df

cos°t /4

/6
(d) f sen8zcosbrdr  (e) f sen 26 sen 66 df (f) f V'1+cos2xdr
0

1 -tan’z dx , 5, o
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Exercicio 3. Mostre que se m,n € N entao

m 0 sem#n
f senmx sennx dr =
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Exercicio 4. Uma série finita de Fourier é dada pela soma

N
F(z) =) a,sennz
n=1
=arsenx +assen2r + ... +aysen Nz

Mostre que o n-ésimo coeficiente a,, é dado pela férmula
]_ s
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+ | Fo) somme ez ) am sein e 5o
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Exercicio 5. Mostre que, para todo a € R

/2 sen® x T
dr = —
0 sen® r + cos® x 4

(Sugestao: mostre primeiro que / flz)dx = [ fla—z)dx para toda funcgdo
0 0

continua f(x))

(vejmwos r:ww\ci o que ‘V J @h‘h’h«a)
j"ym du= j”}ca-néw
o Lo
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a o o~
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INTEGRAL: Substituicao Trigonométrica e Hiperbélica

Exercicio 1. Calcule a integral usando a substituicao trigonométrica indicada:

1
a dr, x=3sec (b /1:3 9-a2dr, x=3senf
@ [ == ONE

3

© ) mst

z=3tand

(ﬂ) A= 35€¢Cc & =) o/z,: 31Sec o %MQ C[9
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) &
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Y
3 _ L&L;B

de

‘.'>

5/2

(512 3
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Exercicio 2. Calcule:

vV 952 -1 a dx
dx dx c) f —_—
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Exercicio 3. Use a substituicao hiperbdlica x = asenht para mostrar que
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Exercicio 4. Calcule, primeiro usando substituicao trigonométrica e depois hi-

perbdlica, a expressao
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Exercicio 5. A pardbola y = 2?/2 divide o disco 2% +y? < 8 em duas partes. Calcule
a area de ambas as partes.
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INTEGRAL: Fung¢bes Racionais

Exercicio 1. Escreva na forma de decomposicao em fracoes parciais. Nao é

necessario determinar os coeficientes.

(a) A+ ) -6 (c) o
(1+22)(3-x) x2+x-6 2+t
o423 + 2 +2x -1 xt+1 % +1

d v R

(d) 22 -2x+1 () x5 + 423 (®) 16 +¢3
1-=x 2 3+ 1
ot h N ot

() x3 + (h) 24+2x+6 (3) 23— 322 - 22

. x2 -2 2+ 1
34222 -1 (22 —x)(x*+ 222+ 1)

@ _a b

Jtan -
VA6 l-* Z—) (+ 3) x—< t3
7—+ PR A J+x®
,&y\o\/\m‘os
(A) P\m mere DS ¢ divi div Qs I
N 2 Z ; ‘ % — Z-QL"’ L
a %+ LN~ e
v - 20" -+t < 2 + <
-
2 -1
w+ et — X Lo ﬁD

- @) (o= )
- — + 52— 3

772



4-2)L3+ 7(,7"1- 2 — 1 z 5
= A Arnte + ox—3

&
%"— 2+ | .
%—ZL—P.\.
_ x&=xw+Z T sx— 3
(-NH*
_ ,X"L_*x_‘, 2 + a e _,b—
-2 (x-n°
() Wty - X
s s o
K>+ 4= X (7(_,1-4)

) KI.L-—_— L+ 2 £+

e+ £ T e+ 4°
PR AN E EE L
D 3 (4+) =910
- A+ & -‘3-"'&— -’A“ et
i S e
() =% . =X

Gt P

= _ﬁ--l- _‘Q.—f-_ﬁ'- = A
2 xX* 3 e

773



W) " a6 (e+6)

z
X + A0 7(,2'-4. Xt A
N )ffé_1+ax+b
At all =AU+ 0o
Q) >+ L 53— A= 2 3xfr2xxd
_/ = — . —
23— 37— 2 Z2?-3%t- ¥
oy o 3xEet e axtrzetd
- 3F—ex K (= 32=Y)
Ns veires de KE—d3X—2 S0
= 3 tdn
Io 2
)
1>+ ) 1+ & o ¢
T+ s = /2
13— 37— 2% fad x-3-JB 2~ 3438
2 z
() -4 € iz de 2>+ 22
X3+ 2752

P S e
Z
7‘«"04— BS e Z<S ce 7Lz-+ n—2 cSéS
— <= -y £ 3¢

774



Licensed to Marco Antbnio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br

H-2 _ a L _b = + < —
. + =35 2+ J+I%
23y Ttd L - -
5
<) 2 +13 = x> L

et
cr+a &
= Lo GEn T @

Tem Ciéncia

Professor Daniel Nunes Dominan d oo Ca ICLI IO




Exercicio 2. Calcule a integral:
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Exercicio 3. Faca uma substituicao para expressar o integrando como uma funcao

racional e entao calcule a integral:
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Exercicio 1. Explique por que cada uma das seguintes integrais é improépria:
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Exercicio 2. Determine se as seguintes integrais sao convergentes ou divergentes e

calcule seu valor quando convergirem:
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Exercicio 3. Determine se as seguintes integrais sao convergentes ou divergentes e

calcule seu valor quando convergirem:
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Exercicio 4. Determine se as seguintes integrais convergem ou divergem:

© © x4+l Lsec?x
(a) fo o da (b) dr  (c) /0 d

1 \/3;*4—3; .CL’\/E .

© 1 +sen?x © arctan x T sen? x
d f d f d f/ d
(d) 1 N z () 0 Zter T ®) 0o !

(@ CQVW(Y‘Ge eS| o
S” w _ Jde = J x éx +J % de
o o

>+ 23+ y 27
QD

5jtét + J&"" ox

>
0 &X’
:A~_\_l°°=z.
P R I |

E - Brea Do
- 2
2

827



A -\/2 1
© (s dw >/J di o 2| =
o ?Lﬁ/ 0o X
0
4 | arsmte dey |7 - 22|
! NEZ $
® *
(C) j aycon % P <j T\'/z-; dz
2 +€E° , €
| 0
== € = I
¢ lo Z
Pocdante , a )w)cbrae converae.
s T
u>J sch dx = sent JL—-)-J Sew' % de
° ﬁ o TX 1 e

O ‘)Y‘obe( wa el @P(M Nna Y \w"bz)vae :

1
' Jen't Jy < | sem’x de
0 X

Gm Senwk. . Seht = o
O % Nn-0 X

828



Licensed to Marco Antbnio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br

a iV‘kaGe onve rye.

ﬂssim,

Tem Ciéncia

Professor Daniel Nunes Dominando (o] CéICUIO




Exercicio 5. Calcule:

(a) fowﬁ(im)d‘” (b) /wa\/;__4dx
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Exercicio 6. Encontre os valores de p para os quais a integral converge e calcule

o valor da integral para esses valores de p.

@) '/Oli—f (b) v/()\ll’pl()gxdx (c) lwx(lggx)p
- _ \-pP )1 S #4
@ | % or = = lo P
| S =4
é,a 'o e )

Gue Cavvevee Jome e JC P<'L'

Nessc ceso, kmay
| -p& _ .\
L - /
jo% =P

(b) cSC P#‘AI




Licensed to Marco Antbnio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br

A ssim,
& =-3
|2 e e = - fm E007 77 P
]

Tem Ciéncia

Professor Daniel Nunes Dominan d oo Ca ICLI IO




Licensed to Marco Antbnio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br

Exercicio 7. Calcule, para todo n € N, f xte dx
0
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Exercicio 8.

(a) Mostre que f xdx é divergente.

¢
(b) Verifique que tlim / xdz = 0.

-t
- o0 t

Isso mostra que NAO podemos definir f rdx = tlim f xdx.
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Exercicio 9. Se f(t) é continua para t > 0, sua transformada de Laplace é a fungao
F' definida por

F(s) = [0 T F(e - dt

e o seu dominio é o conjunto dos niimeros s para os quais a integral converge. Calcule

as transformadas de Laplace das seguintes fungoes:

(@) f()=1  (b) f(A)=€" (o) f(t)=t

© ot -5t | _
() FsH= Soesé+= =< |7 ‘é’ (5><)
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R _ =\
(L) Feo= | e = 2 (539
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Exercicio 10. Mostre que se |f(t)| < Me™, entao a transformada de Laplace F(s)

de f existe para s > a.
o0

—(-a)t

e 44

o =5t
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0 o
_ M _ 6—(5—0){ o
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Exercicio 11. Mostre que
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Exercicio 12. Mostre que

oo 5 1
f e™” dx=f \/—logydy
0 0
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Exercicio 13. Encontre o valor da constante C' para o qual a integral converge e

calcule o valor da integral:

(a) fom(\/ﬁ_xi;) dz (b) fooo(xzil_?)xc:rl)dx
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Exercicio 14. Suponha que f é continua em [0, 00) e que lim f(z) = 1. E possivel
Tr—>00

que / f(z)dzr seja convergente?
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Exercicio 15. Prove que [ sin? [7? (;r: + —)] dx nao existe.
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Exercicio 16. Calcule / (x_) dx
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Exercicio 17. Prove que ]}1_{2) /(; 1+—leo =0
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Exercicio 18. Mostre que se a > 0, entao
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© f(x
Exercicio 19. Se f f( )dx converge para todo a >0 e se lin%f(x) = L, mostre
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Exercicio 1. Usando a féormula de comprimento de arco, calcule o comprimento

de arco das seguintes curvas e compare com o resultado da geometria basica:

(a) y=2x-5, ze[-1,3] (b) y=v2-22, x€[0,1]
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Exercicio 2. Encontre o comprimento das seguintes curvas:

(a) y=1+62%% 0 e[0,1]  (b) 3647 = (a2 ~4), we[2,3], >0

(c) y=log(cosx), x €0, %] (d) y=log(secx), x €0, %]

(e) y=3+3cosh2z, x€[0,1] (f) y=Va-a?+arcseny/x
(8) y=log(1-2%), z€[0, 3]
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Exercicio 3. Para a funcao f(x) = Ze”ﬁ + e *, demonstre que o comprimento de

arco em qualquer intervalo tem o mesmo valor que a area sob a curva.
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Exercicio 4. Encontre a fun¢ao de comprimento de arco para a curva y = arcsen x +

V1 -22 com ponto inicial (0,1).

— 2z

e = 11—

- |
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- e
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di
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Exercicio 5. Um vento continuo sopra uma pipa para oeste. A altura da pipa acima
do solo a partir da posicao horizontal z = 0 até z = 25 é dada por y = 50-0, 1(x—15)%
Ache a distancia percorrida pela pipa.

Temos gue el R (D hp i Mrento
de arco entre x=© € A=2Z3 da

T
wvve Y= 50— T%(x-m)_
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Exercicio 6. Um fio pendurado entre os postes localizados nas retas x =-be z =b
adota o formato de uma catendria, dada pela equacao y = ¢ + acosh(z/a). Calcule o

comprimento do fio.

Y= C+ H DO (2:'7)

= y'= gehh (-’k)
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Exercicio 7. Prove que a curva definida por

T

1
x?sen— sel0<z<l
y:
0 sex=0

tem comprimento finito, ao passo que a curva continua definida por

Xz

1
{:psen— seO0<z<l
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0 sex=0

nao ¢é retificavel (ou seja, tem comprimento infinito).
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Exercicio 1.

Calcule a area das superficies de revolugao obtidas pela rotagao ao
redor do eixo z:

(a) y=2a° z€]0,2] (b) y=V5-x, x€[3,5] (c) y¥*=x+1, x€[0,3]

(d) 9z =9?+18,2z€[2,6] (e) y=cos(x/2),ze[0,7] (f) y=senwz, z€[0,1]
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Exercicio 2. Calcule a area das seguintes superficies de revolugao em torno do

eixo y:

(a) 2P +y*3=1,y€e[0,1] (b) y=12*-1Ltlogz, v €[1,2]

e
(ﬂ) ’L%s {— blls____) 7= (3_ y&@)
2= -(3- y*) Ve yy-1rs
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0 131/3
| 3e
:Jz'n(l— y¥) oy °d
o
d O_ 2/ /_‘_5 2 on ?—/33/1' —5,.-\13
5097 =229 (-07) = Sy
54
= -6 —y* ! = _éLr.
s 3-97) 0 5

874



Licensed to Marco Antbnio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br

= n’! GC+N" dx = T"J HF 1t
\ )
2
:77_724_1) _W(£.+Z—_'3l—>
3 1 3
= 0T
3

Tem Ciéncia

Professor Daniel Nunes Dominando (o] CéICUIO




Licensed to Marco Antbnio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br

-

Exercicio 3. Se a curva infinita y = e™, x > 0 é girada em torno do eixo x, calcule

a area da superficie resultante.
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Exercicio 4. Encontre a area da superficie de revolucao obtida a partir da elipse

.CU2 y2
¥+b—2=1 a>b

em cada caso:
(a) giro em torno do eixo = (elipsoide ou esferoide prolato)

(b) giro em torno do eixo y (esferoide oblato)
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i _ .
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Exercicio 5. Encontre a area da superficie do toro obtido pela rotacao do circulo

(z - R)*+y*=r? em torno do eixo y (R > 7).
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Exercicio 6. Mostre que, se girarmos a curva y = ¢*? + ¢ em torno do eixo

x, a area da superficie resultante tem o mesmo valor que o volume englobado, para
qualquer intervalo a < x < b.
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Exercicio 7. Mostre que um observador a uma altura H acima do polo norte de

uma esfera de raio r pode ver uma parte da esfera que tem area

2mr2H
k“' HT’ r+ H
I r+ H R
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rl t 2
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Exercicio 8. Duas esferas com raios r e R estao colocadas de modo que a distancia
entre os seus centros é d, onde d > r + R. Onde deve ser colocada uma luz na reta

que liga os centros de modo a iluminar a maior area total de superficie?
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Exercicio 1. Usando a definigao formal de limite, explique o que significa dizer

que lim a, = 8.

n—o0
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Exercicio 2. Usando a definigao formal de limite, explique o que significa dizer

que lim a, = 0. E quanto a lim a, = —00?
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Exercicio 3. Determine se a sequéncia converge ou diverge. Caso convirja, encontre
o limite.
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Exercicio 4. Determine se a sequéncia é crescente, decrescente ou nao mondétona.

Diga também se ela é limitada.
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Exercicio 5. Mostre que a sequéncia definida por

1
a; =1 Gn+1:3—a—

é crescente e limitada. Deduza que ela é convergente e calcule o seu limite.
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Exercicio 6. Mostre que a sequéncia

a; =2 Apy1 =

3-a,
¢ mondtona e limitada. Conclua que converge e calcule o seu limite.
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Exercicio 7. Mostre pela definicao de limite que gl_glo r™=0se|r|<1.
W
- < > In'<é&
Se = o EnYRo Y ¢ >
0’)@\{ a 4-0 B N2l ®ﬁ ) )

G Y’“: O .
h—>&KQ

Pssmn o <iFi<t. Seya €290

901



Exercicio 8. Mostre que se lim a, =0 e (b,),en for limitada, entdao lim (a,b,) = 0.
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Exercicio 9.  Explique, usando a definicao de limite, o que significa dizer que
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2n
3n+1°

(a) Determine se (ay,)ney é convergente.

Exercicio 10. Seja a, =

oo
(b) Determine se ) a, ¢ convergente.
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£) ) SiTr 2 fmc 2l e
=) =) =)
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Exercicio 11. Determine se a série converge ou diverge. Caso convirja, calcule seu

valor.
) Tg(niQ_%) (b) n°°1 n(n3+ 3 (c) g(el/n_el/(nﬂ))
(d) ni(in— \/%) (e) Tilognﬁl (f) 2(_271_1
() nil% (b) 212— O zué)”
() 2 €in+n(n1+ 1)) (k) g:l;_z
(ﬁ) N, N+2 N
S L= L 2
n+z N n n
h=\ < n nN=3 w Nz,
2 N+ N+t2 N <
X N
Cb) S D = —2 (._5_ N >
2_ A n
b n(r+3) e nt3
N N+
=2 +-) L
- n
Z 3 N+) [ ad N-+3
., i1
N—-Q 6
N e al
- Yin Yey) _ S ¥ v
(c) 2_e™-e™™M=22e"-) e
h:\ =) n=-2a
I/(w+)
= €C — ¢ — -
N— N 6 i



n:.‘\’ 3*? C
S5 > = — N
= %:@am —_ ;@Ow = &a 'l"l)
= n=2
_—S - A
N->Q
< -l
> 2 . - = ' 4 = _'_
& Z—(_“_> 4 4 T +3 >
=\ Z
P .\ 5
— 5 3 )
(> 2w~ v 121 v
" &) v
h) 5 .
ztn ivevs.e is
NEPES e os
2 N ) - |3+ &/ ) s | ;‘O
4 —en /n- 2 hno < ’
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Exercicio 12. Encontre os valores de x para os quais a série converge. Calcule a

soma da série para esses valores de .

Eeore w Zer 0 FOE @ S 0 £

@) P sere merse se 1x1>5

D "
> [5)s 1. %
n d + 5 X+S
w

nN=)

(lo) A série onverye e Jrtag L
Q

> (= 2 = -
h=, d - (¢t L

(L) A série COHVQVbc e ' ﬁ’)(; 2|l <\

&) |qu-z2l<y & |- E| <L
Q h

2 (Y ——=-
S J— gy-2 5— 9%
= 3

(A) A série onverye " le") <l

& <0
-~ |
wil
c = —
g J—e*
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Exercicio 13. Considere a série Z n/(n+1)!. Calcule as primeiras somas parciais
n=1

S1,82,S3,84. Conjecture uma féormula para s, e prove sua validade usando inducao

matematica. Em seguida, calcule o valor da soma da série.

Oy = L
A
—_ \ __24:_‘.. __\—:é-—
Se= =% 7Tt RT3
= 5 4 3 = 23
>3 =1 a 3!
S, = 4=t L 4 - 51-5r4 _ 51-4
4! 5] 5) 5)
éonbcdwra: Sa= (WtD!=-12
[h*g’

QS_\WA, e v, Dave .h, (oo
hipskse Indubua. Entde:

Snii = Dnr Al (n4)! -3

S+ n+)
n+2)| (A1) ] ("t2))
= (h+2)! ~-0+2) + () _ (h—rz)\ -1
(Mf%ﬂ (hﬁyﬂ

Lﬂby) - Jéwwﬁﬂ:\ vle pere Snu
Lﬁh\p@%% o ndu. Dear

0 |
> b = bon Sa= G (A1) —13
h=) Q’HD! R A—>D (V\‘H)'.

= 4
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Exercicio 14. O Conjunto de Cantor é construido da seguinte forma. Comecamos
com o intervalo fechado [0, 1] e removemos o intervalo aberto (%, %) Isso nos leva a
dois intervalos, [0, %] e [%, 1], e removemos cada terco aberto intermediario. Quatro
intervalos permanecem, e novamente repetimos o processo. Continuamos esse proce-
dimento indefinidamente, em cada passo removendo o terco aberto do meio de cada
intervalo remanescente do passo anterior. O Conjunto de Cantor consiste de todos
os nimeros em [0, 1] que permanecem depois de todos os infinitos intervalos terem
sido removidos.

Mostre que o comprimento total de todos os intervalos que foram removidos é 1.
Nesse sentido, dizemos que o Conjunto de Cantor tem medida nula. Apesar disso, o
Conjunto de Cantor contém infinitos nimeros. (Mais do que isso: ele é um exemplo
de conjunto nao enumeravel de medida nula, ou seja, que nao pode ser posto em uma

correspondéncia bijetora com os nimeros naturais).

énsmw\d é‘« &“"kr
C= [o,0)
Ce= [0) J};']U L%' 1]

v [o4UL5 U [ 3V

.

Zh-' inlovtes de

Cm é A MV\/IP&:D é(t
‘)’ﬁ\l\l\h h\ﬂﬂ “%‘-\
Me dién éo (,ol/\npél Wdﬂ')'[/‘r

[ Y

W\m:i"_z/. —> i

[l - A
3 n

[o,id\CW-
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Exercicio 15. Encontre a soma da série

>0 1 T
22—ntan2—n

n=1

~ . N 1o _ o ord
(Sugestao: mostre primeiro que tan ;= cot 3z —2cot )

Prei mcive ek, hot  gue
Z,)L_ lx
e ose - DS F-InZ

Pore, eneniver o velor cla .S£Yi</ VoS
(onyiee rer o8 aeb,u:m)rts A SOS :

O¢ =9
9

i - —
Z—Zwo—'o




= ZWL C‘°" (7‘/2”) - @,{- 2

N P
0o/ 0
O lik & indekrnince b ’/4/19 /
L/Hb‘pv}a.a
lim Ccr}(x-zow) _
N>R ZM £N
i Aesse ) e L)
- N—"N ZN- 2_
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Exercicio 16. Encontre a soma da série

1 1 1 1 1 1 1
l+=—+ -+ —-F+=-+—-+ -+ —=+..
2 3 4 6 8 9 12

onde os termos sao os reciprocos dos inteiros positivos cujos unicos fatores primos

sao 2 e 3.

Os  ikives a9 A Nias js-kwcs [rimos
Sie 2c¢ poéewv Sy Cscriteosy o

*x
M .
zm. ) , owra l’\/ m < N
lowo o5 Homes S8 (o33
@uJ Guor rearreno e o MESMA Sema.

(ox
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s [ [o ]
s |lH

6: Z__ -Z/v\,- &K
n=90 k=0 J
= X
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)\/
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Exercicio 1. Suponha que f seja continua, positiva e decrescente para x > 1 e

a, = f(n). Desenhando uma figura, coloque em ordem crescente as trés quantidades:

6 5 6
/ f(x)dx Z a; Z a;
1 i=1 i=2

Tem Ciéncia . :
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Exercicio 2. Use o Teste da Integral para determinar se a série é convergente ou

divergente:
@ St ) ¥ i LG e S
n=1 on — n=2 n(logn)3
0.3 > n3e >, arctann
Z " (®) Zl = 1+n?

Lc) Di Ve\rbe e s
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3 D
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x| 25"
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=26 @ 173
—x*| 0
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Exercicio 3. Determine se a série converge ou diverge.

(a) i — (b) in—o,9999 (c) 1+ 1ot 1 1

n:1n2 “~ 3 2_7+6_4+E5+.”
S V/n+4 © 1 11 1 1 1
@3 O O3 AR Ee
> logn =k .+1+1+1+1+
<g)nz=:2 n? (h)k;ke O W2 33 44 55
6) zfg”
D
0
(.A) QV\VCVOC ers S_;(;ﬁ i-32 76&'\ 3
\
- 3
-1 o
\ de
UO) ®7vcv6c o 3‘7"‘2’;“"""
0}0@0})&
0. o0o°)
® \ "lm \
(_C) émvcrae— 6‘0'\5 J -T(:}Ax—" -ZL \-‘ -—Z—
)

CA) Covwe\roc ppé Jese de  mpevra
no C-pide pe s

(JT+4)/V\1 _ Int4 . W A+ &
A/v\"" V W\'

)
— 1 ¢ 2—7\‘—3’/2— épvwcwoe neis

N>
n=\
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Exercicio 4. Encontre os valores de p para os quais a série converge:

@) ¥ () e () % :

n=2 n(logn)p n=1 n=2 nlogn[log(logn)]p] n=1 np

&“) Pelo ksle  éa W\kaw'?} A SEri€ onwlige
Se e S & A &a/w\k /'V)-kDVAC Levlverzg;

(v )
se p=*
Z

Sco \ __ dw - &O(&O

L(ea«b}()p >
(@or(\x)\; ? e pFi
3-p

jo%% A Lawv(rbevn.'a. Sove a}oehﬁé Se

pPL

2

(b) Yelo —k&)( & ”Mkava?l A e chwerbe
Se ¢ 6 X A &é(/(hk /'V?')fbvac (_ovlverze:

w " a—
y 5 -

c0

55 ’ ( N _y
1) l se P+

| J+p

10“55 A Lcwv(rbev\uﬁ owvre <P

has JSe

P<—L
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Exercicio 5. (Func¢do Zeta de Riemann) A funcao ¢ é inicialmente definida por
()=
- n=1 n® ’

onde s € C. Nesse formato, porém, ela nao converge para todos os nimeros complexos.

Para quais nimeros reais x a fungao ((x) (no formato acima) esta definida?

Pelo Hexde da ©wpoveg inle Zw—e}

; (x) Lahvevb( e ¢ sé6 e a IS¢ 6Mt'hk

33 Dvae vV erpe.

0

OQA"‘." — & M\ J€e w=21
Y bt o1,
| X g
y—% 1|

Lo@*’, {w) onverae somende se 2« 2d.
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Exercicio 6. (Constante de Euler-Mascheroni) Mostre que a sequéncia

1 1 1
n=1l+=-+—-+..+——logn
2 3 n

converge. Seu limite é denotado como v e é conhecido como constante de Euler-
Mascheroni.

(Sugestao: mostre primeiro que t, >0 ao comparar a série harmoénica truncada

com uma integral. Depois analise o comportamento de t,.1 —t,.)

— £n= hw - Zoaw P (“>")
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o0
Exercicio 7. Encontre todos os valores positivos de b para os quais a série Z plosn

b 7. “on (é"a“> @gb
40@(@%") _ b

n=1
converge.

L 20"

Tawos

5 b AL

h

g,ue, cavwev\De e ¢ ¥ Se

,&ab(-i ) 0<b<_é'
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Exercicio 8. Encontre todos os valores de ¢ para os quais a série converge:

% (5 -av1)

n=1 \1 n+1

L= l-vHhte - (@Y L ¢
Ak n(n+1) h(A+J) n(n+3)

c -
A

TCW\OS gue Z h((u’\—u) Lohverae ¥ celR.

Dssim, se -
A A
Ownve roe, entzo
S L-ne - Z[@‘"— + __L_.]
W (W) in (")) n ()

- Z U\g/Ha)

também  cohve e

Ocovve Hue Se C#d,

Z Cé:lbl- = CC‘\)Zﬁ C‘iVCV‘ac ,

nh(Cna+1)
Dot 4 Hna Psshibode &
c= 1.
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Exercicio 9. Verifique se as séries abaixo convergem:

=) ;n3i5 (b) 7;2713%—5 © :1 n31+8 (@) ;10;”
(0 i% MY @ Y W) 2
() nf:l Sen(%) (n) 2#%% (o) mi; ﬁ () nin nlg_l

@ S S o S
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e Gwmidk, oS

n /1 - _hn W h>
n*+ S/ w ns+y 4 n>=+s | + ¥n*
— A
- h—>NA
S5 |
(& e Lamvcv'ae
n=2¢

n° -8/ w ne =y 3  p=g | — ¥7n%
.’, l
n—>N
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Exercicio 10. A representacao decimal de um ntimero entre 0 e 1 é 0, d dyds...,
onde d; € {0,1,2,3,..,9}, que significa

d1 dy ds

e TR TERSTER

Mostre que essa série sempre converge para qualquer escolha de dy, ds, ... € {0,1,2,3,...,9}.

“Tewos

0 |

Q . 4.
Z_. )O“- (0 & —_L
n=1 ld‘ h=1 (©

A 10 -y
[ 4 ’

Zgﬁg A sErie chwcv?)c-
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Exercicio 11. Suponha que Zan e an sejam séries com termos positivos tais
que

.a
lim — =0
n—oo bn

Mostre que se Z b, converge, entao Z a, também converge.

lowe €Cm Gn _a exise NoelN 4.4
W= n

gque  se nZNe enlao

0g An < 4
bu

— An < ban ( n2 No)
“Dary

oql Ne-i Q.
2_ﬂsn = Zﬁv\ - Ldaw
h= n=\ "N =NMNo
et s
SL““ "‘L ba < 0
n=\ h=No
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Exercicio 12. Suponha que Zan e an sejam séries com termos positivos tais

que

Mostre que se Z b, diverge, entao Z a, também diverge.

Gowme Cim Gn _ o existee NoelN {0
W= /

que  se nZNe entao

An 2 )
bu
= an > b (n2 No)
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Exercicio 13. Mostre quese a,, >0 e Z a, converge, entao Z a? também converge.

© No—i 0
Z-_ﬁvt = Z-:ﬂhl+ Z a\:
n=1 n=) n=Naq
o—I (7))
< Z An Z An < X
n=, ih=Noe

Z a,,‘z (anve V‘BC i
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Exercicio 14. Verifique se a série converge ou diverge:

(a) 2(—1)”6“ (b) 2(—1)n12n2+1 © i, (101;:1
(d) ioserll-(i-n\;ﬁé) (e) 2(—1)"Sen% (f) 2(_711):11

® S5 X (VarT-va)

(4) (ovwer«ae (013 ehverac A2yo leo—

fAme(ﬂ‘)&:
S \ l [ (
LT T -1 e

(b) é""\'e“‘be (P/é Jesk de hkeibuwiz;

z
Zn+ A

a série € oleirnads decresce

e bm & =9
N0 Zht )

(e éwwevbe (ué Jesk de hLeibuiz;
A série € obleirnads Zg—': dccresce
e Gm - = 90

n—-x laaw
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c Zm.’l— = 9,
o J+dn

) évwev‘be dﬂoé s de hLeibuiz:

A série € olkrnads | sea Tl dccresce
"W

(S bm sea T =o.
n—n L

(ZH énvev‘be f‘fé ko de heibuniz:

~ ~ A
A série € olkrnads | —— dccresce

Jn+)
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=2 Jat
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Exercicio 15. O que significa dizer que uma série é absolutamente convergente?

E condicionalmente convergente?

Z An g o 30&»’)‘6- m< V\‘)(« L nve Y‘ae\h“k

e Zl@m\ Covwcrac, El- iwg,'_

conl menle Camverbe\r)e se 2. 9w

orverge  MaS Z law) diverpe.
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Exercicio 16. Determine se a série é absolutamente convergente, condicionalmente

convergente ou divergente.
-n

Z( e Z( D™ 1n2n+1 (c) in?+1
© i i 05 e

n=2 1 IOg n n=2

i M8

) LD
(A Pbhso Ol neviie CQV!VCVDCV\‘]C Gadd)
Z_— -V_i-‘-‘ CQMVCV'GQ

(b) Divevapwie pois

Nn—=>N N+ |

) N
ST _h _ _ _ h e
“7,_“ Z—— ﬂz-ﬂ /7
n-=\ N=1
o0 i o \
h_ > Z - L) =0
74 V)
2_. 2 zw* 2
A=\ n-t n=» h=1

(é) [-O h o nd vv\cv\k (owWe V‘Oey\ Je .
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P om T o

YL 2is »,
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Exercicio 17. Para quais valores de p a série é convergente?

n=1 ne n=1 M+tPp np

(ﬂ) &VWCV‘DC ana P>O ()o’b cridria e
Leibnit.

Lb) [Aﬂvcvbc pava 4 PEIR pl critkro

2e Leibwnit.

2, (nnvcvbc pava 4 PEIR pl critro

se Le\'\omi%) r2 3

e
lm C%V‘)A _ O Y P& IR

e

‘)
j(’ﬂ = (Zﬁ‘ ?\"’)4_ é cecre scewJ'c
U
y'%

Pova % suficienkmenk grande  j<
ve p-! P
T R Y.

= —

:((Qa"f‘_l(p ~ ZO@K') < O
7(«2'
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Exercicio 18. FEm um dos exercicios anteriores, vimos que a constante de Fuler-

Mascheroni v satisfaz
, 1 1 1
v = lim 1+§+—+...——logn

n—oo n

Seja h,, a soma parcial da série harmonica e a, a soma parcial da série harmonica

alternada.
(a) Mostre que (a,) converge.
(b) Mostre que ag, = ho, — hy,

(c) Use os itens anteriores e a caracterizacao de y para provar que

1_1+%_1+———+..=10g2
" Yl
a) bion an= Z_.’-)- (onverpe e &

n—-os Q0
ceiderno  de Le\'bhii-

(f

(9 o - ho- lm- -z-ﬁc_
Z Ze— L e ’ZTZE'

" i -

e A
Z_ k—) Z_ZK
- )

-1y = . = A
Z (-1) ~ Zw
=)
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(&) Por (i),
'/\z\n— hw= Aan CQV\v(vdc) cC Jennas

bm hzn- bn = Crm Aza = & m G,
R n— 0 Y

Por oumlro F@&QI
‘é\A:’— L\v\— ZODV\ —> Y

Nole que
hw: ‘Lv\‘\‘ 206\0\/

= l’\zw- v = ‘Lw\- ‘Lw + &65‘/\ — éogm
= -LzM" 'LV\"\' &)62, ~+ @zé_ %U\.
=) az\,‘_—, -AZ«V\" 'L\w 4 Qoaz

D lim fu= lim dun= Y= ¥+ Po2
n—omn =y ]

= éba
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Exercicio 19. Use o teste da razao para determinar se a série converge:

(a) 25% (b) fjl(— )”2323 (c) i(_g: T () ilg(')
oo _2\n > nl had n)!
WEaty wEE  wil

(ﬂ\) Co e trbc, rzo 1S

5h+\ 74V n o bh-oN 5
(b) 'Dwewoc, (215
30\-(-\. ns -Zh_ a \ B . _?L. >,’L

2+ " z <1+ ;’.)3 hoR 2

(¢) D ve\raoc ois

CVH\)T\‘ 3 _ ht T > T >
"N - e T~ 3 S
(A) /D;\:eraoc. nois
LV"H) lm = _h - N
LIS, |00 =D
L@) (o nve roe Pis
V\-&\(ZWH)! Ey - O<)
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Exercicio 20. Use o teste da raiz para determinar se a série converge:

(o)

(a) 2(%)71 b S ED i(ul)nQ (@ 3 (arctann)”

n=2 (log n)n n=1 n n=0

(4) ownv 2 O et

N+ _ L+t Vvnt o s
Zne+ ) 2+ Ijar 2R 2

(9 Guverge i

é"a\" n-—oaN

LC) D) v<rvoc P2

h

\/(H') "*’ — 5 e>a
n—>0

(é) Dive rae Nois

aYe%w»W — > LY
n—=wn &
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Exercicio 21. Determine se série é absolutamene convergente, condicionalmente

convergente ou divergente:

(a) 2(—1)2108;” (b) 2;;33; i(logn)n i 110)gnn

(A) th&v(—oc CamJiu‘one-fmcmk Pclo
Credno de Leibniz, pois A s€ rie
€ allern aé‘l éw\, é?h =9 C

(V¥
5("): é%—xL 5 é(, (ve sc.ewJ'g (2
P %
c
j‘(;n—. j-—écf\é <O se Py
—
X

"POY OM’}V‘O éaéO) a SQ—Y(C Av'vcb‘bc,
a5 seluplmenit (218

w c—

L =
Z &:@v\ >/nZ:_‘W ~

n=1 n

Cb) CDV\VLV‘ ac 3 S@ZM’)‘«\ me wie d‘)ci.s

(o)

Z— s L( i:.\ca

)
N= (
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Exercicio 22. Definaa; =1 ¢

24 cosn

a =
n+1 \/ﬁ

Determine se Z a, converge ou diverge.

(Covwerac ‘)ob '}CS‘)C dan Yo 2ao .

Qn

An-+ - |2+ oS < 3 5 o

aw Jw N
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Exercicio 23. Para quais valores de k € N a série abaixo converge?

. (n))?
= (kn)!

Teske 4 medd:

[} ! ey X (K)
(kh+l<)! (V\‘.)" (kn+ie) - (K =+d)

] —a ©°

Se k=), On(3) = n= N— 0

(Sc K= &, Lohve\fac po".s

1 yn
" = (h+) 4
Xal®) (v\4z)(zw+|) 4(/-(- l> ,_+___)

>
P&Y‘a- |‘>Z/ e
Olp () € (h= ‘)l = (h+)
(h*»k
—_— O
N>R

13755 a Sserie LN ree ferve

Ik>, 2.
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SERIES: Séries de Poténcias

Exercicio 1. Encontre o raio de convergéncia e o intervalo de convergéncia das

séries de poténcias abaixo:

O N O CINE E DY ”}ﬁ Choks
0 et () 3G ) S ) Y

X
(2) 2%
L

753—‘(, o et
s <3 Se  lxl<3
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. _Z | ‘ - PRV YY) V\l’Cﬂ)
=i

X=-1 Z-{"% [)vaev.ae (}{5* de LC(LW?Q
n=i
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Exercicio 2. Se k €N, encontre o raio de convergéncia da série

= (nh)F

Teste & o
[UH!)[]K. COMRL
[K(VHD][ (n)" ()"

_ UHI)K- Il
<|<V\+l<)-(l<\m- k~1)- - (Kw + 3)

:((I)k—l- I<V)‘H+---> )

>

Kn+ -

- + K/nA+ -

= 3 + T — (X g
< + N>

Se )l <K

=) Raro éc Canvcvaé’nca R= K .
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Exercicio 3. Sejam p,q nimeros reais, p < ¢. Encontre uma série de poténcias cujo

intervalo de convergéencia seja:

(&) (p,q) (b) (pq] (¢) [pg) (d) [p:q]
0o " "
S z x - (2
) W =
9-pP
h:O

TCSJC den e\ 2

@

Al D= el e =
3zt =

Se ,7,,~&_2.)4ﬁ;:-ﬁ

Z

-+ = ?;-ﬁ
= %Q*P/f'<%<p’zﬁ* z

= P X<

P ¥ )
W}L—&;—gl _ V);:;OO)
Ak
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Exercicio 4. E possivel encontrar uma série de poténcias com intervalo de con-

vergéncia [0, 00)? Explique.
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Exercicio 5. FEncontre uma representacao em série de poténcias para cada uma

das fungoes abaixo e determine o seu raio de convergeéncia:

@@= 0) @)= (©) ()= 5
R MR CE -~ IO MR s
(8) f(o) = 5

7>
@y L= ) DX = r=1L

5-1-1« N=0

[/,
(b)y 3 -7 " = R=1
h=20

§=2F
Kl
2
) 2 =2 Lt—=2 (%
3 1 _
>~ h=e

Teske da Faie:
”‘]z bd 5 [®l¢y se <3
=

2+ 16 lo
) , o _O " ‘n
— Xzz ) Hn = I_..) €T
L2 92
n=29o h=o 2
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Exercicio 6. Use derivacao para encontrar uma representagao em série de poténcias

para
1

(1+x)?

fx) =

Determine seu raio de convergéncia.

) i~ ~
1 [ el N (")
=5 et = ) (X
w= n=o

— §< Cm "Jais < 4

n>N

/

Lotao) o Vo éc cmvc(r‘aé‘nua. c

R=14.
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Exercicio 7. Encontre uma representacao em série de poténcias para

US )_(1+x)3

e determine seu raio de convegéncia.

’l’emos usanéo a €xerc\ ¢9 mw)ewmg

LA—fx)’_ ( ) (1+2°
= 4 -/ L(—I)CV\-H)?(«

‘x & =

_;'3 y'-| o W "
L(—l) m(n-u = 2 L") (h+)(nt)) 2
n=2o <
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Exercicio 8. Encontre uma série de poténcias para log(1-x) utilizando integragao.

Em seguida, faga x = 1/2 e encontre uma expressao de log2 como uma série.
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Exercicio 9. Represente cada uma das seguintes funcoes como série de poténcias:
1+

(a) f(x)= (- )2 (b) f(z)=1log(5-x) (c) f(x)=az*arctana®
(@) f(2) =log (1)

(&) 1+ - (-0

u__x)z (J‘)L)Z u X.)

B ST S
- - B-2)%
_ -8 2 d -
"3 T 1-x
cQ e n-y
= - 2,_7(4“-!- Z,-an
n,;g ”31
_ —Zac + zz_(mx)w
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Exercicio 10. Calcule as integrais indefinidas como séries de poténcias e determine

os raios de convergencia.

arctan x

(b) f:vQIOg(1+x2)daz (c) / " dx

-5
(d) / xlog(1+2?%)dx
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Exercicio 11. Mostre que
o0 xn
f(@)=), —
7;) n!

é solucao da equacao diferencial

f'(x) = f(x).

Em seguida, prove que e® = f(x).

Temes

:S'(w): n 7L ) i 7,(":.‘
n=o HQA-I)' n= )
il "
-0 o5 =50
h=2

Pave ver que Jon= € note gue
- ! _ %
()= Jon - Jen

.__Q’(x\ -Jm) €’ =
o Jme & orshwe. D

Jsss vl [Pare Joo X € IR™, O3
5(7(3 ’JﬁVW Ve ee COMVOEna'a\, ({*—3@
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Exercicio 12. Use a série de poténcias de arctanz para demonstrar a seguinte

expressao de 7 como série infinita:

7r:2\/§i D"

= (2n+1)3"

“Te mes fut
A
avc tane = L(—l\“ L (x| <3)

\
,\/‘
n
=5
r"
S

995



Exercicio 13. Determine o intervalo de convergéncia de

Y niz"

n=1

e calcule o valor da sua soma.

‘TCSk éa it
5
"o e = (@) P =g

JLaio e ca\/\velf‘aé‘l"f—iél = ol

&W\o P ()a‘l‘a '1):1/
S oo
|ln3 "\ = 107 -v:?oo y
A SéErie A,‘verac em  lxl=1).

Lep, o norvelo Se  anverginsa

e =044
Vo mos  cod by o vV o soma
S SN

Yoo = 207‘ S = (121 <3)
/rCW\OS A o)
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e =<V|}+ b n%+ .H.M-W)
—o(n+m+2) + F(h+1) — 8

Se ®u e que

I

Z—_ N = 2_@\‘4— ow' + || n-t(o) o

nhn=o n=>s
s ek = .

-6 L(hh Wn+2) L'+ 2 2 () "t — / %
h=o h=o n=e

= 4"n - éJ“(x) + 3J6n ~ Joo.

[ e mSvimnss Que

- Y 5) SJoo-=
e N Uk

- ”(w) - _Z& -
[ J (-2’
" = ___é/_

J [’7) (_J _ 1)4 J
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SERIES: Séries de Taylor

Exercicio 1. Encontre a série de Maclaurin das seguintes funcoes, bem como seu
raio de convergencia:

(a) f(z)=(1-2)2 (b) f(x)=cose (c) f(x)=2" (d) f(x)=senhz
(&) f(x)=log(1+x)

(@ Mok que 3¢

(o)

S= 0 1% < 1)

qo= A= 2w (<D,
J-%  h=o

temas

- = ! -
J’(’l) = 6‘(’“ L)—‘)t )z

Eum lel<3, [0 o€ mes devivay Jevmo

o Fevmo:
—
J= ge0= 2_hx
h=o

AL - 5 mces —
O rwin de wnerngnea € 9 S

Mme ca série ée— 63 (l%\<‘\>-
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(o) f dn= sy = Jlar=1

J Jon==-seme = Jlor=0
Jlw=-wse = Jla="1
L 0= sene = {"toy=0

X
&W\pov%w\ev\k b Se Mm € IN)
ke 10,142,338 enkio

0) Se k= J 04~.3

—-) Ssec K= &

(1233: | se n<per
-1 Ss¢ h € Tmpr

o
_ 2‘— @ ST c \)w 'sz
_T‘(uﬁ-— :S (cﬂ - 3 CZ;S\
h=o (zw)! h=0
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2(n+)

(!Zh)' ]9(] _ l%ﬂl .0

LZ(VH \)] |_ ll\m' @n+2) (1)) n-

V xein -

Lﬁbb) o rwwo é R= o0 .

Do
© gmz *- 70
&
‘E‘m - (foaz) &V ) 2

D scrie de Tadlbr <

‘T’ _ .gi- ;yhvd)]d&":éfi <22 251 )(r'
(n= 21_- nl - é%,
h—-o h=o .

Ramw ce (onvcvbéwcia R :

— Tk ds heido
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_—-Q-—C& Z)‘Mlu ! = ((ogzzml e

C“*‘)(&DZ) ) AT
VY ne IR
Loao) R = RN
¢) Joo= sewhe = Jloy= ©
J'(x): emr = Jloo =421
lowe J'00=Sea"% 3¢ ppe que
J(?\o)-—- o, Jc¢C & pav

)
A\ Sc h & TwPr
)

Sirie de Taj Covy

zu\-n

Teos= Z—(ZVH Nl
Rma e conver Dcmoa“ R :
— Tesk do reao

() +) .

b (ZVH-\)' 1% .
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Y 2 € R

LOOQ) R = ©o9-

1003



@) Jon= O(H")
=
Jo= 1 Joo= (0%

1Y] (4)

o) = ) \5("): - 3!
(HX) (H‘Z)4
/rewos

J T = ( Syt (nny)
(Hw)

Slvric de Taybr:
_22';5“% ) (Y ;i?i ( el "
= 2 9 ¥'= “) K
T(u) ~

h=o n n

"%
Raie ce colnvcwaé‘vsu’m R :

- 'szk; dn rait

" n
J _ ) %)
T~ Y o

Lo e, =
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Exercicio 2. Encontre a série de Taylor das seguintes func¢oes centradas no valor
a dado:

(a) f(z)=a°+22°+x,a=2 (b) f(x)=logz,a=2 (c) f(x)=e** a=3
(d) f(x)=senzx,a=m (e) f(x)=vx,a=16 () f(z)=1/2% a=-3

(M Joo= Ko 2t X D J@=73°
=5

J(m_ 57(,‘!'6% + 4> J(Z)
| 84

S0 = x>+ 1% =D J'@ =

u.(]”: éO}L sl = J‘H(Z) - 252

P = 10% —= P = 24°

SErie de Taylr em HJavno de =2

— — (@
[ (2) = Z J(?—)(x—z)
h=0 "‘-
- auoofr ey + 252

+ 174(x-2)%+ 105 (x-2) ¥ 5°
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Exercicio 3. Use a série binomial para expandir a funcao como série de poténcias.

Diga qual ¢ o raio de convergéncia.

(a> 41—33 (b) ; (C) 38+£L‘ (d) (1_1.)3/4

(2+1x)3

Va
Joa= (-2 = [3+ )

/ A
ﬂ SCric loivmvmp-a & qe, Sc | %) <&,

Ci—(-:b)o"-"- 3+ 2__ o (o~ 3) - U" n+1) 7(,
Looe )
3(9«):  + Z —‘]'7(2"--4) ..,[_AL’__(W“&C—%)V\

h=} m!

(o)
= |4 Z £4(.,,_.)_ N [4wv—]--[4-1) (n) ok

h=13 n!
= §-X_ Y [4- Q[Aw0-])--[A-1)
* h=2 4" hl

O e e Co\ﬂv(lra'éhc_:a c 1‘7‘) <a

—) V\zl-

1010



b e (zr)= 2T

Dsgmds a oS€rie  bonmemil, wnw gue

w=1[3+ 5 €965 -9 -1
/ ’{ % — : @j

o0
= 3 +Y (0 36w ren] 2t

Y =1 N
-~ I
= 4+ E - (hte)! o™
? = ZVHA hl.
2
= Z__C—l) (nt2)! W
h=o ZV\+4_ hl’

Raie e @hv:v-a?no-'a R - | 2/2| <)
=) lxl <2
=5 R=2

\
(C) A(’A{'} = (?-1' 7() V3: Z(j—l— —x,/i?) ‘3
Donde a sEvie biremicL,

Joo- z{ Lt %—s) -] §
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= In <¥
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o s N N
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Exercicio 4. Obtenha a série de Maclaurin das seguintes fungoes:

(a) f(x)=arctanz® (b) f(x)=xcos2z (c) f(yc)z\/;i_%2 (d) f(x)=sen’x

(ﬁ) Sche mos que
a ’}QM’L — ( dn+) (l"d <))
e éﬂ:

=) avcdonm = L(l“ 4““ (il <)

QO) éa\at nod €,me
(as >

1
T
&

N

<«

X

m
NG

=) tosin

0
N
™13
e
AS'
&

Ms

¢) A= x
. T

Repmrc que C/(z]-fx‘) - L2 @f 76‘) =:$(7‘)
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Usomes  a série bive vmik,

I/ L
@Jf,,})z-; 2 [51—(1/2)_] ‘

Lofh-)[-mg]
:Z‘S‘fg&(bl)m[b 0\.\] <%)§
:z-§1+_zl_<_z%)‘+

+ Z:’)_ Lz(n-o 3) [2(1-2) Q) - L2-1) 7““}

s 2l 72
b= ‘L(L) + Z_ o8 Lz(n—u)—.\ ey
el (h 2 2™

2 [ R
= 2 =+ _?‘_3: -+ L(‘l) . LZU\—I)—-JI! 7(,2“
4

h=2 th-s hl (h‘z)‘

|- 0§ 2%

(é) $eo= N

72\”“03 pJa Seric de T&a@r PR cow<3
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<o (}W)\
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Z Z h::o(?)ﬁ! =1 GZVQ!
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Exercicio 5. Use a férmula

1 1+z
tanhx = -1
artanhz = o Og(l—x)
e a série de Taylor de log(1 + x) para mostrar que

oo

372 +1
artanhz = Z

Lembyre Que
\) Xaw“ | 2} <A)
&a(“g h)o ( n+) (

= by (10 S areds oy 2

h=o n+) =) +3

]

_ Z:_ G‘) + A %(n-fl
non z(m.\)
el 2n+)

=) X ) < J)
n-o &Nt
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Exercicio 6. Calcule a integral como uma série infinita:

(a) fmdx (b) fcosx—ldx (c) fxzsenxgdx

X

(d) /‘arctan:c2 dx  (e) /:U2e“”2 dx

(@A) A seee  biverml &r g

(3+ x,)w: 17 @) [LZ‘(“_‘)] E
n=3 n!

(-1) LZ(VH)-!] [dr-2)=-3)-- [2-1) 7‘
x4+ Z__ Py

:,J-i'_l;: + ) en)h' LL(W)—J]' .7("“
"
N

=z 2" ! @2

-3) _Ez{v\-u) -1 5
V227 ) (n) |

bo g, )
J(Hx‘)w ex = J Vo 7 @Y [amm)-0)) 50 de

=1 27 ) (n) |

N
x4 Z: C3)'" [2m)=3]) gt
- =\ 2 (n+)) ) |
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i o
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= 2 j €U X du = Z v X
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(A) AY Chen WF da = j Z "‘ 4V\+1Ax’

" 4qn+ 3

2
= L(—l) A

A n=o M
— 4 "

_ Z (=0 2
o N (2n13)
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Exercicio 7. Encontre a soma da série:

w 5 DN
05
-~ W -3
@ . e
h=o 0.
L) 7 - e
'O ") (.}_) = .‘?3.
) %— W \? 03
= |
N

1019

(c)
(f)

1-log2+

2! 3!
1 1 . 1 1 .
1-2 3.23 5.25 7.27 7

(og2)? (log2)*



- e - ) -(xtey- (7,1-92/;
Cery?
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Exercicio 8. Encontre a série de Taylor de arcsenx em torno de x = 0 usando

/w dt
arcsenx =
0 V1-1?

- /2
écba J(ﬂ= (J—-')oz) - Usanes a X [PansAn

binemial — Obleimey
oo 3+ T (DD (oo
h=3 n

=3+ ZC";‘_ [2(n-n-1) E;(u\-;,)-\]---CZ—l] ) %
n=y, 2" n!
(2

S Z 2 (n- ‘) ’]‘ %sz

=1 hl (n z)[

fDa?,
aAvecsen X = j 500 PYs

2w +)\

_._ “i[zaa-\)—m >

h! (h-2) 2" (2n+1)

n=\
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Exercicio 9. Encontre as séries de Taylor das seguintes fungoes em torno de x = 0:

sent

(a) arsenhz  (b) [Ometht (c) /(; —dt

t

(@) arsenhie = JJ%T

Pd’\ sé€riec b Wn’nﬂ)

Q—(-Xz).vz: \ +
+ 2 (DY 206
n=1 n

= 3+ Z@)h_ 2(n-0-1) [elav)-11--L2-1) 5
n=\ 'Zv-\ n!

S -0 [z(v\ ) — )]| %Zv\
L h (h-2) 2°

L-Oéoﬁ) Mkbm\nén terimo « ')"'m")
_Q_(.‘S\[Z (n-)-011 2t

ney Wl (n-2)! 2% (2n+)

Ay senh L= T +

UD) Pla séEvie ¢x(pmc;a.cl
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Exercicio 10.

(a) Mostre que a série de Taylor da fungao

fx) =

é ",
l-x-22 ,;] 4
onde (f,) é a sequéncia de Fibonacci, dada por fo =0, fi=1e f, = fuo1+ fno
(n > 2). (Sugestio: escreva x/(1 —x — %) = g+ 17 + cox® + ... e multiplique os
dois lados por (1 -z —z?%))

(b) Escreva f(z) na forma de soma de fragbes parciais para encontrar a série de
Taylor de uma forma diferente, obtendo uma férmula explicita para f,, em funcao

de n.

S
i\ 1}
M3 3™
S 9
%
) \
NG
) &
&
I I
NGRIN
o P
. &
S

h—o =) =&

o
. n
= Cot Cih-coe + ) (Cn-GCa—Cua) X

n==e

boss,

Co =o/ Cc‘:i c Ch—ch“‘ _C\ﬂ'-l:o (V‘)/Z)

Essa € & sequéncia e T bonacei:

(o= o)

1]

Jo Jo=3,  gnedmt Jms (W3
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z=-(2J5
2
l—ﬁ?}
2 = - x
J—-x-x* (x+l_—_~$_‘£)<x+l+J3-
z z
- _a + o
L+ =35 z + |I+35
z 2

a+b=—-1 = b= -(ﬂ!-l-l)

6L<f'*fi>‘1_ Q,(}-—éi) =o
Zz 2
= a+aqlr-a +ady = 1—3Js

-_—_—)a:l_ﬁ [Q:JE-‘__Z\PY
253 22N KV Ky
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