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Fungoes Receita

A Acrosonic fabrica um sistema de caixas de som portateis que pode
ser comprado completamente montado ou na forma de kit. As
equacdes de demanda que relacionam os pregos unitarios p e q,
com as quantidades demandadas semanais x e y das versdes
montadas ou kit do sistema de caixas de som, sdo dadas por

1 1 3
p= 300—ZX—§}/ e g= 240—§x—§y

(a) Qual é a fungao receita total R(x, y)?
(b) Qual o dominio da fungao R?

R(x,y) = xp+yq (1)

1 1 3
x<300—x—8y>+y<240—8x—8y> (2)
1

- lx 2_§y2—fxy+300x+240y (3)
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300-Ix—4%y=>0
240 — ix -3y >0
x>0

y=>0

y = —2x+ 2400

y =—1x+640

2400 640 400 306 1000
Onde hachurar?
x=0,y=0=300>0
x=0,y=0=240>0
Dominio
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Derivadas parciais

f: ACR? — R
x.y) = fxy)

of

&(Xa y)
of

ay(x,y)
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Produtividade de um Pais
A producao de certo pais sul-americano é dada pela fungao

f(x,y) = 20x%/4y"/4

quando x unidades de mao-de-obra e y unidades de capital sdo
usadas.

(a) Qual é a produtividade marginal de mao-de-obra e a
produtividade marginal de capital quando as
quantidades gastas com mao-de-obra e capital sao de
256 unidades e 16 unidades, respectivamente?

(b) O governo deveria, desta vez, encorajar investimento
em capital em vez de um gasto com maior
mao-de-obra, a fim de aumentar a produtividade no
pais?
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if(x’y) —20. g X3/A=Ty1/4 — {Bx—1/4y1/4

5(256, 16) = 15.256-1/416'/4 = 7.5

of 1

@(X,y) — 20x3/4. i L y1/4=1 = Bx3/4y—3/4

3;(256, 16) = 5-256%/41673/4 = 40

produtividade marginal
de mao-de-obra

produtividade marginal

de capital

@ A produtividade aumenta 7.5 unidades para cada aumento de
uma unidade em gasto de mao-de-obra (o gasto em capital é
mantido constante e igual a 16 unidades

@ A produtividade aumenta 40 unidades para cada aumento de
uma unidade em capital (0 gasto em mao de obra é mantido
constante e igual a 256 unidades)

SIM
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Derivadas Parciais de Segunda Ordem
fXX

fyy

fay

fyx

f(x,y) = x® — 3x2y + 3xy? + y?

v = 3x% — 6xy + 3y°

f, = —3x2 + 6xy + 2y

fix = 6X — By
fyy = —6x + 6y
fyx = —6x + 6y
fyy =6x +2
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Sua vez

Fungoes Receita

A receita semanal total (em doélares) da Country Workshop associada
a fabricagao e a venda de suas mesas de escritorio é dada pela
funcao

R(x,y) = —0.2x? — 0.25y? — 0.2xy + 200x + 160y
onde x representa o numero de unidades acabadas fabricadas e y
representa o nimero de unidades sem acabamento produzidas e

vendidas a cada semana. Calcule Z—": e glj quando x = 300 e

y = 250. Interprete seus resultados.
Resposta:
@ $30/unidade em mesas acabadas
@ —$%$25/unidades em mesas inacabadas
@ A receita semanal aumenta $30/unidade para cada mesa
acabada adicional produzida quando o nivel de producao de
mesas inacabadas permanece fixo em 250.
@ A receita semanal diminui $25/unidade quando cada mesa
inacabada adicional é produzida e o nivel de producdo de mesas
acabadas permanece fixo em 300.
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Calcule as derivadas de segunda ordem das fungdes:
(@) f(x,y) = x2y + xy°
(b) f(x,y) = x? —2xy +2y* + x — 2y

Resposta:
(@) @ fix=2y
@ fi, =2x +3y2 = fix
@ f,, =6xy
(b) @ fix =2
@ fyy =fyx=-2
e f,,=4
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Determinando extremos locais
@ Determine os pontos criticos de f(x, y) resolvendo o sistema de
equacdes simultaneas

fk = 0
© Realize o teste da segunda derivada: Seja

D(x,y) = fufy — f)?y
Neste caso,

(a) D(a,b) > 0 e fix(a, b) < 0 implicam que f(x, y)
tem um maximo local no ponto (a, b)

(b) D(a, b) > 0 e fi(a, b) > 0 implicam que f(x, y)
tem um minimo local no ponto (a, b)

(c) D(a,b) < 0 implica que f(x, y) ndo tem nem um
ponto de maximo local nem um minimo local no
ponto (a, b)

(d) D(a, b) = 0 implica que o teste € inconclusivo, de
forma que alguma outra técnica deve ser usada
para resolver o problema
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Maximizando Lucro
A receita total semanal (em délares) da Acrosonic obtida na
produgao e venda dos sistemas alto-falantes portateis € dada por

me:—%%—gﬁ—%w+3mx+mw

onde x denota o nimero de unidades completamente montadas e y
denota o numero de kits produzidos e vendidos por semana.

O custo total semanal em razao da produgao desses sistemas de
alto-falantes é de

C(x,y) = 180x + 140y + 5000

ddlares, onde x e y tém o mesmo significado que anteriormente.
Determine quantas unidades montadas e quantos kits a Acrosonic
deve produzir semanalmente para maximizar seu lucro.
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Lucro semanal

L(va) = R(Xy.y)_c(xvy)
= (—%xz - gyz - %xy+300x+240y> — (180x + 140y + 5000)
N §y2 - 1xy+ 120x + 100y — 5000
T4 8 4

L(x,y) = —%xz - gyz - %xyﬁ— 120x + 100y — 5000

Derivadas parciais

11

Le=—3X— 2y +120=0
3 1

Ly= -3y~ 7x+100=0

Isolando y: y = —2x + 480
Substituindo y na segunda equacao
—3(—2x+480) — 1x+100=0
6x — 1440 — x +400=0

Xx =208

— . 208 48(0) — 04
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Derivadas de segunda ordem

D(208,64) = % >0
Lx(208,64) < 0

O ponto (208, 64) fornece ponto de maximo
Qual o maior lucro?

3
8
O maior lucro semanal possivel € $10.680, 00 e é obtido quando se
produzem 208 unidades completamente montadas e 64 kits
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Questao motivadora:
Considere que a funcao de producao de um pais seja dada por

P(K,L) = 4KiLs

em que
L: investimento em trabalho
K: investimento em capital

Suponha que a cesta de insumo atual € de (10.000, 625).
Determine as proporgdes que devem ser acrescentadasa Kea L
em (10.000, 625) para aumentar a produgao mais rapidamente.
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Comprimento (norma) de um vetor

v=(vi, V)
v = /v2+ 3
| vll=/vE+VE+ V2
Exemplo

A normado vetor v =(1,-2,3) é

I V1= VT (2P + 3 = V14

A norma do vetor v = (—3,4) é

Iv|=(-38ZF+4=y25=5

Um vetor de norma igual a 1 é chamado vetor unitario

V= (vq, V2, V3)

v=(0,0,1)

|v]=v02+02+12=1=1

v=(%.%)
Ivi=OFR+GR=T+i=y/i=vi=1
€ unitario
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Como obter um vetor unitario?
Dado um vetor nao nulo v, o vetor

= (1)*

€ um vetor unitario na diregao de v

Exemplo

Determine um vetor unitario na dire¢cao do vetor v = (1,-2,3)
I vii= \/W = V14

_ 2
u=qgv=gu(1.-238)= (mvf

lull= /(G52 + (22 + :m JE =

ﬁ\
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Definicao
O produto escalar ou interno de dois vetores v e u é definido por
— —
0, sev=0ouu=0
u= — —
lvi]|ul cosd, se v£0 eu#0
emque 6 é o angulo entre ue v.
Teorema
O produto escalar ou interno, v - u, entre dois vetores € dado por

VU= Vil + Volp,

sev=(vi,v2) eu=(uy,uU)
O produto escalar ou interno, v - u, entre dois vetores é dado por

VU= ViU + Volo + V3Usz,
se v = (V‘I) V27V3) e u= (U1,U2,u3)
(

u=(1,-2,0)ev
u-v=1.0+(-2)-

|
N
+u
Ou
w
1
\
N
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Exemplo
Determine o vetor unitario dado pelo angulo 6 = §

v=(x,y)
cosf =

B

o
COSg =

_ 3
X =73

senf =

- 2
Ivii= (22 +

Verificando se v € unitario
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Sobre o grafico de uma funcdode 7 : D c R? — R
Limitacoes das derivadas parciais
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https://docplayer.es/49657923-Leccion-11-derivadas-parciales-y-
direccionales-gradiente-introduccion-al-calculo-infinitesimal-i-t-i-
gestion.html

Derivada direcional

Suponha que queiramos determinar a taxa de variacao de z em
(X0, Yo) na direcdo de um vetor unitario arbitrario u = (a, b). Para
fazé-lo devemos considerar a superficie S com equagao z = f(x,y) e
tomar zy = f(xo, o). Entdo o ponto P = (xo, ¥, 20) estaem S. O
plano vertical que passa por P na direcao de u intercepta S em uma
curva C. Ainclinagao da reta tangente T a C em P é a taxa de
variagao de z na dire¢ao de u.
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Derivada direcional
Se f € uma fungao diferenciavel de x e y, entao f tem derivada
direcional na dire¢céo de qualquer vetor u = (a, b) e

Duf(X,y) = fX(X7y)a+ fy(xa}/)b

Exemplo
Encontre a derivada direcional D,f(x, y) se

f(x,y) = x° = 3xy + 4y?

e u € o vetor unitario dado pelo angulo 6 = §. Qual é D,f(1,2)?

D.f(x,y) = fx(x,y)cos% + fy(x,y)sen% (4)
= (3 —3}’)§ +(—3x+8y)% (5)
= %[3\/5)(2 —3x + (8 — 3v3)y] (6)
Duf(1,2) = 5[3v/3(1)2 — 3(1) + (8 — 8v3)(2)] = w
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Se f é uma fungao de duas variaveis x e y, entdao o gradiente de f é
a funcéo vetorial vf definida por

vi(x,y) = (h(x, ¥), {y(x,y))
Lembrando que derivada direcional é dada por
Duf(x,y) = f(x,y)a+ f,(x,y)b
emque u=(a,b)

Temos,
D,f(x,y) = vi(x,y)-u.
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Exemplo

Determine a derivada direcional da fungéo f(x, y) = x2y® — 4y no
ponto (2, —1) na diregdo do vetor v = (2,5).

fx(x7y) = 2X}/3

f,(x,y) =3x2y? — 4

Vetor gradiente

vi(x,y) = (f, f,) = (2xy3,3x2y2 — 4)

Verificando se o vetor v é unitario

[ v||—\/22+5 —F;H

u=niv =525 = 7n)

Dyf(x,y) = vf(x y)-u=(2xy3,3x%y%2 —4) - (

(@) ] @‘l\:
[{e]
s“m
[{e]
—

2
— 2xy3\/—279 + (3x%y% — 4)

Duf(2,~1) = 2(2)(~ 1) 5 + (BRA(-1)2 — 4)

3

32
V29

©
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Teorema

Suponha que f seja uma fungao diferenciavel de duas ou trés
variaveis. O valor maximo da derivada direcional D,f(x) é |V f(X)|
ocorre quando u tem a mesma dire¢ao do vetor gradiente v£(x).
Demonstragao:

Lembreque v-u=| v | | u| cosd,se V7é6> e u;«éﬁ

6 € o angulo entre u e v.

D,f=vf-u=| vf|| ull cosd=| vf| cosd

Lembre-se que cosseno é uma fungao limitada entre —1 e 1.
Logo,

—1<cosd <1< — | Vi< VF| cost <| v

& — || Vi< Duf <[| V1|

Menor
valor
de D,f

Maior
valor
de D,f
=1



Quando ocorre o maior valor D,f?
Quando cos# atingir o maior valor
Menor valor do cosf = —1

Maior valor do cosf = 1
0=0,0€[0,27)

vi|u

— | vE[[<]I vE | cost <| VT ||

=

paralelos
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1

Py =43Ki-1Li =3K ilLi

PL=4lKiLi~! = KiL i

VP(K,L) = (3K~ #L3, KiL~3)

vVP(10.000,625) = (3-10.000~ ¢ - 6254, 10.000% - 625-3) = (1.5, 8)
Devemos acrescentar K e L em uma proporcao de 1.5 para 8.
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