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MATRIZES

Introdugao as matrizes

Podemos representar uma matriz tanto com colchetes "[ ]" quanto com parénteses "()".
Matriz de dimensdao m x n: m linhas e n colunas.
Elemento a;;: o primeiro indice representa a linha e o segundo indice representa a coluna.

Representacdao de uma matriz pela lei de formacao

Cada elemento da matriz deve ser calculado por meio de uma férmula apresentada.

Tipos de matrizes

Matriz linha: apresenta apenas uma linha. Dimensdo da forma 1 X n.
Matriz coluna: apresenta apenas uma coluna. Dimensao da formam X 1.
Matriz quadrada: apresenta o mesmo numero de linhas e de colunas. Dimensdo da forma n X n.

~ ”
5.8 9
~ ”
11 15 2%
// ~ =
v7 3 P
A A
Diagonal Secundaria Diagonal Principal
[+j=n+1 1=y

Matriz Retangular: nimero de linhas é diferente do nimero de colunas.

Matriz Diagonal: matriz quadrada em que todos os elementos que ndo pertencem a diagonal principal
sdo iguais a zero.

Matriz Triangular: matriz quadrada em que todos os elementos acima ou abaixo de sua diagonal principal

sdo nulos.

e Matriz Triangular Superior: todos os elementos abaixo da diagonal principal sdo nulos.

e Matriz Triangular Inferior: todos os elementos acima da diagonal principal sdo nulos.
Matriz Identidade: elementos da diagonal principal sdo iguais a 1 e os elementos fora da diagonal
principal sdo zero.
Matriz Nula: todos os elementos sdo iguais a zero. E comum representar uma matriz nula quadrada pela
letra O acrescida de um indice que indica a ordem da matriz. Ex: O; = matriz nula quadrada de ordem 3.

OperagGes com matrizes

Igualdade entre matrizes: duas matrizes sdo iguais quando apresentam a mesma dimensdo mXn e seus

elementos sdo idénticos e estdo nas mesmas posicoes.

Adicdo e subtracdo de matrizes: é necessario que as matrizes tenham a mesma dimensdo mXn. Para

realizar a operagdo, basta somar/subtrair os termos que estdo na mesma posigao.
Multiplicagcdao da matriz por um nimero real: multiplicar todos os elementos da matriz pelo nimero real.

a Banco do Brasil - Matematica - 2023 (P6s-Edital) 3
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Multiplicacdo de matrizes

1. Verificar se o ndmero de colunas da primeira matriz é igual ao nimero de linhas da segunda. Se essa

igualdade nao se verificar, ndo é possivel realizar o produto das matrizes.

2. Obter o esquema geral da matriz-produto, que apresenta a seguinte dimensao:

Numero de linhas da primeira x Namero de colunas da segunda
Colunas da 1* = Linhas da 2°

P
Aox3 B3x4
- A/

Produto: Linhas da 1% e Colunas da 2*

C2x4

3. Obter os elementos da matriz resultante a partir das linhas da primeira matriz e das colunas da
segunda matriz.
O elemento c;; da matriz-produto C é obtido por meio da linha i da primeira matriz e da coluna j da

segunda matriz.

Propriedades da multiplicacdo de matrizes

A propriedade comutativa nao vale para matrizes: AB + BA.

Propriedade associativa entre matrizes: (AB)C = A(BC)

Propriedade associativa entre matrizes e um numero real: «(AB) = (a¢A)B = A(aB)
Propriedade distributiva: A(B + C) = AB + AC; (B + C)A=BA+ CA

Elemento neutro da multiplicagdo de matrizes: Al = IA = A

Traco de uma matriz quadrada

O trago de uma matriz quadrada é a soma dos elementos da sua diagonal principal. Se A é uma matriz
quadrada, entdo o seu trago é representado por tr(A4).

etr (A+ B) =tr(4) + tr(B)

etr (A—B) =tr(4) —tr(B)

e tr(ad) = a tr(A)

e tr (AB) = tr(BA)

Matriz oposta

A matriz oposta de A é —A.

Matriz transposta, simétrica e antissimétrica

A transposta de uma matriz A (notacdo: A%) corresponde & matriz cujas linhas foram transformadas em

colunas.
AHt=A
(ad)t = aAt
(AB)t = BtAt

(A+B) =4"+B*

v
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Matriz Simétrica: a matriz é igual a sua transposta —» 4 = At

e E quadrada; e

¢ Os elementos simétricos com relagao a diagonal principal sao iguais.
Matriz antissimétrica: A' = —A

e £ quadrada;

¢ A diagonal principal é nula; e

¢ Os elementos simétricos com relagdo a diagonal principal sdo opostos.

Matriz inversa

A inversa de uma matriz 4 (notagdo: A~1) é aquela matriz que, quando multiplicada pela matriz A, tem

como resultado a matriz identidade:

AATl=A"1A=1,
Uma matriz que ndo possui inversa é denominada singular.

Propriedades:

AH1l=4
(A—l)t — (At)—l
(ad) ™t =-4""

(AB)"! = B~1471
(ABC)™l = c 1B14!

Matriz inversa como analogo da divisdo: pode-se multiplicar ambos os lados de uma equag¢do matricial
pela inversa de uma matriz (A1) e, na sequéncia, usar a propriedade A™14 = I.

Matriz ortogonal

Uma matriz A é dita ortogonal quando a sua inversa é igual a sua transposta:

A é ortogonal <> A1 = At

v
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Introducao as matrizes

Nocao basica
A ideia basica de uma matriz é representar uma tabela de um modo mais formal, com uma "linguagem

matematica'.

Suponha, por exemplo, que um concurseiro quer organizar em uma matriz quantas horas ele pretende
estudar em cada dia da semana das proximas quatro semanas. Considere também que:

e As linhas representam os dias da semana: a primeira linha corresponde a segunda-feira, a segunda
linha corresponde a terga-feira, e assim sucessivamente até a sétima linha, que corresponde ao
domingo.

e As colunas representam as semanas: a primeira coluna corresponde a primeira semana, a segunda
coluna corresponde a segunda semana, a terceira coluna corresponde a terceira semana e, por fim,
a quarta coluna corresponde a quarta semana.

Nesse caso, o concurseiro pode representar a sua matriz do seguinte modo:

£ 8 & s

RN

11

1° linha (segunda) —) 13 4 5 6]
2% linha (terca) m=mmp |4 3 4 3
3linha (quarta) === |5 4 4 3
4° linha (quinta) =y |5 4 3 3
5% linha (sexta) m—) 6 5 3 4
6% linha (sdbado) w=mmp |9 11 9 8
7° linha (domingo) m=mmp |9 8 9 0]

Note que o elemento que estd na 62 linha e na 22 coluna representa o nimero de horas que concurseiro
planeja estudar no sabado da segunda semana: 11 horas.

2? coluna (2° semana)
;lt
&)
8
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Podemos representar uma matriz tanto com colchetes "[ ]" quanto com parénteses "()". Portanto, a matriz
em questdo também pode ser representada da seguinte maneira:

O U1 Ul b W

—_
ol us AW
O O WWwW o Ul
O 0 LW Ww o

Dimensao de uma matriz

Podemos dizer que uma matriz de dimensao m X n (Ié-se: matriz de dimensdo m por n) é uma matriz
formada por elementos (ou entradas) distribuidos em m linhas e n colunas.

No exemplo que acabamos de mostrar, temos uma matriz composta por 7 linhas e por 4 colunas. Portanto,
trata-se de uma matriz 7 X 4 (matriz 7 por 4). Vejamos mais quatro exemplos:

[11 Y3 7/9
. 6 5 2 | € uma matriz 3 x 3;
L8 1 3

(5 11712 1 537, triz 2 x 4
[ ] e Uma matriz £ X 4,
V7 4 4 15

r 2 3
5 71| . . )
° 11 13 € uma matriz4 x 2;
L17 19
5
° 3] € uma matriz 3 x 1.
L1

()

wFIQUE
ATENTO!

A ordem correta é N2 de LINHAS X N2 de COLUNAS

Banco do Brasil - Matematica - 2023 (P6s-Edital) 7
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Representacao genérica dos elementos de uma matriz

Cada elemento de uma matriz apresenta uma determinada localizagdo dentro dela. Essa localizacdo é dada

pela linha e pela coluna do elemento.

Considere a seguinte matriz A:

~
Il
O O Ul U1 W

—_
ol us AW
O© O WW o b Ul
O 0 W WWwWo

Genericamente, um elemento dessa matriz A pode ser representado por a;;, em que i representa a linha

em que esse elemento se encontra ej representa a sua coluna.

&%

wFIQUE
ATENTO!

Linha 1—|
a; j

I—D Coluna

O primeiro indice representa a linha e o segundo indice representa a coluna.

Por exemplo, o elemento a4, é aquele que estd na linha 4 e na coluna 2. Portanto, a,, = 4.

2? coluna

w

4? linha  e—)

O O WW b Ul

O 0 - W Wwwon

O O

Lr'lU'l-P
oo:u-l@-h—w—-p-«—
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O elemento a4, por sua vez, é aquele que esta na linha 2 e na coluna 4. Portanto, a,, = 3.

4? coluna

2° linha ee—)| 4—F—t—

O O VU1 G
—

oo BN &

O O WW o

Representacao genérica de uma matriz

Uma matriz A de dimensdao mXn, isto €, uma matriz A com m linhas e n colunas, pode ser representada
genericamente das seguintes formas:

Amxn
A= (a;
(@i7) 1 en
a11 a12 aln
a a Qzn
A= 21 :22
am1 Am2 Amn

Banco do Brasil - Matematica - 2023 (P6s-Edital) 9
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Representacao de uma matriz pela lei de formacao

Podemos representar uma matriz por meio de uma lei de formagao. Nesse caso, cada elemento da matriz
deve ser calculado por meio de uma férmula apresentada.

Considere por exemplo, a seguinte matriz:
A= (aij)3x3 tal que a;; = i + j*

Note que a matriz A é 3X3, isto é, possui 3 linhas e 3 colunas.

A=|Gz1 Az Qaz3

az; dzz dsz

aj;; Qg2 a13]

Para obter a matriz, devemos calcular cada um de seus elementos a;; por meio da lei de formagdo
apresentada, dada por a;; = i + j2.

a1 =1+12=2
a,=1+22=5
a;3=1+3%2=10
ay =2+12=3
ay, =2+22=6
ap; =2+ 3% =11
a;; =3+12=14
az; =3+22=7
as3 =3+32=12

Portanto, a matriz A é dada por:

2 5 10
A=([3 6 11
4 7 12

Vamos a um exercicio.

Banco do Brasil - Matemaética - 2023 (P6s-Edital) 10
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(DNIT/2013) Os elementos de uma matriz Az, , isto é, com trés linhas e duas colunas, sdao dados por:

. _{(l+])2,se1=]
Ui 42 sei#j

Em que a;; representa o elemento da matriz A3y, localizado na linha i e coluna j. Entdo, a soma dos :

: elementos da primeira coluna de A3y, € igual a:
a) 17

: b) 15

c)12

d) 19

e) 13

Comentarios:

: Como a matriz A apresenta 3 linhas e 2 colunas, podemos representa-la genericamente do seguinte modo:

a;p Qg2
A=101 Ay
azy Qazp

: A questdo pede a soma dos elementos da primeira coluna de A:

a1t az1 +asq

Paraa,q, temosi = j.logo,a;; = (1+1)? =4
Para a,, temosi # j. logo, a,; = 12 + 22 = 5.

Para asq, temos i # j. Logo, az; = 32 + 12 = 10.

A questdo pede a soma dos elementos da primeira coluna de A é:
: 4+5+10=19
Gabarlto Letra D.

Banco do Brasil - Matemaética - 2023 (P6s-Edital) 11
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Tipos de matrizes

Matriz linha

E uma matriz com apenas uma linha, ou seja, tem dimensdo da forma 1 X n. Exemplos:

e [5 4 1] éumamatrizlinha de dimensdo 1 X 3.

e [3

V4 171 7 2 1 42 ?] € uma matriz linha de dimensao 1 X 9.

Matriz coluna

E uma matriz com apenas uma coluna, ou seja, tem dimensdo da forma m X 1. Exemplos:

[—4
e |[3/6] é uma matriz coluna de dimensdo 3 X 1.
[ 53

F 11
- |
. V4
~11

[ 5]

é uma matriz coluna de dimensdo 5 x 1.

Matriz quadrada

E uma matriz que apresenta o mesmo nimero de linhas e de colunas, ou seja, tem dimensdo da forma
n X n. Exemplos:

[ 2

hd _7%)%@ i3 € uma matriz quadrada de dimensao 2 X 2.
7 g3 3

e |4 —8 22|¢éumamatrizquadrada de dimensdo 3 X 3.
111 4% 1

Quando uma matriz quadrada apresenta dimensdo n X n, dizemos que essa matriz quadrada apresenta

ordem n. Nos dois exemplos anteriores, temos uma matriz quadrada de ordem 2 e uma matriz quadrada de
ordem 3, respectivamente.

Diagonais da matriz quadrada
Uma matriz quadrada apresenta duas diagonais: a diagonal principal e a diagonal secundaria.
A diagonal principal é composta pelos elementos em que o nimero da linha é igual ao niumero da coluna,

istoé, i =j.

a Banco do Brasil - Matemaética - 2023 (P6s-Edital) 12
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~
e

5.8 9

~

11 15, 2%
V7 3 T

S

Para o exemplo em questdo, os elementos da diagonal principal sdo a;; = 5,a,, = 15eaz; = 7.

Ja a diagonal secundaria é composta por elementos cuja soma da linha e da coluna (i + j) é igual a ordem

da matriz (n) acrescida de uma unidade, isto é:

i+j=n+1

5 8 .9
11 15" 2%

‘)ﬁ’ 3 7

Para o exemplo em questdo, os elementos da diagonal secundaria sd0 a;3 = 9, a,, = 15 e az; = V7

Matriz retangular

Uma matriz é retangular quando o nimero de linhas é diferente do niimero de colunas. Exemplos:

[ 11
3 -
* |33 _211 € uma matriz retangular de dimensdo 3 X 2.
13 6

0 11 47, _ o
X 5.
® —9 50% 1] € uma matriz retangular de dimensdo 2 X 3

Matriz diagonal

A matriz diagonal é uma matriz quadrada em que todos os elementos que ndao pertencem a diagonal

principal sdo iguais a zero. Exemplos:

11 0
[0 =3l
4 0 O
< o =2 o
0o 0 7

Banco do Brasil - Matemaética - 2023 (P6s-Edital) 13
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Matriz triangular

Uma matriz triangular é uma matriz quadrada em que todos os elementos acima ou abaixo de sua diagonal
principal s3o nulos.

Matriz triangular superior

Quando todos os elementos abaixo da diagonal principal forem nulos, temos uma matriz triangular
superior. Exemplo:

S OO ™
o O Ww Ul
I=J& FSNEN
_ N =

Matriz triangular inferior

Quando todos os elementos acima da diagonal principal forem nulos, temos uma matriz triangular inferior.
Exemplo:

_ W N 0
U1 OO O
o o
w oo o

Matriz identidade ou matriz unidade

A matriz identidade (ou matriz unidade) é uma matriz quadrada cujos elementos da diagonal principal sdo
iguais a 1 e os elementos fora da diagonal principal s3o zero. Exemplo:

C OO M
S Om O
oOmO O
=00 O

A representacdo desse tipo de matriz é dada pela letra I acrescida de um indice que indica a ordem da matriz.
Isso significa que I3 é uma matriz identidade de ordem 3:

Banco do Brasil - Matemaética - 2023 (P6s-Edital) 14
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Matriz nula

Matriz nula é a matriz que apresenta todos seus elementos iguais a zero. Exemplos:

0 0 01. . . ~
X 5.
. [0 0 0 € uma matriz nula de dimensdo 2 X 3
0 0 O
e 0O;=|0 0 O0|¢éumamatriznula quadrada de ordem 3.
0 0 O

E comum representar uma matriz nula quadrada pela letra O acrescida de um indice que indica a ordem da
matriz. Isso significa que O3 é uma matriz nula quadrada de ordem 3.

Banco do Brasil - Matemaética - 2023 (P6s-Edital) 15
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Operacdes com matrizes

Igualdade entre matrizes
Duas matrizes sao iguais quando:

e Apresentam a mesma dimensao m X n;
e Seus elementos sdo idénticos e estdao nas mesmas posicoes.

Por exemplo, as duas matrizes abaixo sdo iguais, pois apresentam a dimensdo 3 X 3, bem como seus
elementos sdo idénticos e estdo nas mesmas posicodes:

3/4 11 -3 3/4 11 -3
7 42 —4|l=|7 42 —4
V2 5 -1 V2 5 -1

Observe agora a suposta igualdade:

217 x -4

7 4% —4|=
V2. 5 -1

y 5 -1

Note que a igualdade s6 se verificase x = 4% ey = \/2. Caso contrario, as duas matrizes n3o serdo iguais.

(Pref. N Horizonte/2019) O valor de x+y que determina a igualdade entre as matrizesé
[ xX—y —10 [ —13 Zx]é '
15 8 3x 8 3y

a) 5.

: b)3.

CR

@)~

o)

Comentarios:

: Note que as duas matrizes apresentam a mesma dimensdo 2 X 3. Para que elas sejam iguais, seus elementos
devem ser idénticos e devem estar nas mesmas posicdes. Para tanto, devemos ter:

x—y=-—13

2x = —10

—3x =15

3y = 24 :
a Banco do Brasil - Matemaética - 2023 (P6s-Edital) 16
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: A partir da segunda e da quarta equagdo, podemos obter os valores de x e de y.
; 2x =-10 - x= -5 :
3y=24 -y=28
Ovalordex + y é:
(-5)+8=3
O gabarito, portanto, é letra B.

Observe que as outras equagdes se verificam para x = —5 e y = 8, pois, caso contrdrio, as matrizes ndo :
seriam iguais. :

x—y=(-5)—-8=-13
—3x=-3%x(-5)=15
Gabarito: Letra B.

Adicao e subtracao de matrizes

Para somar ou subtrair matrizes, é necessario que elas tenham a mesma dimensao. Note, portanto, que
nao é possivel somarmos uma matriz de dimensdo 3 X 5 com uma matriz de dimensao 4 X 3.

Feita essa observacao, deve-se entender que a soma entre duas matrizes é feita somando os termos que
estao na mesma posicao.

Para a subtracdo, seguimos a mesma ideia, subtraindo os elementos de uma matriz dos elementos de
mesma posi¢ao da outra matriz.

Suponha, por exemplo, que temos duas matrizes A e B dadas por:

A= [—54 _12 g]
B=[3 1 7
Asoma A + B é dada por:
A+B= [—54 _12 §]+ _23 i _72]

_[5+(-3) -2+3 3+(-2)
—4+2 141 547

R
-2 2 12

Banco do Brasil - Matemaética - 2023 (P6s-Edital) 17
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J4 a subtracdo A — B é dada por:

5 -2 3]_—3 3 —2]

A—Bz[_4 1 sl 12 1 7

_[5-(-3) -2-3 3-(-2)
—4-2 1-1 5-7

- [—86 _05 —52]

Multiplicagdao da matriz por um numero real

Para multiplicarmos uma matriz por um nuimero real qualquer, basta multiplicar todos os elementos dessa
matriz pelo numero real. Considere, por exemplo, a seguinte matriz A:

1 3 -1
7 =3 2

-3 2 5
. ]

Ao multiplicar a matriz A por 2, obtemos a seguinte matriz:

-3 2 5
2A=2><[1 3 —1]
7 -3 2

2x(-3) 2x2 2x5
A= 2x1 2x3  2x(-1)

2x7 2x(-3) 2x+2

—6 4 10
24=12 6 —2]
14 -6 2V2

Multiplicacao de matrizes

Pessoal, atencdo redobrada com a multiplicacdo de matrizes. Essa é a parte que costuma gerar mais confusao

entre os alunos.
Para multiplicar duas matrizes, devemos seguir os seguintes passos:

1. Verificar se o numero de colunas da primeira matriz é igual ao nimero de linhas da segunda. Se essa
igualdade nao se verificar, ndo é possivel realizar o produto das matrizes.

2. Obter o esquema geral da matriz-produto, que apresenta a seguinte dimensao:
Numero de linhas da primeira X Numero de colunas da segunda

3. Obter os elementos da matriz resultante a partir das linhas da primeira matriz e das colunas da

segunda matriz.

Banco do Brasil - Matematica - 2023 (P6s-Edital)

, www.estrategiaconcursos.com.br 146



Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 18

Professor, ndo entendi nada!!

Calma, caro aluno! Vamos resolver um exemplo.

Considere as matrizes A e B, dadas por:

3 2 1

A:[1 3 3

100 200 450 200
B =1400 150 150 450
250 300 100 700

Vamos calcular o produto 4 X B.

1. Verificar se o nUmero de colunas da primeira matriz é igual ao nimero de linhas da segunda. Se essa
igualdade ndo se verificar, ndo é possivel realizar o produto das matrizes;

Note que a matriz A tem dimensdo 2 X 3, e a matriz B tem dimens3do 3 X 4. Observe, portanto, que o
numero de colunas da matriz 4 é igual ao nimero de linhas da matriz B. Logo, é possivel realizar o produto
das matrizes A,y 3 € B3yxy.

2. Obter o esquema geral da matriz-produto, que apresenta a seguinte dimensao:
Numero de linhas da primeira X Numero de colunas da segunda

A matriz A tem dimensdo 2 X 3, e a matriz B tem dimensdo 3 X 4. Logo, a matriz-produto apresenta a
dimensao 2 X 4. Temos o seguinte esquema geral:

Ou entdo, de maneira mais formal, poderiamos escrever:

c c €13 C14
C=AXB= 11 12 c c
Cy1 Coo 23 24

Lembre-se: o elemento c;; esta na linha i e na coluna j da matriz C.

Uma maneira pratica de memorizar os passos 1 e 2 é a seguinte:

Colunas da 17 = Linhas da 27

PR
A2x3 B3x4
-

Produto: Linhas da 1% e Colunas da 2°

C2><4
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3. Obter os elementos da matriz resultante a partir das linhas da primeira matriz e das colunas da
segunda matriz.

Temos a seguinte matriz-produto:

c c C13 Cy4
C=AxB=["1 "2
C21 C22 CZ3 CZ4-

Obtengao de C11

C11 — Primeira linha da primeira matiz, primeira coluna da segunda matriz

Para determinar o elemento da primeira linha e da primeira coluna da matriz-produto (c;4), devemos utilizar
a primeira linha da primeira matriz e a primeira coluna da segunda matriz.

3 2 1

A=[1 3 3

400 150 150 450

llOO 200 450 200]
B =
250 300 100 700

Para obter o elemento ¢4, realiza-se a seguinte operagao:
€11 =3X100+2%x400+ 1 x 250 =1350
Vamos colocar esse novo elemento na nossa matriz-produto:

1350

C=A><B=[()

() ) ()
() ) ()

Obtengado de C1

C12 — Primeira linha da primeira matiz, segunda coluna da segunda matriz

Para determinar o elemento da primeira linha e da segunda coluna da matriz-produto (c4,), devemos utilizar
a primeira linha da primeira matriz e a segunda coluna da segunda matriz.

3 2 1

A=[1 3 3

100 200 450 200
B ={400 150 150 450
250 300 100 700

Para obter o elemento c;,, realiza-se a seguinte operagao:

c12 =3%Xx200+2x150+1x300=1200
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Vamos colocar esse novo elemento na nossa matriz-produto:

1350 1200 () ()
() )

c=axp=[) 0

Obtengdo de Cq13

C13 — Primeira linha da primeira matiz, terceira coluna da segunda matriz

Para determinar o elemento da primeira linha e da terceira coluna da matriz-produto (c13), devemos utilizar
a primeira linha da primeira matriz e a terceira coluna da segunda matriz.

3 2 1

A:=[1 3 3

400 150 150 450
250 300 100 700

100 200 450 200
Para obter o elemento cq3, realiza-se a seguinte operagao:
C13 =3X%X450+2%x150+1x100= 1750

Vamos colocar esse novo elemento na nossa matriz-produto:

1350 1200 1750 ( )

CZAXB:{() O O O

Obtengdo de Cq4

C14 — Primeira linha da primeira matiz, quarta coluna da segunda matriz

Para determinar o elemento da primeira linha e da quarta coluna da matriz-produto (c14), devemos utilizar
a primeira linha da primeira matriz e a quarta coluna da segunda matriz.

3 2 1

A::[1 3 3

100 200 450 200

B =(400 150 150 450
250 300 100 700

Para obter o elemento ¢4, realiza-se a seguinte operagao:
C14 =3X%X200+2%x450+1x700=2200

Vamos colocar esse novo elemento na nossa matriz—produto:

Banco do Brasil - Matemaética - 2023 (P6s-Edital) 21

, www.estrategiaconcursos.com.br 146



Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 18

1350 1200 1750 2200
() ) ) )

C=AXB=

Obtengdo de Cyq

C21 — Segunda linha da primeira matiz, primeira coluna da segunda matriz

Para determinar o elemento da segunda linha e da primeira coluna da matriz-produto (c,1), devemos utilizar
a segunda linha da primeira matriz e a primeira coluna da segunda matriz.

3 2 1

A:[1 3 3

400 150 150 450
250 300 100 700

100 200 450 200
B =
Para obter o elemento ¢34, realiza-se a seguinte operagao:
1 =1x100+ 3 X400+ 3 x 250 = 2050

Vamos colocar esse novo elemento na nossa matriz-produto:

1350 1200 1750 2200

C=AXB=[2050 () () ()

Obtengao de Cy»

C22 — Segunda linha da primeira matiz, segunda coluna da segunda matriz

Para determinar o elemento da segunda linha e da segunda coluna da matriz-produto (c,,), devemos utilizar
a segunda linha da primeira matriz e a segunda coluna da segunda matriz.

3 2 1

A‘133

400 150 150 450
250 300 100 700

100 200 450 200
B =
Para obter o elemento c;,, realiza-se a seguinte operagao:

€22 =1%X200+3x150+ 3 x300=1550

Vamos colocar esse novo elemento na nossa matriz-produto:

350 1200 1750 2200

1
C=A><B=[2050 1550 () ()
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Obtencdo de C;3

C23 — Segunda linha da primeira matiz, terceira coluna da segunda matriz

Para determinar o elemento da segunda linha e da terceira coluna da matriz-produto (c,3), devemos utilizar
a segunda linha da primeira matriz e a terceira coluna da segunda matriz.

321

A‘133

400 150 150 450

[100 200 450 200]
B =
250 300 100 700

Para obter o elemento c;3, realiza-se a seguinte operagao:
3 =1xX450+3 x150+3 x 100 =1200
Vamos colocar esse novo elemento na nossa matriz-produto:

1350 1200 1750 2200

C=AXB=l7050 1550 1200 ( )

Obtengdo de Cy4

C24 — Segunda linha da primeira matiz, quarta coluna da segunda matriz

Para determinar o elemento da segunda linha e da quarta coluna da matriz-produto (c,4), devemos utilizar
a segunda linha da primeira matriz e a quarta coluna da segunda matriz.

3 2 1

A:[1 3 3

100 200 450 200
B =(400 150 150 450
250 300 100 700

Para obter o elemento c,4, realiza-se a seguinte operagao:
€4 =1X%X200+3%x450+3 x700=3650
Vamos colocar esse novo elemento na nossa matriz-produto:

1350 1200 1750 2200

C=AXB= [zoso 1550 1200 3650

Pronto! Acabamos de realizar o produto das matrizes A e B.
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AXB=C

3 2 17 [t00 200 450 200} 4355 1200 1750 2200

[1 3 3] X [400 150 150 450 “[2050 1550 1200 3650
250 300 100 700

Professor... vocé levou QUATRO PAGINAS para calcular os oito elementos!!

Calma, caro aluno. Levamos quatro pdginas porque fizemos passo a passo. Em resumo, o que vocé precisa

saber é o seguinte:
&%
VATEN(;AO
DECORE!

O elemento da linha i e da coluna j da matriz-produto C é obtido por meio da linha i da
primeira matriz e da coluna j da segunda matriz.

c11 — Linha 1 da primeira matriz e coluna 1 da segunda matriz;
C12 — Linha 1 da primeira matriz e coluna 2 da segunda matriz;
c13 — Linha 1 da primeira matriz e coluna 3 da segunda matriz;
C14 — Linha 1 da primeira matriz e coluna 4 da segunda matriz;
C21 — Linha 2 da primeira matriz e coluna 1 da segunda matriz;
C22 — Linha 2 da primeira matriz e coluna 2 da segunda matriz;

Cp3 — Linha 2 da primeira matriz e coluna 3 da segunda matriz;

C24 — Linha 2 da primeira matriz e coluna 4 da segunda matriz.

Na hora da prova, ao se deparar com o seguinte produto:

100 200 450 200
X400 150 150 450

[3 2 1
250 300 100 700

1 3 3

Vocé deve realizar as contas assim:

_[(3.100 +2.400 + 1.250) (3.200+2.150 + 1.300) (3.450+2.150+1.100) (3.200 +2.450 + 1.700)
~[(1.100 + 3.400 + 3.250) (1.200 + 3.150 + 3.300) (1.450+3.150+3.100) (1.200 + 3.450 + 3.700)

_ 1350 1200 1750 2200
~ 12050 1550 1200 3650
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(MPE SC/2022) Seja A = [g 1 .

A soma dos elementos da matriz A? é:
a) 10;

b) 12;

c) 15;

d) 23;

e) 30.

Comentarios:

Note que a matriz A2 é:

A2 =AXA

=[5 alx[; 1

:[2.2+1.3 2.1+1.1 5
3.2+1.3 3.1+1.1
=[5 4]
9 4
Logo, a soma dos elementos da matriz A? é:
7+34+9+4 :
=23
Gabarito: Letra D.
: (Pref. SJC/2019) Sobre as matrizes A, € By, « 4 € correto afirmar que existe a operagdo:
a)A+B,sen=p
b)B—A,sen=p
c)A-B,sem=q
d)B-A,sem=q
e)A+B,sen=p
Comentarios:
Vamos analisar cada alternativa.
a) ERRADO. Temos a soma das duas matrizes, que sé é possivel se elas apresentarem a mesma dimensdo.
: Para tanto, deveriamosterm = pen = q. :
b) ERRADO. Temos uma subtracao de matrizes, que so é possivel se elas apresentarem a mesma dimensao.
: Para tanto, deveriamosterm =pen = q. :
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: ¢) ERRADO. Temos uma multiplicacdo de matrizes, que so é possivel se o nUmero de colunas da primeira (n)
for igual ao numero de linhas da segunda (p). Para tanto, deveriamos ter n = p.

d) CERTO. Temos uma multiplicacdo de matrizes, que sé é possivel se o numero de colunas da primeira (q)
for igual ao numero de linhas da segunda (m). Esse é o caso apresentado na alternativa, em que m = q.

e) ERRADO. N3o existe divisdo de matrizes.

Gabarito: Letra D.

: (Pref. Dois Cérregos/2019) O produto das matrizes Lll ) 6] [ 0], nessa ordem

: a) ndo existe, pois elas tém os nimeros de linhas diferentes, assim como os niumeros de colunas.
: b) ndo existe, pois o niumero de linhas da primeira matriz do produto é diferente do nimero de colunas da :
: segunda matriz.

c) existe, e é igual a [2 g]

d) existe, e é igual a [140 10].

e) existe, e é igual a [100 100].

: Comentarios:
: Lembre-se que, multiplicar duas matrizes, devemos seguir os seguintes passos:

: 1. Verificar se o numero de colunas da primeira matriz é igual ao nimero de linhas da segunda. Se essa
: igualdade ndo se verificar, ndo é possivel realizar o produto das matrizes.

2. Obter o esquema geral da matriz-produto, que apresenta a seguinte dimensao:

Numero de linhas da primeira X Numero de colunas da segunda

3. Obter os elementos da matriz resultante a partir das linhas da primeira matriz e das colunas da segunda
! matriz.

: Note que a primeira matriz apresenta dimensdo 2 X 3, e a segunda matriz apresenta dimensdo 3 X 2. Isso
: significa que:

! 1. 0 ndmero de colunas da primeira matriz (3) é igual ao nimero de linhas da segunda (3) e, portanto, o
: produto existe.

2. A matriz-produto apresenta dimensdo 2 X 2.

: Temos, entdo, que a matriz-produto apresenta o seguinte esquema geral:

() O)
() O)
Vamos agora para o terceiro passo:
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3. Obter os elementos da matriz resultante a partir das linhas da primeira matriz e das colunas da segunda :
: matriz.

15301
R

_[(1.0+5.2+ 3.0) (1.1+5.0+ 3.1)
~1(40+2.2+ 6.0) (41+2.0+ 6.1)

_ [10 4]
: 4 10
Gabarito: Letra D.
Propriedades da multiplicacao de matrizes

A propriedade comutativa nao vale para matrizes

Antes de apresentarmos as propriedades da multiplicacdao de matrizes, vamos mostrar uma propriedade que
nao pode ser utilizada para matrizes.

Na algebra comum, a propriedade comutativa para a multiplicacdo de nimeros nos diz que "a ordem dos
fatores nado altera o produto". Isso significa que:

150 x 311 = 311 x 150

Para o caso das matrizes, essa propriedade ndo ocorre. O produto da matriz A pela matriz B é diferente do
produto da matriz B pela matriz A (a ndo ser que a igualdade ocorra por uma grande coincidéncia). Isso
significa que:

AB #+ BA
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Perceba que em alguns casos o produto AB existe e o produto BA nao existe.
Considere a matriz A,43; de ordem 2 X 3 e a matriz B3y, de ordem 3 X 4.

Note que o produto AB existe, pois o niumero de colunas de A é igual ao nimero de linhas
de B.

Colunas da 17 = Linhas da 2°

VRN
A2x3 B3x4
. A

Produto: Linhas da 1? e Colunas da 2

Por outro lado, o produto BA nao é possivel, pois o nimero de colunas de B ndo é igual
ao numero de linhas de A.

Colunas da 1? # Linhas da 2°

VN
B3x4 A2x3

O produto BA nao é possivel!

Propriedade associativa

Propriedade associativa entre matrizes

Na algebra comum, a propriedade associativa para a multiplicacdo de niumeros nos diz que podemos agrupar
numeros que estao sendo multiplicados da forma que nos for conveniente.

Por exemplo, ao realizar a multiplicacdo 2 X 3 X 5, podemos realizar de duas maneiras:

e (2x3)x5;0u
e 2X(3x5).

Isso significa que:
(2x3)x5=2x%x(3x%x5)

Para a multiplicacdo de matrizes, temos a mesma propriedade.
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Para o caso em que é possivel o produto das matrizes A, B e C, nessa ordem, podemos realizar o produto
ABC de duas formas:

e Realizar o produto AB e depois multiplicar pela matriz C; ou
e Realizar o produto BC e depois realizar o produto de A com o resultado BC.

Em linguagem matematica, temos:
(AB)C = A(BC)

Propriedade associativa entre matrizes e um numero real

Se a for um nimero real e A e B forem matrizes em que o produto AB é possivel, entao:
a(AB) = (aA)B = A(aB)

Exemplo:
3(AB) = (3A)B = A(3B)

Propriedade distributiva

Propriedade distributiva pela esquerda

Na algebra comum, a propriedade distributiva pela esquerda ocorre quando realizamos a seguinte operacao:

2x(3+5)=2x3+2x5

Temos a mesma propriedade quando realizamos a operacgao contraria, conhecida por "colocar o nimero em
evidéncia":

2xXx34+2x5=2x%x(3+5)

Para matrizes, é valida a propriedade distributiva pela esquerda:

A(B+C)=AB + AC
A mesma propriedade ocorre quando "colocamos uma matriz em evidéncia":
AB + AC = A(B + ()

Propriedade distributiva pela direita

Na dlgebra comum, a propriedade distributiva pela direita ocorre quando realizamos a seguinte operacao:

(3+5)x2=3x2+5x2

Banco do Brasil - Matemaética - 2023 (P6s-Edital) 29

, www.estrategiaconcursos.com.br 146



Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 18

Temos a mesma propriedade quando realizamos a operagao contraria, conhecida por "colocar o nimero em
evidéncia":

3x2+5%x2=((3+5)x2

Para matrizes, é valida a propriedade distributiva pela direita:

(B+C)A=BA+CA
A mesma propriedade ocorre quando "colocamos uma matriz em evidéncia":

BA+CA=(B+C)A
(1)

w’HQUE
ATENTO!

Vimos no tépico anterior que, para a algebra, é valida a propriedade comutativa. Portanto,
2 pode comutar com (3 + 5):

2x(34+5)=@B3+5)x2

Note, porém, que a multiplicagdo de matrizes nao goza da propriedade comutativa.
Portanto, A ndo comuta com (B + C):

AB+C)#=(B+0)A

Isso porque A(B + C) éiguala AB + AC.Ja (B + C)A éigual a BA + CA.

Elemento neutro da multiplicagdo de matrizes

Quanto temos uma matriz quadrada de ordem n (4,,x,), @ multiplicagao dessa matriz pela matriz identidade
de ordem n (I,,) corresponde a propria matriz original:

Al =1A=A
Exemplo:
3 7 2] [1 0 O] [3 7 2
5 4 1|x|0 1 0|=|5 4 1
3 1 41 [0 0 11 I3 1 4
1 0 0] [3 7 21 [3 7 2
0 1 0|X|5 4 1|=1|5 4 1
0 0 11 13 1 41 13 1 4
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Traco de uma matriz quadrada

O traco de uma matriz quadrada é a soma dos elementos da sua diagonal principal. Se A é uma matriz
quadrada, entdo o seu trago é representado por tr(4).

Exemplo:
3 7 2
A=|5 4 1
31 4

tr(A)=3+4+4=11
Propriedades do tragco de uma matriz

Considere as matrizes quadradas de mesma ordem A e B e o nimero real a. O trago de uma matriz apresenta
as seguintes propriedades:

o tr(A+B)=tr(A)+tr(B)
o tr(A—B)=tr(A)—tr(B)
o tr(ad) =axtr(A)

o tr(AB) =tr(BA)

Matriz oposta

Dada uma matriz 4, a sua matriz oposta é —A.

Exemplo:
3 =7 6
A=|-5 3 1
3 1 -4
Oposta de A:
-3 —(=7) -6
~A=|-(-5) -3 —1
-3 -1 —(-4)
-3 7 -6
-A=|5 -3 -1
-3 -1 4
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Matriz transposta, simétrica e antissimétrica

Matriz transposta

A transposta de uma matriz A corresponde a matriz cujas linhas foram transformadas em colunas.

e A primeira linha de A se torna a primeira coluna de A%;
e Asegunda linha de A se torna a segunda coluna de A;
e Aterceiralinha de A se torna a terceira coluna de A¢;
e Etc.

A representac3o da matriz transposta é simbolizada por AT ou At. Exemplos:

0 -9
0 1 4
Az[ ]—>At_1 5]
—9 5 1 s 3
3 -7 6 3 -5 3
A=|-5 3 1|sa=|-7 3 1
3 1 -4 6 1 —4

Propriedades da matriz transposta
A matriz transposta goza das seguintes propriedades:
e Atransposta da transposta corresponde a matriz original:
(A=A
e Transposta do produto de uma matriz por um nimero real:
(ad)t = aAl
e Transposta do produto de matrizes:
(AB)t = BA®
e Transposta da soma:
(A+B)t = At + Bt
Matriz simétrica
Uma matriz A é dita simétrica quando ela é igual a sua transposta:

A=At
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Exemplo:
3 -5 3 3 -5 3
A=|-5 3 1| ->A'=|-5 3 1
3 1 -4 3 1 —4

Uma matriz é simétrica quando:

e Equadrada; e
e Os elementos simétricos com relacdao a diagonal principal sdo iguais.

Veja mais atentamente o exemplo anterior:

3 1 =4]
Matriz antissimétrica
Uma matriz A é dita antissimétrica quando:
At =—-A

Exemplo:

0 5 -3 0 -5 3

A=|-5 0 1|-4"=[5 o0 -1[{=-4
3 -1 0 -3 1 0

Uma matriz é antissimétrica quando:
e E quadrada;
e Adiagonal principal é nula; e

e Os elementos simétricos com relagdo a diagonal principal sao opostos.

Veja mais atentamente o exemplo anterior:
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: 2 0 10 :
: (SEDF/2017) Considerando a matrizA = (4 10 20], julgue o proximo item.

: 0 2 40

: 0 X -7

iSeB=|1 0 z ] e a matriz A + B for simétrica, entdox +y +z = 0.

: y 10 0

: Comentarios:

: Primeiramente, vamos determinar A + B.

2 0 10 0 x -7
A+B=[4 10 20|+|1 O z]
0 2 40 y 10 0

240 O0+x 10-7
4+1 10+0 20+z
0+y 2+10 40+0

2 x 3
=|5 10 20+z
y 12 40

: Para uma matriz ser simétrica, ela deve ser quadrada e os elementos simétricos com relacdo a diagonal :
: principal devem ser iguais. :

Observe novamente a matriz A + B:
<X 3
5 16 o 20 +z
y 12 4Q

: Para ela ser simétrica, devemos ter:

logo, x+y+z=5+3+(—8)=0.
! Gabarito: CERTO.

(AFRFB/2014) A matriz quadrada 4, definida genericamente por A = q;j, € dada por a;; =0; a;, = —4;
P Qi3 =2;0y1 = X;A5, = 0;a,3 = (1 — 2);a31 = y;az, = 2z e, por ultimo, azz; = 0.Desse modo, para
i que a matriz A seja uma matriz antissimétrica, os valores de a,4, a,3, as; e as, deverdo ser, respectivamente,
: iguais a:

La) 4 —2; —2; 2.
b) 4; —2; 2; —2.
c)4; 2; —2; —2.
Ld) -4 -2 2; -2
e) —4; —2; =2; —2.

: Comentarios:
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i Vamos montar a matriz em questdo.

: a1 Q12 Ag3
A=|0z1 Az Qp3
a3z; dszz d4szs
: 0 -4 2 :
A=|x 0 1-—z
y 2z 0

: Para uma matriz ser antissimétrica, ela deve ser quadrada, a diagonal principal deve ser nula, e os elementos
i simétricos com relagdo a diagonal principal devem ser opostos.

i Observe novamente a matriz 4:

: “—4 2 ‘
X D“\\ 1 —Z
y 2z "0
Para ela ser antissimétrica, devemos ter: I
- x=—(-4) '
y=-2

: 2z=—-(1-2)

Portanto,x =4,y = -2, e:

2z=—(1-2)

2z=—-1+7z

2z—z=-1
z=-1

Obtidos os valores de x, y e z, temos a seguinte matriz A:

: 0 —4 2 :
A=|x 0 1-—z
y 2z 0
: 0 —4 2 :
A=|4 0 2
-2 =2 0

: Logo, os valores de a,q, a,3, az; € - deverdo ser, respectivamente, iguais a 4, 2, —2,F2.
i Gabarito: Letra C.
s s s s s NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN E AN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN EEEEEENENEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE L]
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Matriz inversa

Definigcao

A inversa de uma matriz A (nota¢3o: A~1) é aquela matriz que, quando multiplicada pela matriz 4, tem
como resultado a matriz identidade:

AATY =AT14A=1,
Uma matriz que ndo possui inversa é denominada singular.
A ndo possui inversa <> A é singular

Caso o assunto determinantes faca parte do seu edital, veremos que uma matriz é inversivel (possui inversa)
guando o seu determinante é diferente de zero. Caso contrario, isto é, caso a matriz tenha determinante
zero, ela é singular (ndo possui inversa).

Vamos a um exemplo que pode ser cobrado em prova:

Sejad = [(1) ;] Determine a matriz inversa de A.

Considere, genericamente, que A1 = [? Z] Nesse caso:
AA_l = 12

o 2olx[E al=lo 3]

Realizando o produto de matrizes, temos:

[1a+30 1b + 3d =[1 0
Oa+2c O0b+2d 0 1

la+3c 1b+3d) _[L 0)
2c 2d 0 1

: Como as duas matrizes sdo iguais, seus elementos sdo iguais:

la+3c=1 ig:g;ié
2c = 1
. 2d = d:E
Sabemos que ¢ = 0. Temos que:
; la+3c=1
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Portanto, a matriz inversa A™1 = [‘Cl b é dada por:

d

Aula 18
................................................................................... o .
Sabemos que d = ; Temos que:
1b+3d =0
b=-3d
2

(ANPEC/2018) Classifique a afirmacdo abaixo segundo a sua veracidade:
Se uma matriz tem inversa, entdo ela é singular.
Comentarios:
E Uma matriz é singular quando ela ndo possui inversa.

Gabarlto ERRADO.

(MPE SP/2019) A inversa da matriz ﬁ g] é:

a) 0,5 0,2

11 033

i [3 -5

R ]

MERE: :
2

P13 -1 :
d) -5 2 ]

o [033 02 :
i1 05

! Comentarios:

! Considere, genericamente, que A~1 = [Ccl Z] Nesse caso:

AATt =1

P S o=t
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: Realizando o produto de matrizes, temos:

: [2a+5c 2b +5d 2[1 0
la+3c 1b+3d 0 1

: Como as duas matrizes sao iguais, seus elementos sao iguais:

2a+5c=1

2b+5d =0
la+3c=0

1b+3d=1
Multiplicando a terceira equagao por —2 e somando com a primeira, temos:

2a+5c=1
—2a—6¢c=0

—c=1
Portanto, c = —1.
Da terceira equagao, temos:
. a+3c=0
a—3=0
a=3

Multiplicando a quarta equagado por —2 e somando com a segunda, temos:

2b+5d=0

—2b —6d = -2

—d=-2

Portanto, d = 2.

Da quarta equagdo, temos:

1b+3d=1

b+6=1

b=-5

Logo, a matriz inversa A™! = a Z] é:

A= [—31 _25]
[ GADAMMOILEITAB, ¢ eeeoeomseontessetesesesstee sttt ettt
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Propriedades da matriz inversa
Inversa da inversa

A matriz inversa da inversa de A é a prépria matriz A:

A H1l=4
Inversa da transposta X Transposta da inversa

A matriz inversa da transposta de A é igual a matriz transposta da inversa de A:

(A—l)t — (At)—l
Inversa do produto de uma matriz por um niumero real

Considerando uma matriz A inversivel e um ndmero real a, temos:
1
(ad)t=—-4"1
a
Exemplo:

1
(3A)_1 - §A_1

Inversa do produto de matrizes

Considerando duas matrizes A e B inversiveis, a inversa do produto AB é:

(AB)™! = B~1471
Para mais termos, segue-se a mesma légica:

(ABC)™*=Cc'B~ 1A'
Matriz inversa como analogo da divisao

Pessoal, a primeira coisa que devemos saber é que nao existe a operac¢ao de divisdo para matrizes. Feita
essa observacdo, vamos entender o porqué de a matriz inversa ser o analogo da divisao.

Considere que, em um problema de dlgebra, vocé chegue na seguinte equacao:
3x =9

O que vocé faz para obter o valor de x? Ao "jogar o 3 para o outro lado da equacdo", na verdade vocé estd
dividindo ambos os lados da equacdo por 3:

3x
3
X
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Agora vamos para um problema de matrizes. Suponha gue vocé tenha as matrizes quadradas A e B e que
vocé queira determinar uma matriz X em que:

AX =B

Note que nao podemos dividir ambos os lados da equa¢ao matricial por A, pois ndo existe a operagao de
divisdo para matrizes. Observe, porém, que podemos multiplicar ambos os lados da equacdo por A~* pela
esquerda (caso a matriz A seja inversivel, isto é, caso ela ndo seja singular). Assim:

A 'Ax =A"'B
Note que, por definigdo de matriz inversa, A"1A = I. Portanto:
IX=A"'B

A matriz identidade I é o elemento neutro da multiplicacdo de matrizes e, por isso, IX = X. Logo, ficamos
com:

X=A"'B

Isso significa que a matriz X que queremos determinar é o produto da inversa de A pela matriz B.

: (SEFAZ MG/2005) A, B e C sdo matrizes quadradas de mesma ordem, ndo singulares e diferentes da matriz
identidade. A matriz C é igual ao produto A Z B, onde Z é também uma matriz quadrada. A matriz Z,
portanto, é igual a: :

a)A™'BC

b) AC~1B~!
c)A"tCB!
d)ABC™!

e)C 1B 14t

Comentarios:

()

ESTAE

DIFICIL!

Note que todas as matrizes sdo quadradas, de mesma ordem e admitem inversa (pois ndo sao singulares).
A matriz C é igual ao produto AZB. Logo:
AZB =C

Ao multiplicar ambos os lados da equagdo por A~ pela esquerda, temos:
A 'AZB = A7'C
(A"1A)ZB =A"1C

(DZB =A"1C
ZB=A"'C
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Aula 18
: Ao multiplicar ambos os lados da equagdo por B! pela direita, temos:

ZBB™ ' =A"'CB!
Z(BB ) =4"'cB!
Z(hD=A"'cB™!
Z=A"1CB™!
: Portanto, a matriz Z é iguala A"1CB™1.

Gabarlto Letra C.

(Pref Paulinia/2021) Considere a equac¢do matricial A2X 1B~1 = AC, onde 4, B, C e X s3o matrlzes
quadradas invertiveis e de mesma ordem. :

: AsolugaoX éigual a
a) AB-1C
 b)ACTiC
c)CA B
 d)A~1BC
e)B~1c1A

: Comentarios:

Sabemos que todas as matrizes quadradas sdo inversiveis e de mesma ordem. Note que:
: A2X~1B7t = AC
AAX Bl = AC

Ao multiplicar ambos os lados da equagdo por A~%, pela esquerda, temos:
: ATTAAXT'B™' = ATTAC
(ATAAX B~ = (A71A)C
(DAX™'B~t=()C
AX7'Bt=¢C

Ao multiplicar ambos os lados da equacdo novamente por A~1, pela esquerda, temos:
: AT'AXT'Bt=A"1C
(A tAXx 1Bl =4"1C
(hDx B t=4"1C
X 1B l=4A"1C
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Ao multiplicar ambos os lados da equacao por X, pela esquerda, temos:
’ XX~1B~1 = XA"iC ;
XX HBl=xA"1C
(DB~ =XxA"'C

B l=XA"'C

Logo:
: XA"lc=B"1

Ao multiplicar ambos os lados da equagdo por €1, pela direita, temos:
5 XA“'cc1=B1c1! ;
xAtccH=p1c?
XA Y () =B"1ct
XAt=p"1c™?

Finalmente, ao multiplicar ambos os lados da equagdo por 4, pela direita, temos:
' XA'A=B"1C14
X(A'A =B"1cA
X(H=B"1c14
; X=B1c'A
Gabarlto Letra E.
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Matriz ortogonal

Uma matriz A é dita ortogonal quando a sua inversa é igual a sua transposta:

A é ortogonal <> A1 = At
Sabemos que, pela definicdo de matriz inversa:
AT1A=44"1 =

Quando a matriz A é ortogonal, uma vez que A~1 = A%, temos:

: (TRANSPETRO/2018) A inversa de uma matriz ortogonal é igual a sua
: A) adjunta

B) adjunta transposta

c) cofatora

d) cofatora transposta

e) transposta

Comentarios:

Uma matriz é ortogonal quando a sua inversa é igual a sua transposta.

Gabarito: Letra E.

i (ANPEC/1998) Uma matriz A, quadrada de dimens3o n é dita ortogonal quando A*A = AA' = I,,, onde o
superescrito t denota transposicdo e [, € a identidade de dimensao n. Considere uma matriz ortogonal A de
: ordem n. Classifique como certo ou errado a afirmagdo (sobre A) abaixo:

: Sua inversa e sua transposta sdo também matrizes ortogonais.

()

: Comentarios:

ESTAE

DIFICIL!

Note que a matriz A é ortogonal. Isso significa que:

Devemos responder duas perguntas:
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i « AmatrizA™! é ortogonal?

e A matriz At é ortogonal?

i Para que A1 seja ortogonal, devemos ter que a sua inversa (A~1)~1 seja igual a sua transposta (4~ 1)t

i A Unica informacdo que temos ao certo é que A~1 = A, Fazendo a transposta em ambos os lados da :

: equagdo, temos:
(A—l)t — (At)t

Como (A%)t = A, temos:

(At =4

! Observe que 4 = (A"}~ Logo:
(A—l)t — (A—l)—l

Portanto, é verdade que A~! é ortogonal, pois a sua inversa (A1)~ é igual a sua transposta (A~1)¢.

Como A~ é ortogonal, A também é. Sabemos, pelos dados do problema, que A~ = A*. Como ja obtemos
i que (A"t = (A™1) 71, basta substituir A~! por A% :

(A—l)t — (A—l)—l
(At)t — (At)—l

Portanto, também é verdade que A’ é ortogonal, pois a sua inversa (A*)~! é igual a sua transposta (4%)¢.

Gabarito: CERTO.
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DETERMINANTES

Determinantes

Noc3ao basica e representacao

Um determinante é um numero calculado a partir de uma matriz quadrada. Representado por duas
barras"| |".

Determinante de matriz de ordem 1

O determinante de uma matriz de ordem 1 é o préprio elemento da matriz.

Determinante de matriz de ordem 2

A:[‘Cl Z]—>detA=ad—bc

(Produto dos elementos da diagonal principal) — (Produto dos elementos da diagonal secundaria)

Determinante de matriz de ordem 3

Regra de Sarrus

1 12
az1 az>
1 2

Parte Negativa Parte Positiva
detA = [ay,a3;a33 + 412033031 + A13a3103;] — [ag3a2,a31 + ag1033a3; + ag2a0;1a33]

Obtencdo do determinante de matrizes de qualquer ordem

Menor complementar

O menor complementar de um elemento a;; de uma matriz 4 é o determinante D;; da matriz obtida

eliminando-se a linha i e a coluna j da matriz 4.

Cofator ou complemento algébrico

O cofator do elemento a;; de uma matriz A € um numero representado por 4;; calculado do seguinte
modo:
— i+j
Ajj = (1) Dy

Teorema de Laplace

O determinante de uma matriz A é a soma dos produtos dos elementos de uma fila qualquer (linha ou
coluna) pelos seus respectivos cofatores.

1. Escolher uma fila (linha ou coluna), preferencialmente a que tiver mais zeros;
2. Realizar o produto de cada elemento da fila pelo seu respectivo cofator; e
3. Somar os produtos obtidos.

v
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Propriedades dos determinantes

e Teorema de Binet: det(AB) = det A X detB

. .. — 1
e Determinante da matriz inversa: detA™1 = Jota

e Determinante da matriz transposta: det A = det 4

e Multiplicagao de uma fila por uma constante: ao multiplicar uma fila (linha ou coluna) de uma matriz
por uma constante k, o determinante dessa nova matriz também fica multiplicado por k.

¢ Multiplicagdo da matriz por uma constante: det(kA) = k™ det A

¢ Determinante de matriz triangular ou de matriz diagonal: o determinante é o produto dos elementos
da diagonal principal.

¢ Fila nula: uma matriz que apresenta uma fila (linha ou coluna) cujos elementos sdo todos zero
apresenta determinante zero.

e Filas paralelas iguais: uma matriz com filas paralelas iguais (linhas ou colunas) apresenta
determinante zero.

¢ Filas paralelas proporcionais: uma matriz com filas paralelas proporcionais (linhas ou colunas)
apresenta determinante zero.

¢ Troca de filas paralelas: ao trocarmos uma fila (linha ou coluna) de lugar com outra fila paralela, o
determinante muda de sinal.

e Combinagao linear de filas: quando uma matriz apresenta uma fila (linha ou coluna) que é
combinacado linear de outras filas, o seu determinante é zero.

Teorema de Jacobi

Ao multiplicar uma fila por qualquer niumero e somar esse resultado a uma outra fila paralela

qualquer, o valor do determinante ndao se altera. Em outras palavras, podemos trocar uma fila

qualguer por uma combinacdo linear que contenha a fila original.

Regra de Chié

* Fazer com que o elemento a4 sejaigual a 1;

e Zerar todos os elementos da primeira linha, a exce¢do de a1, fazendo uso da primeira coluna;
¢ Feita a operagdo anterior, o determinante em questdo é igual ao menor complementar D4;

* Repita o processo, se necessario, para reduzir a ordem do determinante mais uma vez.

Matriz inversa

A é inversivel <> detA # 0
A é singular &> detA =0

a=[f U a4

(]
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Nocao basica e representacao

Pessoal, a aplicacdo pratica de determinantes surge quando estudamos sistemas lineares, que sera visto na
sequéncia, caso faga parte do seu edital.

Nesse momento, deve-se entender que um determinante é um numero calculado a partir de uma matriz
quadrada.

Considere uma matriz A dada por A = [_41 ;] Seu determinante, como veremos adiante, € o niUmero 11.

A representacdo do determinante de A pode ser feita de duas formas:
e detA=11;0u
4 3| _
- |4 2| =11.

()

FIQUE

ATENTO!

Vimos na se¢do de matrizes que podemos representa-las tanto com colchetes "[ ]" quanto
com parénteses "()". A matriz A, portanto, pode ser representada dessas duas formas:

14 3 (4 3
A"[—1 2 A"(_1 2)
Ja o determinante da matriz A é representado por duas barras "| |", e o seu calculo

corresponde a um ndmero.

|4 3=
deta=|" S|=11

Determinante de matriz de ordem 1

Uma matriz quadrada de ordem 1 é uma matriz que apresenta uma Unica linha e uma Unica coluna.
Exemplo:

Ayx1 = [7]
O determinante de uma matriz de ordem 1 é o préprio elemento da matriz. Exemplos:

o A=[3] - detd = 3;
e B=|[V5] >detB =15
o (C=[-2]->detC=-2.
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Determinante de matriz de ordem 2

Para calcular o determinante de uma matriz quadrada de ordem 2, devemos realizar a seguinte operagao:

(Produto dos elementos da diagonal principal) — (Produto dos elementos da diagonal secundaria)
Considere a matriz de ordem 2 genérica, dada por A = [Z Z] Seu determinante é dado por:

det4A = ad — bc

Vamos a um exemplo numérico: A = [_41 g .

detA=[4x2]—-[3x(-1)]

=8-(-3)

: (Pref. N Horizonte/2019) O nimero real que verifica se o valor do determinante da matriz [
al8é:

a) 54.

: b) 36.

c) 27.

d) 9.

e) 3.

Comentarios:

O determinante da matriz em questao é dado pela seguinte operacao:

. (Produto dos elementos da diagonal principal) — (Produto dos elementos da diagonal secundaria)
Para que o valor do determinante seja igual a 18, devemos ter:

(x* x2x)—(4x9) =18

2x3—36=18
2x3 =54
x3 =27
x3 =33
: X =
Gabarito: Letra E.
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Determinante de matriz de ordem 3

Para calcular o determinante de uma matriz quadrada de ordem 3, vamos utilizar a regra de Sarrus.
Considere a matriz A:

4 2 =2
A=|[3 -1 4
-5 -3 1

Para aplicar a regra de Sarrus, devemos repetir as duas primeiras colunas da matriz apés a terceira coluna:

4 2 2] 4 2
3 -1 4] 3 -1
-5 -3 11-5 -3

Nesse momento, vamos dividir o calculo em 2:

e Parte positiva;
e Parte negativa.

A parte positiva é obtida por meio das diagonais para a direita. Para obté-la, multiplicamos os elementos
dessas diagonais e somamos os valores.

[4.(~1).1+ 2.4.(=5) + (=2).3.(=3)]
= [(—4) + (—40) + 18]
= —26

A parte negativa é obtida por meio das diagonais para a esquerda. Para obté-la, multiplicamos os
elementos dessas diagonais e somamos os valores.

4
3

[(=2).(=1).(=5) + 4.4.(—3) + 2.3.1]
=[(—10) + (—48) + 6]
= —52

Para obter o determinante, tomamos a parte positiva e subtraimos a parte negativa.
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det A = (Parte positiva) — (Parte negativa)
= (—26) — (—52)
=—-26+52

=26

De modo genérico, temos a seguinte representacao da regra de Sarrus:

[

FIQUE

ATENTO!

Regra de Sarrus

a 2
az azz
a
Parte Negativa Parte Positiva

detA = [ay1a5;a33 + a12a53a31 + A13a51a3;] — [a13a22a31 + ag1az3a3; + a120;31a33]

(CRM PR/2014) Qual deve ser o valor de X para que o determinante seja 0,5?

1 3 5
2 X 6
0 1 1

a)0,5

:b)1

c)1,5

)2

e) 2,5
Comentadrios:

: Vamos aplicar a regra de Sarrus no determinante em questdo. Primeiramente, devemos repetir as duas
i primeiras colunas da matriz apds a terceira coluna:

1 3 5]1 3
2 X 6|2 X
0 1 110 1
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T T R S R R R R R RSO EE SRS RS RO RSSO .
X

Parte Negativa Parte Positiva
[1.X.1+3.6.0+5.2.1] - [5.X.0+1.6.1+ 3.2.1]
=[X+10] —[6 + 6]
=X-2

Portanto, o determinante em questdo é X — 2. O valor de X para que o determinante seja igual a 0,5 é:
X—-2=0,5
X=25
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Obtencao do determinante de matrizes de qualquer ordem

Para que possamos calcular o determinante de matrizes de ordem superiores a 3, devemos compreender
primeiramente os conceitos de menor complementar e de cofator (ou complemento algébrico).

Menor complementar

Considere uma matriz A de ordem maior ou igual a 2.

O menor complementar de um elemento qualquer dessa matriz A é o determinante D;; da matriz

resultante ao se eliminar a linha e a coluna em que esse elemento se encontra.

o)

VATEN(;AO
DECORE!

Em outras palavras, o menor complementar de um elemento a;; de uma matriz A é o
determinante D;; da matriz obtida eliminando-se a linha i e a coluna j da matriz A.

Professor, ndo entendi nada!
Calma, amigo. Essas coisas sé se entendem com um exemplo mesmo!

Considere a seguinte matriz A:

A=]13 -1 4

-5 -3 1

4 2 —2]

Para calcular o menor complementar do elemento a,,, isto é, para obter calcular o determinante D,,,
precisamos eliminar a linha e a coluna do elemento a;,.

Note que a,, = 2, e esse elemento estad na primeira linha e na segunda coluna da matriz A.

A= — 4

3
-5 - 1

Logo, o determinante D;, correspondente ao menor complementar de a4, é:

3 4
-5 1

Dy, = [3x1] = [4 x (=5)]
Dy, =3 — (—20)
Dy, =23

D, =
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: (MPOG/2005) O menor complementar de um elemento genérico x;; de uma matriz X é o determinante
que se obtém suprimindo a linha e a coluna em que esse elemento se localiza. Uma matriz Y = y;;, de :
: terceira ordem, é a matrlz resultante da soma das matrizes A = (a;;) e B = (b;;). Sabendo-se que (a”)

=(i+j)%eque b;j = i®, entdo o menor complementar do elemento y,3 € igual a: :

: A)O

)=

o=

 d)8

e) 80

Comentarios:

A matrizY é a soma as matrizes A e B.

Os elementos da matriz A sdo dados por a;; = (i + j)?. Logo:
a,=0+1D%=4; a;,=(14+2)?=9; a;3=01+3)>=16
Ay = 2+1)2=9; a,, =2+2)>=16; a,; =2 +3)>=25
a;;, =B+1)2=16; az; =(3+2)2=25; az3=3B+3)2=9

Portanto, a matriz A é dada por:

4 9 16
A=|9 16 25]
16 25 36

Os elementos da matriz B sdo dados por b;; = i%. Logo:
by =12=1; b;,=12=1; b;3=12=1
byy =22=4; by, =22=4; b,y=22=4
by =32=9; by =32=9; by3=32=9

Portanto, a matriz B é dado por:

1 1 1
B=|4 4 4
9 9 9
A matriz Y é a soma das matrizes A e B:
4 9 16 1 1 1
Y=A+B=|9 16 25|+|4 4 4
16 25 36 9 9 9
5 10 17
Y=|(13 20 29
25 34 45
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: Perceba que o elemento y,5 é igual a 29. O menor complementar de y,; é o determinante da matriz que
: se obtém eliminando a linha 2 e a coluna 3:

[5 10 37

25 34 45

: Logo, o determinante D3 correspondente ao menor complementar de y,3 é:

| 5 10

25 34

=[5x%x34] — [10 x 25]
= —80

Gabarito: Letra C.

Cofator ou complemento algébrico

Considere uma matriz A de ordem maior ou igual a 2.

O cofator de um elemento a;; dessa matriz A € um numero representado por A;; calculado do seguinte
modo:

— i+j
Ajj = (=1)"™Dy
u
Onde D;; € o menor complementar do elemento a;;.

Utilizando como exemplo a mesma matriz:

4 2 =2
A=]13 -1 4
-5 -3 1

Temos que o cofator do elemento a,, é dado por:
A = (=1)'*2Dy,
Do item anterior, ja obtemos que o menor complementar D, é igual a 23. Logo:
A, =(—1)3x23
A, = (—1)x 23
A, = =23

Portanto, o cofator do elemento a, é A, = —23.
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Teorema de Laplace

O Teorema de Laplace serve para obtermos o determinante de qualquer matriz gquadrada de ordem maior
ou igual a 2.

Vamos conceituar o teorema:

(o)

TOME

NOTA!

O determinante de uma matriz A é a soma dos produtos dos elementos de uma fila qualquer
(linha ou coluna) pelos seus respectivos cofatores.

Vejamos o teorema com mais detalhes. Em resumo, ele consiste em seguir 3 passos:
1. Escolher uma fila (linha ou coluna), preferencialmente a que tiver mais zeros;
2. Realizar o produto de cada elemento da fila pelo seu respectivo cofator; e

3. Somar os produtos obtidos.

Vamos realizar um exemplo para que tudo fique mais claro.

EXEMPLIFICANDO

3 ........ 23 ..... 1 ................................................................................................... ,
. -1 2 o s
Calcule o determinante de 4 = 5 1.0 6

2 4 0 3

Note que temos uma matriz quadrada de ordem 4. Seu determinante ndo pode ser obtido pela regra de
: Sarrus. Nesse caso, devemos seguir os trés passos do Teorema de Laplace. :

: 1. Escolher uma fila (linha ou coluna), preferencialmente a que tiver mais zeros:

: Vamos escolher a terceira coluna, pois ela apresenta trés zeros.

3 2 3 1

-1 2 0 8

A= 5 -1 0 6
S S S .
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: 2. Realizar o produto de cada elemento da fila pelo seu respectivo cofator

: Lembre-se que o cofator é definido como 4;; = (—1)i+fDl-j. Devemos, portanto, calcular os seguintes :
: produtos:

a13413 ay3473 asz3As;3 Au3A43

: Calculo de aq3A413

_ 4|1 2 8
=3xED g b 6
2 4 3
-1 2 8
=3|5 -1 6
2 4 3
5 -1 2 8
: Aplicando aregrade Sarrusem | 5 —1 6|, obtém-se 197.
2 4 3
Logo:
' -1 2 8
a21A21 = 3 5 -1 6
2 4 3
3 x 197
=591

: Calculo de a23A23
: Note que o elemento a,; é zero, de modo que o produto a,3A,3 sera zero:

a23A23 = O X A23 = 0

Calculo de a33A33
: Note que o elemento as; é zero, de modo que o produto a;3As; sera zero:

a33A33 =0X A33 =0

Calculo de a4_4_A43
: Note que o elemento a,3 é zero, de modo que o produto a,3A4,; sera zero:

Ay3443 = 0X Ay3 =0
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: 3. Somar os produtos obtidos

Por fim, para obter o determinante, soma-se os produtos obtidos:
detA = az;43; + azp4s; + az3dss + ay3ds3
=5914+04+0+0
=591

Logo, determinante de 4 é 591.

.
=

Destaca-se a importancia de se selecionar a fila (linha ou coluna) com o maior nimero de zeros. Caso
tivéssemos selecionado outra fileira, o trabalho teria sido muito maior, pois teriamos que calcular mais
determinantes de ordem 3. Vejamos:

%)

EXEMPLIFICANDO
3 ........ 23 ..... 1 ................................................................................................... !
. -1 2 0 8
Calcule o determinante de 4 = 5 10 6
2 4 0 3

: 1. Escolher uma fila (linha ou coluna), preferencialmente a que tiver mais zeros

: Vamos supor que tenhamos escolhido a segunda linha, que ndo é a fila que apresenta mais zeros.

3 2 31
-1 2 0 8
5 -1 0 6
2 4 0 3

2. Realizar o produto de cada elemento da fila pelo seu respectivo cofator; e
3. Somar os produtos obtidos.
Nesse caso, o determinante seria calculado da seguinte forma:
detA = az1Azq + AzzA2; + Az3453 + A2447,
(—1).(=1)2*1Dyy + 2.(=1)3*2Dy, + 0. (—1)2*3D,3 + 8.(—1)?**D,,
= Dyq + 2Dy, + 8Dy,

2 31 3 3 1 3 2 3
= 10 67?5 - o 6/T85 -1 0
4 0 3 2 0 3 2 4 0
2 31 3 3 1 3 2 3
=|-1 0 6/+2[5 0 6/+8|5 -1 0
N 4..0. 3.1 2.0 3.1 F T T L S
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: Aplicando a regra de Sarrus para os trés determinantes, obtém-se 81, —9 e 66, respectivamente. Portanto:
: detA = 81 +2 x (—9) + 8 x 66 :
=81—-18+ 528

= 591

Note gue chegamos no mesmo resultado, porém foram necessarias 3 aplicacdes da regra de Sarrus.

(SEFAZRS/2014)Odeterm|nantedamatnz ..............................................................................................................
’ 1 2 10 5
A= % —33 % (1) ¢

2 1 1 4

o=
b)-
c)14
 d) 16
e) 28
Comentarios:
Devemos calcular um determinante de ordem 4. Para tanto, faremos uso do Teorema de Laplace.
1. Escolher uma fila (linha ou coluna), preferencialmente a que tiver mais zeros;
Selecionaremos a quarta coluna, pois ela é a fila que mais apresenta zeros.
. 1 2 1 0

A=y 521

2 1 1 4

2. Realizar o produto de cada elemento da fila pelo seu respectivo cofator; e
3. Somar os produtos obtidos.
O determinante de A é dado por:
detA = ay4A14 + Q24454 + 34434 + Q44444
=0.A14+0.4,, + 1. A3y + 444,
= Azq + 444,
= (~1)***Dyy + 4 x (~1)***D,,
= (=1)"D34 + 4 X (=1)®Dy4
e S Y S
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2 3 1
2 -3 2

: Vamos aplicar a regra de Sarrus no primeiro determinante Dgy,:

Parte Negativa Parte Positiva
Dy =01.3.1+2.1.2+1.2.1] - [1.3.2+1.1.1 + 2.2.1]
Dyy=[3+4+2]—[6+1+4]
D;, =9—-11
D3y = -2

: Vamos agora aplicar a regra de Sarrus no segundo determinante Dy,:

Parte Negativa Parte Positiva
Dy =1[13.2+2.1.2+1.2.(-3)]-[1.3.2+1.1.(-3) + 2.2.2]
Dy =[6+4—-6]—[6—-3+38]
Dy =4—-11
D4y = -7

: Voltando ao calculo do determinante de A4, temos:

1 2 1 1 2 1
detA=—|2 3 1|/+4[2 3 1
2 1 1 2 -3 2 :
= —(-2)+4x (-7 3
=228
= —26
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Propriedades dos determinantes

Teorema de Binet

O teorema de Binet nos diz que o determinante do produto de duas matrizes é igual ao produto dos
determinantes das duas matrizes.

det(AB) = det A X detB
Esse teorema também pode ser aplicado para mais matrizes:

det(ABC) = det A X det B X det(C

£ L ,
(MPE-RS/2010) Considere as matrizes M = i f eP=|"° g .
- = 1 2
5 4 4

Sendo Q o produto das matrizes M e P, nessa ordem, ou seja, @ = MP, o determinante da matriz Q é
igual a: :

1
a) 7o

b) —

240

1
%) 36

d) —

540

1
®) 7%

Comentarios:

Note que a questdo pede o determinante da matriz MP. Nao é necessdrio calcular o produto das matrizes, :
pois, pelo Teorema de Binet, sabemos que: :

det(MP) = detM X detP

O determinante da matriz M é dado por:

dtM_[1x1 [1X1__1 1 5-6 1
=37 T 1275 T -

1210 60 60
O determinante da matriz P é dado por:
det P [ 5] [2 1] 2 2 1 2 3-4 1
= |—X—]—-]1—X == ———_— e —_——_——_ = —_— = — —
© 54| |3 2 3 23 &6
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: Logo, o determinante de Q = MP é dado por:

det(MP) = detM X detP

~(~50)*(-5)

Gabarito: Letra C.

Determinante da matriz inversa

O determinante da matriz inversa é o inverso do determinante da matriz original.

Essa propriedade é uma consequéncia do Teorema de Binet.

Pela definicdo de matriz inversa, temos que:
AATr =1
Logo, o determinante do produto é:

det(AA™1) = detl

: Veremos mais adiante que o determinante de uma matriz diagonal é o produto dos elementos da :

diagonal. No caso da matriz identidade, esse produtosera 1x 1 X ..xX1 = 1.Portanto, det/ = 1.

nvezes
(matriz de ordem n)

Além disso, pelo Teorema de Binet, temos que det(A™*4) = det A x det A™?. Logo:

det(4471) = det]
detAxdetd =1
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Determinante da matriz transposta
O determinante da matriz transposta é igual ao determinante da matriz original.

det A = detA

(TRT 11/2017) Se A é uma matriz quadrada de ordem 2 tal que A = [; i , entdo o determinante da
i inversa da matriz transposta de A é igual a
a) -0,20
 b)-0,40
c)-0,25
 d)-0,50
e)-1,00
Comentarios:
A questdo pergunta pelo determinante da inversa da transposta.
A- A - @)

. —
transposta inversa da transposta

l O determinante da matriz A é dado por:
|11 3
detA = |2 1

=[1x1] —[3 x 2]

Lembre-se que det A = det A. Logo, o determinante da inversa da transposta é:
: 1
det(4t)~1 = det(ad)
1
~ detA
1
s

=—0,2
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Multiplicacdo de uma fila por uma constante

Ao multiplicar uma fila (linha ou coluna) de uma matriz por uma constante k, o determinante dessa nova
matriz também fica multiplicado por k.

)

EXEMPLIFICANDO

: Exemplo: considere a seguinte matriz A.
: B 2
A=ly 3

detA=3x3-2x1=7

Multiplicando uma das filas de A por 5, obtemos uma nova matriz, que chamaremos de A’. Observe que o
: determinante de A" fica multiplicado por 5. Veja: :

3 5x2
1 5x3

3 10
1 15

detA"=2x15-10%1
=45-10
= 35 :
Uma consequéncia interessante dessa propriedade é realizar a operagao inversa, removendo um fator
: comum de dentro do determinante. Veja: :
R A U

a=|

a=|

Multiplicacao da matriz por uma constante

Ao multiplicar uma matriz de ordem n por uma constante k, o determinante dessa nova matriz fica
multiplicado por k™.

det(kA) = k™ det A

: Exemplo: considere a seguinte matriz A = [3 , Cujo determinante é 7.

A matriz 3A é dada por:

=3><3 3x2=[9 6
3x1 3x3 3 9
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O determinante de 34 = [Z g é:

det34 = [9 X 9] — [6 X 3] = 63

: Note que o novo determinante é 9 vezes o determinante original, isto é:

det(34) = 3%det4

Note que, ao multiplicar uma matriz de ordem n por uma constante k, na verdade
estamos multiplicando cada uma das suas n linhas (ou colunas) por k. Por isso, o novo
determinante acaba sendo multiplicado por:

kxkx..xk=k"

nvezes

(MPE SC/2022) Seja A uma matriz 4 x 4 cujo determinante é igual a 2.
O determinante da matriz 3A é igual a:

a) 6;

b) 12;

c) 24;

d) 64;

e) 162.

Comentarios:

: Sabemos que, ao multiplicar uma matriz de ordem n por uma constante k, o determinante dessa nova
: matriz fica multiplicado por k™.

det(kA) = k™ detA
Como a matriz A é de ordem n = 4, temos:
' det(34) = 3* det 4
det(34) =81 x 2
: det(34) = 162
Gabarito: Letra E.
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(Pref Gramado/2019) Considerando que a Matriz A seja quadrada de ordem 2 e que tenha determinante :
|gual a 2, o determinante da matriz 34 é:

Ea) 2.
i b) 6.
Ec)9.

 d) 18

e) 54

Comentarios:

A matriz A apresenta ordem n = 2 e determinante det A = 2.

Temos que:

' det3A = 3" detA
=32x2
=9x2

Gabarito: Letra E.

: (MPOG/2008) Uma matriz X de quinta ordem possui determinante igual a 10. A matriz B é obtida
: multiplicando-se todos os elementos da matriz X por 10. Desse modo, o determinante da matriz B € igual a:

2) 1076

: b) 105

c) 101°

 d) 10

) 103

Comentarios:

A matriz X apresenta ordem n = 5 e determinante det X = 10.

A matriz B é obtida multiplicando-se todos os elementos da matriz X por 10. Logo:
' B =10X

O determinante da matriz B é:

detB = det 10X

=10"detX
=10° x 10
: =106
Gabarlto Letra D.
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Determinante de matriz triangular ou de matriz diagonal

O determinante de uma matriz triangular ou de uma matriz diagonal é o produto dos elementos da
diagonal principal. Exemplos:

3 2 8 1
0 2 2 8|_ _
° 0 0 1 6_3><2><1><3—18
0 0 0 3
3 0 O
e [1 5 0/=3%x5x%x2=30
5 7 3
1 0 0 O
0 2 0 O0f_ _
. 0 0 5 0_1><2><5><3—30
0 0 0 3
1 0 0 O
{0 1 0 o0]_ _
o detl, = 0 0 1 0—1><1><1x1—1
0 0 0 1

(IF Baiano/2019) Seja A;.3 uma matriz que pode ser decomposta como o produto de outras duas matrizes
i L3x3 € Usxz, onde L é uma matriz triangular inferior, com l;; = l; = l33 = 1, e U, uma matriz :
: triangular superior, talque A = L.U :

5 2 1 Ly 0 0 Uyp Uz Ugs
(3 1 4) == <l21 l22 0 )( 0 Uz u23>
113 31 l32 33 0 0 us3

Calcule o determinante da matriz U.

fa)detU = —13

 b)detU = —9
c)detU = -2
 d)detU = 3
e)detU = 5
Comentarios:

Note que A = LU. Pelo Teorema de Binet, temos:
detA = det LU
detA = detL X detU
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'|50|andodetU,f|camoscom ....................................................................................................................................... .
' detA :
detl detU
' detA :
detU = detl ;

: Como L é uma matriz triangular inferior, deu determinante é o produto dos elementos da diagonal
i principal. :

detL = lll X lZZ X l33
=1x1x1
=1

i A é uma matriz 3 X 3 conhecida. Para obter o seu determinante, podemos utilizar a regra de Sarrus.

Parte Negativa Parte Positiva
detA=[513+2.41+13.1]-[1.1.1+5.4.1+2.3.3]
=[15+8+ 3] —[1+ 20+ 18]
= 26 — 39

Logo:
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Fila nula

Uma matriz que apresenta uma fila (linha ou coluna) cujos elementos sdao todos zero apresenta
determinante zero. Exemplos:

1 0] _
* 3 0|_0
1 4 -3
° 0 0 0(=0
5 V11 =
3 2 0 1
-1 2 o0 8|_
* |5 -1 0 679
2 4 0 3

Filas paralelas iguais

Uma matriz com filas paralelas iguais (linhas ou colunas) apresenta determinante zero. Exemplos:

1 1) _
* 3 3|_0
4 4 4
e |4 4 4|=
5 V11 =«
1 2 1 1
1 2 1 8|_
* 11 11 679
1 4 1 3

Filas paralelas proporcionais

Uma matriz com filas paralelas proporcionais (linhas ou colunas) apresenta determinante zero. Exemplos:

1 3 . . o
* 3 9| = 0, pois a segunda coluna é 3 vezes a primeira coluna.
1 2 3
e |05 1 1,5[=0, poisa primeira linha é o dobro da segunda linha.
5 V11 =&
4 2 20 1
° 12 5 8_ 0, pois a terceira coluna é 5 vezes a primeira coluna
2 -1 10 6 ’ )
3 4 15 3
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Troca de filas paralelas

Ao trocarmos uma fila (linha ou coluna) de lugar com outra fila paralela, o determinante muda de sinal.

N

3 2 3 3 3 2
-1 2 3[(=20 - (-1 3 2|=-20
5 -1 1 5 1 -1
Professor, e se trocarmos as filas de novo?
Nesse caso, o sinal muda novamente!
4 2 7 1 3 4 4 3 3 4 4 3
1 2 5 1 _ 1 2 5 1m~_ 2 -1 1 6|_
2 -1 1 6>_271 - 2 -1 1 6>_ 271 = |y 5 5 q1|7?%71
3 4 4 3 4 2 7 1 4 2 7 1
............................................................................ s e ,
: (MPE SC/2022) Considere as matrizesA=|d e fleB=|2d f 3e|.
: g h k 2g k 3h

Sendo det(A) e det(B) os determinantes das matrizes A e B, respectivamente, tem-se que:
a) det(A) = 6 X det(B);
b) det(A) = —6 X det(B);
c)det(B) = 6 X det(4);
d) det(B) = —6 X det(A);
e) det(A) = det(B).
Comentarios:

Sabemos que, ao multiplicar uma fila (linha ou coluna) de uma matriz por uma constante k, o:
determinante dessa nova matriz também fica multiplicado por k. :

Uma consequéncia interessante dessa propriedade é realizar a operagdo inversa, removendo um fator :
comum de dentro do determinante. :

Veja que:
2a ¢ 3b
det(B) = |2d [ 3e
2g k 3h
a c 3b
det(B)=2x|d f 3e
g k 3h
: a c¢c b :
det(B)=2x3x|d f e
g k h
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................................................................................................. L
det(B)=6x|d f e
g k h
—
: a c b :
: Note que x = |[d f e| é muito parecido com det(A). A diferenca é que a segunda e a terceira coluna :
: g k h

i estdo trocadas.

: Sabemos que ao trocarmos uma fila (linha ou coluna) de lugar com outra fila paralela, o determinante :
: muda de sinal. Logo: N :

a c b a b c
d f el=x-|d e f = —X
VIR
: det(A4)
 Portanto:
: det(A) = —x
x = —det(4)
Consequentemente, temos que det(B) é dado por:
: a c b
det(B)=6x|d f e
g k h
X

: det(B) = —6 X det (A)
Gabarito: Letra D.

B RN RN RN RN R RN RN N RN R RN RN RN R A AR A NS NN EEAAEEEEEAAENENEAAEEEEENSSEEEEASSEEEEESEEEEEEEEEEEEEEEEEEE [}
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Combinacao linear de filas
Primeiramente, vamos entender o que é uma combinacao linear.

Podemos dizer a primeira linha L; de uma matriz, por exemplo, é combinacdo linear de outras linhas L,, L
e L, quando existem valores reais a, b e c tais que:

L1 = aLZ + bL3 + CL4

Exemplo: considere a matriz A abaixo:

1 2 1
A=|[3 7 5
6 13 8

Note que a terceira linha L; = [6 13 8] é uma combinagdo linear da primeiralinhaL; =[1 2 1]e
dasegundalinhal, =[3 5 7], poisL; = 3L; + L,.

Vejamos:
3L, + L,
=3[1 2 1]+[3 7 5]
=[3 6 3]+[3 7 5]
=[6 13 8]
=L,

Também podemos ter combinacgdes lineares com colunas. Considere a seguinte matriz B:

4 2 7 11
|1 2 5 9
B = 2 1 1 3
3 4 4 12
11 2
Note que a quarta coluna C, = g é combinagado linear da segunda coluna C, = i e da terceira coluna
12 4

7
C3=li}poBC4=2C2+C§
4
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Vejamos:

+
NN
L—

Entendida a ideia de combinagdo linear entre linhas e entre colunas, devemos saber que quando uma
matriz apresenta uma fila (linha ou coluna) que é combinagdo linear de outras filas, o seu determinante é
zero.

Nos exemplos em questdo, a matriz A e a matriz B apresentam determinantes nulos.

5 -1 -2 1
. _|1-1 2 -3 1
(TJ PR/2009) Calcule o determinante de A = 4 -4 —6 3

a) 11

 b) —11

c)o

)5

Comentarios:

E ai, concurseiro? Vai aplicar o Teorema de Laplace nesse determinante 4x4? Negativo!

Note que a linha 1 é a soma dalinha3 comalinha4,istoé, L, = L; + Ly,.

5 -1 -2 1
_|-1r 2 -3 1
A= 4 -4 -6 3

1 3 4 -2
: Como temos uma linha que é combinacdo linear de outras duas, o determinante é zero.

Gabarito: Letra C
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Teorema de Jacobi

O Teorema de Jacobi é uma ferramenta poderosissima. Isso porque esse teorema nos permite manipular
os determinantes de modo a aplicar as propriedades vistas até entao.

Esse teorema nos diz que ao multiplicar uma fila por qualquer nimero e somar esse resultado a uma
outra fila paralela qualquer, o valor do determinante nao se altera.

Em outras palavras, podemos trocar uma fila qualquer por uma combinacado linear que contenha a fila
original.

Vejamos um exemplo:

: Calcule o determinante da matriz 4 =

: Note que temos um determinante de ordem 4. Poderiamos aplicar o Teorema de Laplace diretamente
: para resolver o problema, porém note que seria bastante trabalhosa a resolucdo, visto que ndo temos uma
: fileira com trés zeros.

: Para resolver o determinante, vamos fazer "surgir alguns zeros" com o Teorema de Jacobi. Lembre-se que
: ao multiplicar uma fila por qualquer nimero e somar esse resultado a uma outra fila paralela qualquer, o
: valor do determinante nao se altera.

: Primeiramente, vamos multiplicar a primeira coluna (C;) por (—2) e somar a segunda coluna (C,).
Em outras palavras, vamos substituir C, por C, + (—2)C;.
Para facilitar a comunicagao, vamos descrever essa substitui¢ao assim: C, <« C, — 2C;.

x(=-2)

N

1 2 1 2 1 01 2
4 8 1 3|@ @214 0 1 3
3 71 2 3 1 1 2
1 2 1 3 1 0 1 3

Note também que podemos substituir C, por C, + (—2)Cs, isto é, podemos realizar a operagdo
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><(—2) ........................................................................................................ )
1 0 1 2 1 0 1 0
4 0 1 3|24 0 1 1
3 11 2 - 3 1.1 0
1 0 1 3 1 0 1 1

Observe que o determinante da matriz original corresponde a:
0 1 0

W R
o =mO

1 1
1 0
1 1

Note que agora podemos aplicar o Teorema de Laplace com mais facilidade. Ao selecionar a segunda :
coluna, temos que o determinante é dado por: :

detA=OXA12+0XA22+1XA32+0XA42

= 1 XA32

= (—1)3+2D32
1 1 0
= (-1)° 4 1 1
1 1 1

1 1 0

=—14 1 1

1 1 1

Parte Negativa Parte Positiva
D;; =[1.1.1+1.1.1+0.4.1] - [0.1.1+1.1.1 + 1.4.1]
D32 = 2 - 5
D32 = _3
1 1 0
Note quedetA = —|4 1 1|.Portanto:
1 1 1
detA = —(-3)
detA =
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Regra de Chio

A Regra de Chid é uma regra que permite com que um determinante tenha a sua ordem reduzida. Trata-se
de uma aplicacdao do Teorema de Jacobi.

Vamos ver a aplicacdo da regra na pratica. Considere o determinante abaixo:

_ W W
N g0 DN
N R R R
W NW N

O primeiro passo e fazer com que o elemento a;; seja igual a 1. Realizando a operagao C; < C; — 2(C5,
temos:

X(-2)

3 21 2 1 21 2
4 8 1 3|G@26] 2 8 1 3
3712 1 7 1 2
12 2 3 -3 2 2 3

A partir desse momento, devemos zerar todos os elementos da primeira linha, a exce¢dao do elemento
a1, fazendo uso da primeira coluna.

Para tanto, vamos realizar as seguintes substituicdes, nessa ordem:
® Cz — Cz — 261,

L C3 — C3 - Cll. e
L C4_ — C4_ - 261.

1 0 1 0 1 0 1 2 1 0 0 2 1 0 0 o
4 0 1 1|@<C2G] 2 4 1 3|GCGG| 2 4 —1 3 |CG20 2 4 -1 -1
3 110 ~ |1 512 — |1 5 o0 2| ~— |1 5 0 0
1 0 1 1 -3 8 2 3 -3 8 5 3 -3 8 5 9
Ficamos com:

1 0 0 O

2 4 -1 -1

1 5 0 O

-3 8 5 9

Ao aplicar o Teorema de Laplace na primeira linha, temos:

detA = ay1A11 + ag2412 + a13413 + 14414
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Como na Regra de Chié temos o sempre o elemento a;; = 1 e os demais elementos da primeira linha
iguais a zero, ficamos com detA = D,;:

detA = 1A11 + 0A12 + 0A13 + 0A14_
detA == A11

detA == (_1)1+1D11

detd = Dll
4 -1 -1
detA=1|5 0 0
8 5 9

Veja, portanto, que a Regra de Chié reduziu a ordem do determinante de 4 para 3, pois tinhamos o
seguinte determinante:

3 2 1 2
4 8 1 3
3 7 1 2
1 2 2 3
Esse determinante foi reduzido a:
4 -1 -1
5 0 0
8 5 9

Poderiamos continuar utilizando a Regra de Chié para reduzir a ordem do determinante de 3 para 2.
Porém, como ja temos um determinante de ordem 3, podemos aplicar a regra de Sarrus.

Parte Negativa Parte Positiva
[4.0.9+ (—1).0.8 + (-1).5.5] — [(—1).0.8 + 4.0.5 + (—1).5.9]
=[0+0—25]—-[0+0—45]
= —25+45

=20
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Em resumo, a Regra de Chid consiste nos seguintes passos:

e Fazer com que o elemento a4 sejaigual a 1;

e Zerar todos os elementos da primeira linha, a exce¢ao de a4, fazendo uso da primeira coluna;
e Feita a operagao anterior, o determinante em questao é igual ao menor complementar D4;;

e Repita o processo, se necessario, para reduzir a ordem do determinante mais uma vez.

Nesse momento, vamos resolver uma questdo que ja fizemos por Teorema de Laplace, dessa vez por meio
da Regra de Chio.

1 2 10
Az% —33 % (1)é
E 2 1 1 4
:a)—32
: b) —26
c)14
 d) 16
e) 28
Comentarios:

: Temos um determinante de ordem 4. Dessa vez, vamos utilizar a Regra de Chio.

Fazer com que o elemento a4 sejaigualal

: Note que o elemento a4 ja éiguala 1.

Zerar todos os elementos da primeira linha, a excecao de a4, fazendo uso da primeira coluna

: Para tanto, vamos realizar as seguintes substituicdes, nessa ordem:
C2 — C2 - 2C1, e
C3 — C3 - Cl'

1 2 10 1 0 1 0 1 0 0 0

2 3 1 o|¢C2tf2 —1 1 GGGz -1 -1 0

2 -3 21 - |2 -7 21 ~ |2 -7 0 1

2 1 1 4 2 -3 1 4 2 -3 -1 4

Observe que o determinante ficou reduzido a:

1 0 0 0

2 -1 -1 0

2 =7 0 1

OSSR St Jiieesl SO NS
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-1 -1 0
detA=|-7 0 1
-3 -1 4

Aplicando a regra de Sarrus, temos:

Parte Negativa Parte Positiva
detA =[(-1).0.4+ (-1).1.(-3)+ 0.(=7).(—1D)] —[0.0.(—3) + (—-1).1. (1) + (—1).(—=7).4]
detA=[0+3+0]—[0+1+ 28]
detA =3-29
detA = —-26

O determinante da matriz A, portanto, é igual a —26.
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Matriz inversa

No tépico de matrizes, definimos que a inversa de uma matriz A é aquela matriz que, guando multiplicada
pela matriz A, tem como resultado a matriz identidade:

AA Y =A"1A =1,

Agora que sabemos como calcular determinantes, vocé precisa saber que uma matriz A é inversivel (ou
invertivel) quando o determinante é diferente de zero, isto é:

A é inversivel & detA # 0

Vimos também que uma matriz que nao é inversivel é denominada singular. Nesse caso:

A é singular <> detA =0
Para uma matriz 2 X 2, temos uma férmula para encontrar a matriz inversa. Considerando uma matriz

A= [Z b], ela admite inversa quando det A # 0 e sua inversa é:

d
1
-1 N [_dc b]

detA a
1 d -b
A7l = X
ad — bc [—c a ]
Vamos resolver dois exercicios sobre matriz inversa:

......................................................................... S
: (SEDF/2017) Considerando a matrizA = [4 10 20/, julgue o préximo item.
0 2 40

: A matriz A é inversivel.
: Comentarios:
: Vamos calcular o determinante de A. Se o valor for diferente de zero, entdo a matriz é inversivel.

Aplicando a regra de Sarrus, temos:

4 10

Parte Negativa Parte Positiva
det4A =[2.10.40+0.20.0+ 10.4.2] — [10.10.0 + 2.20.2 + 0.4.40]
detA = [800 + 0 + 80] — [0 + 80 + 0]
detA =880 — 80
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detA = 800

: Como o determinante é diferente de zero, trata-se de uma matriz inversivel.

Gabarito: CERTO. :
................................ s L ,
: (MPE SP/2019) A inversa da matriz [1 3] é:

a) 0,5 0,2

%711 0,33

L 13 =5

LI

: 13 5 '
Il )

: 13 -1 :
d -5 2 ]

o [033 02 :
L1 05

: Comentarios:
: Resolvermos essa questdo no capitulo sobre matrizes. Dessa vez, vamos utilizar a férmula apresentada.

a b

: Temos que a inversa de uma matriz A = [c d ¢é dada por:

1 _
A = detA % [—dc ab]

A matriz em questdo é B = [i g], e seu determinante é:

detB=[2x3]-[5x1]=1

: Ainversade B é:

3—1:%_31 _25]
B_l_[_?’1 _25]

Gabarito: Letra B.

Para finalizar a parte tedrica de determinantes, vamos resolver uma questdo que envolve diversas
propriedades aprendidas.
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: (Pref. Gov. Celso Ramos/2017) Considere as proposigdes:

P |-2 7 13 -21 ’
: -2 1 5 8
;I) 00 27" 11
' 0 0 0 3

: 1/2 mw 13 25
: -7 5 6 3|_
5")0 0 0 0‘O
21 -8 —-4 -3

-1 2 -3 5

4 1 -2 9
6 -3 4 -1
10 —-11 -7 6

=-3

: III) AmatrizA = é singular, isto é, ndo possui inversa.

: x 1 =2 :
: IV) O conjunto solugdo da equagdo |3 2 —1|+ | i| = 0 possui dois elementos cujo produto é :
: 4 1 :

igual a —2.

Esta(3o) CORRETA(S) a(s) proposicao(des):
a)Apenas as alternativas | e Il estdo corretas.
b)Apenas Il e IV.

c)Apenas a alternativa Il esta correta.

d)Apenas |, lll e IV.

e)Apenas i, lll e IV.

Comentarios:

Vamos analisar cada proposicao individualmente.
1) ERRADA.

: Veja que o determinante apresentado de assemelha muito a uma matriz triangular superior, exceto pelo :
: elemento a,; = —2: :

-2 7 13 =21
-2 1 5 8
0 0 27! 11
0 0 0 3

5 Para resolver transformar esse determinante em um determinante de matriz triangular, podemos aplicar o :
Teorema de Jacobi realizando a substituicdao L, « L, — L;. :

-2 7 13 -21 -2 7 13 =21
: -2 1 5 8 |Lklx-lil0 -6 -8 29
00 27' 11| 0 0 271 11
00 0 3 0 0 0 3

O determinante resultante corresponde ao determinante de uma matriz triangular superior.
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_ (-2)x(—6)x(%>x3 =18

0O 0 0 3

Logo, o item estd errado, pois o determinante em questdo é 18.

: 1I) CERTO.
Trata-se de um determinante que apresenta uma fila nula. Portanto, o determinante é nulo.

1/2 m 13 25
-7 5 6 3|_,
0 0 0 0
21 -8 -4 -3

: 111) CERTO.
Para a matriz em questao ser singular, o determinante deve ser zero.

Note que temos uma fila é combinacdo linear de outras duas, pois L3 = (—2)L1 + L2. Portanto, o
: determinante de 4 é nulo e, consequentemente, trata-se de uma matriz singular.

-1 2 -3 5
— 4 1 -2 9
A= 6 -3 4 -1
10 -11 -7 6
 IV) CERTO.
; x 1 =2
Primeiramente, vamos aplicar a regra de Sarrusem |3 2 —1{.
' 4 1 x
3 2
Parte Negativa Parte Positiva

= [x2.x+1.(-1).4+ (=2).3.1] = [(=2). 2.4 + x. (=1).1 + 1.3.]
=[2x*—4-6]—[-16 — x + 3x]
= [2x2 — 10] — [2x — 16]
=2x>-2x+6

: Agora vamos calcular o determinante |_12 i|

2 2] _ _
e A A TICDX AT RN =20
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§"B}S‘E't'é}}'t'éfQ'E}iﬁ'é}';'é};"r'éaijé'r'iﬁ;'é? ................................................................................................................................ .
: x 1 =2 :
3 2 -1 +|_12 i|=0
4 1

(2x2 = 2x + 6) + (—10) = 0
2x2 —2x—4=0

i Da teoria de equagdes do segundo grau, sabemos que o produto das raizes é 2 Logo:

c -4 5
: 1 2= 5
: O item, portanto, esta correto.
Por fim, temos que apenas os itens Il, lll e IV estdo certos. :
Gabarito: Letra E. :
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QUESTOES COMENTADAS —- CESGRANRIO

Matrizes

1.(CESGRANRIO/BNDES/2007)

1 0 1

[1 2][0 -1 O]F) (1)]
0 0

O produto de matrizes expresso acima é:

a)iguala[2 —1].

b) igual a 3.

c) igual a matriz identidade.
d) comutativo.

e) ndo definido.
Comentarios:

Vamos chamar as matrizes apresentadas de A, B e C.
0 1 0
[1 2] b /| [ ]

Para realizar o produto AB, note que:

e O produto é possivel, pois o numero de colunas da primeira matriz (4) é igual ao nimero de linhas
da segunda (B);
e A matriz-produto apresenta a dimensdo 1 X 3:
Numero de linhas da primeira X Numero de colunas da segunda

Realizando o produto, temos:

AB =[1 z][o -1 0]

=[(1.0+2.1) (1.(-1)+2.0) (1.0+2.1)]

AB=[2 -1 2]
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Para obter o produto ABC, realizaremos o produto da matriz AB com a matriz C. Note que:

e O produto é possivel, pois o nimero de colunas da primeira matriz (AB) é igual ao numero de linhas
da segunda (C);
e A matriz-produto apresenta a dimensao 1 X 2:
Numero de linhas da primeira X Numero de colunas da segunda

Realizando o produto, temos:

ABC = AB X C
1 0
=[2 -1 2][0 1]
0 0

=[(2.1+(-1).0+2.0) (2.0+ (=1).1+2.0)]
=[2 -1]
Logo, o produto das trés matrizes éiguala [2 —1].

Gabarito: Letra A.

2.(CESGRANRIO/TRANSPETRO/2011) A Tabela | apresenta as quantidades médias de combustivel, em
litros, vendidas semanalmente em trés postos de abastecimento de uma mesma rede. O preco praticado

em um dos postos é o mesmo praticado pelos outros dois.

Esses precos, por litro, em duas semanas consecutivas, estao apresentados na Tabela Il.

Tabela | Tabela Il
Posto 1 | Posto2 | Posto3 Semana 1| Semana 2
Etanol 20.200 | 22.000 21.000 Etanol R$ 2,48 RS 2,52
Gasolina | 32.000 | 33.600 35.000 Gasolina | RS 2,69 RS 2,71
Diesel 18.000 | 23.000 24.500 Diesel RS 1,98 RS 2,02

Com os dados das Tabelas | e Il sdio montadas as matrizes A e B a seguir.

20.200 22.000 21.000 2,48 2,52
A=(32.000 33.600 35.000f B=|2,69 2,71
18.000 23.000 24.500 1,98 2,02

Seja C, 3 a matriz que apresenta os valores médios arrecadados em cada um dos trés postos, por semana, com a
venda de combustiveis.

Identificando-se At e Bt como as matrizes transpostas de 4 e de B, respectivamente, a matriz C é definida
pela operagao
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a)A.B
b) A'B*
c)B.A
d) BtA
e) BtA®

Comentarios:

Note que a matriz 4 é de dimensdo 3 X 3 e a matriz B é de dimens3o 3 X 2. Além disso, a matriz A* também
é de dimensdo 3 X 3, e a matriz B! é de dimens3o 2 x 3.

Deseja-se obter uma matriz C, de dimensdo 2 X 3, por meio de um produto. Lembre-se que o esquema geral
da matriz-produto apresenta a seguinte dimensao:

Numero de linhas da primeira X Numero de colunas da segunda

Isso significa que a primeira matriz do produto deve ter 2 linhas. Portanto, essa matriz é B. Nesse caso,
elimina-se as alternativas A, B e C. Resta-nos duas possibilidades:

e B!'4:;ou
e BtAL.

Observe agora o que a matriz C representa: os valores arrecadados em cada um dos trés postos, por
semana. Em resumo, queremos uma matriz C,3 que represente o seguinte:

e Vv e

o 0o 0
£ &£ &

® Q% f
Semana 1 ( ) ( ) ( )
Semana 2 ( ) ( ) ( )

Isso significa que as linhas da primeira matriz devem ser semanas e as colunas da segunda matriz devem
ser postos de gasolina.

J4 sabemos que a primeira matriz é Bt. Para as colunas da segunda matriz serem postos de gasolina, essa
matriz deve ser a matriz A.
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Colunas da 1° = Lmhas da 2°

t Comb. omb
Ba3 A3

Semana Posto

\

C Semana Posto

Portanto, a matriz C é definida por B*A.

Gabarito: Letra D.

3. (CESGRANRIO/PETROBRAS/2010) Considere as matrizes

A=[1 2 3 4]eB=

(== === )
Uy
o Qo »

3

6
0
0

SOOI

Denotando por A! a matriz transposta de A4, a matriz (4°‘4) — (B + BY) é

0 0 0 0
2 0 0 0
A3 6 0 o
4 8 12 0
0 2 3 4
2 0 6 8
b3 ¢ 0 12
4 8 12 0
1 0 0 0
0 4 00
Mo 0 9 o0
0 0 0 16
1 2 3 4
2 4 6 8
D3 6 o 12
4 8 12 16
1 0 0 0
0 2 0 0
e o 0 3 o0
0 0 0 4
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Comentarios:
1
Temos que a transposta de A é dada por At = g .
4

Para realizar o produto A%A, note que:

e O produto é possivel, pois o nimero de colunas da primeira matriz (A") é igual ao nimero de linhas
da segunda (4);
e A matriz-produto apresenta a dimensao 4 X 4:
Numero de linhas da primeira X Numero de colunas da segunda

1
ata=5l1 2 3 4]
4
1.1 1.2 1.3 1.4
ta_12.1 2.2 2.3 2.4
A'A = 3.1 3.2 3.3 3.4
4.1 4.2 4.3 4.4
1 2 3 4
t»_12 4 6 8
A4=13 6§ 9 12
4 8 12 16
0 0 0 O
; t_12 0 0 O
Temos que a transposta de B é dada por B* = 36 0 ol
4 8 12 0
Logo:
0 2 3 4 0 0 0 O
t_|10 0 6 8 2 0 00
B+B° =10 0 0 12|73 6 0 0
0 0 0 O 4 8 12 0
Somando cada elemento de mesma posicdo, temos:
0 2 3 4
t_12 0 6 8
B+B =13 ¢ 0 12
4 8 12 0
Logo, a matriz resultante da operacdo (A*4) — (B + BY) é:
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1 2 3 47 10 2 3 4
ey n_l2 4 6 8| |20 6 8
AA-B+BY=13 ¢ 9 12|7|3 6 0 12
4 8 12 16l la 8 12 o

Subtraindo os elementos da segunda matriz dos elementos de mesma posi¢ao da primeira matriz, temos:

0
(4'A) — (B + BY) = 0

SO O

0

0
9
0

S OO -

16

Gabarito: Letra C.

4.(CESGRANRIO/BASA/2014) Seja A3 uma matriz quadrada de ordem 3. O elemento da matriz A3, 3, que
ocupa a linha i e a coluna j, é representado por a;j, i,j = 1,2,3.
Acerca dos elementos da matriz 43,3, sabe-se que:

e Quatro elementos sao iguais a 0 e os cinco restantes sao iguais a 1;

e Paratodososvaloresdeiej,tem-sea;; = a;;.
Os possiveis valores da soma a1 + a,, + az3 sao:
a)0el
b)Oe2
c)0e3
d1le3
e)2e3

Comentarios:
Temos uma matriz quadrada A de ordem 3:
a;r a1z g3

Az1 Qzz Q433
az; das; Aass

A=

A questdo pergunta pela soma dos elementos da diagonal a{; + a;; + azs.
Observe que a;; = aj;. Isso significa que a matriz é simétrica. Logo:
Q12 = Qz1 ; Q13 = A3q ; A3 = A3z

Note que temos apenas 4 elementos que podem ser zero.

Vamos verificar todas as possibilidades de atribuir zeros a aq;, a3 e a,3.
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e Nao se pode atribuir zeros a a4, a3 e a,3 simultaneamente, pois nesse caso a,4, @31 € az; também
seriam zero, totalizando 6 elementos iguais a zero.

Esse caso apresentado é impossivel. Vamos aos proximos.

e Sea,eaq;foremzero, ay; e az; também serao, de modo que teremos usado todos os 4 zeros.
e Seaq; e a,3 forem zero, a,; e az; também serdo, de modo que teremos usado todos os 4 zeros.
e Se a3 e a,;foremzero, az; e az, também serao, de modo que teremos usado todos os 4 zeros.

Nesses trés casos, os elementos da diagonal serdao todos iguais a 1, de modo que a soma a;; + a,; + ass
seraigual a 3.

e Seapenas a4 for zero, a a;; também sera, de modo que a3 = az; = leayz = az, = 1.
e Seapenas aq3 for zero, a az; também sera, de modo que a1, = a,; = leayz = az, = 1.
e Se apenas a,j for zero, a az, também sera, de modoque a1, = a,; = leayz3 = az; = 1.

Nesses trés casos, usamos 4 vezes o niumero 1, de modo que resta apenas um numero 1 para ser usado na
diagonal. Nesses casos, a soma aq1 + a,; + azz seraiguala 1.

Por fim, veja que:

e Se nenhum dos elementos aq,, a3 e a,3 for zero, entdo eles serao iguais a 1, de modo que a,4, as,
e a3, também serdo iguais a 1. Trata-se de um caso impossivel, pois podemos ter apenas 5 elementos

iguais a 1.

Note, portanto, que esgotamos todos os casos e chegamos a conclusdo de que os possiveis valores da soma
aqq +a22 +a33é193.

Gabarito: Letra D.

5. (CESGRANRIO/PETROBRAS/2010) Considere a matriz quadrada

1 0 2
0 2 1
2 1 3

Esta matriz

a) é singular.

b) é simétrica.

c) é igual a sua inversa.

d) ndo tem inversa.

e) tem determinante positivo.

Comentarios:
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Note que os elementos simétricos com relagao a diagonal principal sdo iguais. Temos, portanto, uma matriz
simétrica.

Gabarito: Letra B.

6.(CESGRANRIO/PETROBRAS/2010) Considere a matriz quadrada 4, de ordem n > 1, onde cada elemento
a;; = i X j, para todos os valores de i e j pertencentes ao conjunto {1,2,3,...,n}. A soma de todos os

elementos da matriz 4 é

a) 12 +2243% 4+ - +n?
b)(1+2+3+-+n)?
n*(1+2+3+-+n)
d)n(1% + 22+ 32 4+ .-+ n?)
e)n(l+2+3+-+n)?

Comentarios:

Um elemento qualquer da matriz quadrada A é dado pelo produto do nimero da linha pelo nimero da
coluna, isto é, a;j = L X j.Vamos representar essa matriz de ordem n:

1.1 1.2 1.3 1.n
[2.1 2.2 2.3 2.n]
3.1 3.2 3.3 3.n
ln. 1 n2 n3 .. n nJ

Note que a soma dos elementos da primeira linha é dada por:
1.1+12+13+++1n=1.(1+2+3+--+n)

A soma dos elementos da segunda linha é dada por:
21+22+234++2n=2.1+2+3+ -+ n)

A soma dos elementos da terceira linha é dada por:
31+32+33++3n=3.(1+2+3+--+n)

Temos um total de n linhas, sendo que em cada uma delas a soma dos elementos da linha sera:

(ntmero dalinha). 1 +2+ 3+ -+ n)
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A soma dos elementos da matriz A é a soma dos elementos de todas as suas linhas. Logo, a soma requerida
é:

1L(1+2+3++n)+2.1+2+3++n)+3.1+2+3++n)++n(1+2+3+--+n)
Colocando (1 + 2 + 3 + --- + n) em evidéncia, temos:
A+2+3+-+n).(1+2+3+--+n)

=(1+2+3+-+n)?

Gabarito: Letra B.
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QUESTOES COMENTADAS — CESGRANRIO

Determinantes

1.(CESGRANRIO/PETROBRAS/2010)
2* 8
A=\ 1y

@ G
Qual o valor de x/y, considerando que o determinante da matriz A4, representada acima, é nulo?
a)1/2
b) 1/3
c)2/3
d) 3/5
e) 4/5

Comentarios:
O determinante de uma matriz 2 X 2 é dado por:
(Produto dos elementos da diagonal principal) — (Produto dos elementos da diagonal secundaria)

Queremos obter o valor de x/y que torna o determinante igual a zero.

1y 15x
2 x(5) ~#x(3) =0
15x

o v ()

Temos uma equacgdo exponencial. Para trabalhar com ela, devemos deixar todas as poténcias sob uma
mesma base. Para tanto, vamos utilizar a base 2.

2% x (271)Y = (23)Y x (271)>*
2% X 27V =23V x 275%
2X=Y — 23y—5x
Como as bases sdo iguais, podemos igualar os expoentes.

x—y=3y—>5x

Banco do Brasil - Matemaética - 2023 (P6s-Edital) 93

, www.estrategiaconcursos.com.br 146



Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 18

xX+5x=3y+y

6x = 4y
x 4
y 6
X 2
y 3
Gabarito: Letra C.
1 1 1
2. (CESGRANRIO/PETROBRAS/2017) Na matriz A=|mM N P |, m, n e p sdo numeros inteiros
2 2 2
m* n°“ p

impares consecutivos tais que m < n < p.

O valor de det A + vdetA + VdetA é:
a)2

b) 8

c) 16

d) 20

e) 22

Comentarios:

Pessoal, a questdao nos diz que m, n e p sdo impares consecutivos comm < n < p. Com base nisso, devemos
calcular o determinante de A para obter o valor da expressao requerida.

Como devemos marcar uma Unica resposta correta, sabemos de antemdo que o determinante de A ndo
mudara em fung¢do dos valores de m, n e p, contanto que respeitemos o fato deles serem impares
consecutivos comm < n < p.

Nesse caso, podemos fazerm =1,n=3ep = 5.

1 1 1 1 1 1
detA=(1 3 5|=f1 3 5
12 32 52 1 9 25
Aplicando a regra de Sarrus no determinante, temos:
1 3
9
Parte Negativa Parte Positiva
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detA=[1.3.25+1.5.1+1.1.9] -[1.3.1+1.5.9+ 1.1.25]
=[75+5+9] —[3+ 45 + 25]
=89 — 73
=16
Temos que det A = 16. Logo:

det A+ VdetA + VdetA
=16 + V16 + V16
=16+4+2
=22

Gabarito: Letra E.

3.(CESGRANRIO/PETROBRAS/2018) Sejam A uma matriz quadrada de ordem 2 e B uma matriz quadrada
de ordem 3, tais que detA .detB = 1.

O valor de det(34) .det(2B) é
a)5

b) 6

c) 36

d) 72

e) 108

Comentarios:

Sabemos que ao multiplicar uma matriz de ordem n por uma constante k, o determinante dessa nova matriz
fica multiplicado por k™.

det(kA) = k™ detA
A matriz A é de ordem 2. Logo, det(34) = 3% det(A).
A matriz B é de ordem 3. Logo, det(2B) = 23 det(B).
Sabemos que det A X det B = 1. Portanto, o produto requerido é:
det(34) x det(2B)
= 32 det(A) x 23 det(B)
= 9 det(A) x 8det(B)

= (9 x8) x (detA4 x detB)
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Gabarito: Letra D.

4.(CESGRANRIO/TRANSPETRO/2011) O determinante da matriz M, de ordem 3 por 3, é 240, e a matriz K
é definida como sendo K = 2 X M. O valor do determinante da matriz K é

a) 240
b) 480
c) 1.440
d) 1.920
e) 2.160

Comentarios:

Sabemos que ao multiplicar uma matriz de ordem n por uma constante k, o determinante dessa nova matriz
fica multiplicado por k™.

det(kA) = k™ det A
O determinante da matriz K é:
detK = det2M
Como a matriz M é de ordem 3, temos que det2M = 23 det M. Logo:
detK = 23detM
= 8detM
= 8 X 240
= 1.920

Gabarito: Letra D.
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5.(CESGRANRIO/PETROBRAS/2012) Seja A uma matriz quadrada invertivel. Considere as matrizes A% e A3
definidas por 4> = A.Ae A3 = A.A.A, onde. indica a operagdo de multiplicagdo usual de matrizes.

Se det(4%) — 2.det(4) = 0, entido o determinante det(A43) é igual a
a)o0

b) 2v2

c)6

d) 8

e) 64

Comentarios:
Temos que det(4?) = det(A4.A). Pelo teorema de Binet:
detA? = detA. A
= detA X detA
= (det 4)?
A quest3o nos informa que det(42) — 2 .det(A) = 0. Logo:
det(4%) — 2.det(4) =0
(detA)? — 2det(4) =0
(detA)? = 2 det(4)

Uma possibilidade para essa equacao seria det A = 0. Note, porém, que o enunciado nos diz que A é uma
matriz quadrada inversivel. Portanto, o seu determinante é diferente de zero.

Simplificando det(A) dos dois lados da equagdo, temos:
detA =2
A quest3o pergunta pelo determinante det(43). Pelo teorema de Binet:
det(43) = det(42. 4)
= det A% x det A
= det(4.A) X det A
= detA X detA X detA

= (det 4)3
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Portanto, det(43) = 8.

Gabarito: Letra D.

6. (CESGRANRIO/EPE/2014) Considere a matriz M = [; i]

Qual é o valor do determinante da matriz inversa da transposta de M ?

a) -2
b) —1/2
c)1/2
d)1
e)2

Comentarios:

A questdo pergunta pelo determinante da inversa da transposta.
M - Mt N (Mt)—l
N N——
transposta inversa da transposta

O determinante da matriz M é dado por:
|11 2
detM = | 3 4

=[1x4]—[2 X 3]
=4-6
= -2
Lembre-se que det M® = det M. Logo, o determinante da inversa da transposta é:
det(Mt)~1 = 1
det(M?)
1
~ detM
1
-2
1
2

Gabarito: Letra B.
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app agz Qi3
7.(CESGRANRIO/PETROBRAS/2011) A matriz A3,3 = |@21 Q22 Q23| é tal que
asz; as; Aass

a;; aq2 Qg3 1 0 O 7 -1 0 1 2 3
az1 Az Q3| xX|(-2 4 2|=]10 4 -1|%X|2 -4 -1
az; 4as; Aass 3 5 4 0o -2 2 3 -2 2

O determinante da matriz A3.3 é igual a:

a)-6
b)0
c)6
d) 10
e) 42

Comentarios:

Vamos chamar as outras matrizes do problema de B, C e D, respectivamente:

ai; Qi Qi3 1 0 O 7 =1 0 1 2 3
[a21 az; a23]><[—2 4 2 ZIO 4 —1])([2 —4 —1]
ass 5 4
B

asz; ds 3 0O -2 2 3 -2 2
A C D

Temos:
AB =CD
Logo, o determinante de AB é:
det(AB) = det(CD)
Aplicando o teorema de Binet, temos:
detA X detB = detC X detD

Poderiamos aplicar a regra de Sarrus para calcular o determinante de D. Note, porém, que a terceira linha
da matriz D é a soma da primeira com a segunda. Logo, detD = 0.

detA X detB =detC X 0

detA X detB =0

Isso significa que ao det A = 0 ou que det B = 0 ou que ambos sdo zero.

Se tivermos que det B = 0, ndo teriamos como calcular o valor de det A e, portanto, ndo teriamos como
obter alternativa. Portanto, det A = 0. Logo, o gabarito é letra B.
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Caso queira ter mais seguranga quanto a resolu¢do, podemos calcular o determinante de B para garantir que
ele ndo é zero.

Determinante de B

i i
! E possivel aplicar a regra de Sarrus para calcular o determinante de B. Note, porém, que ao aplicar o
: Teorema de Laplace na primeira linha, ficamos com: :

1 0 0
detB=|-2 4 2
3 5 4

= A11411 + 12412 + 43443
= 1A11 + 0'A12 + 0.A13

=4
= (—1)1+1D11
_ 14 2
5 4
' = [4.4] — [2.5] '
=16—-10

Voltando ao problema, temos:

detA X detB =0

detAXx6=0

detA=0

Gabarito: Letra B.

2 1 0 3

8.(CESGRANRIO/TRANSPETRO/2011) O determinante da matriz M = (1) :; (1) 2 é:
1 0 11

a)8
b) 12
d) 15
d) 24
e) 36
Comentarios:
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Para resolver um determinante de ordem 4, deve-se utilizar o Teorema de Laplace. Antes de aplicar esse
teorema, vamos usar o Teorema de Jacobi para aumentar o nimero de zeros em uma fileira.

Substituindo a coluna 1 (€4) por C{ — C3, ficamos com:

2 1 0 3 2 1 0 3
11 -1 1 o|acaalo 1 1 o0
detM=19 2 0 4| = |o =2 0 4
1 0 1 1 0 0 1 1

Aplicando o Teorema de Laplace na primeira coluna do determinante anterior, ficamos com:

detM = a1A11 + ay14,1 + az1434
= 244, + 045, + 045,
=244,
=2X (=1)'"'Dyy

11 0
=2Xh 2 0 4
0 1 1
11 0
=2x|-2 0 4
11

Parte Negativa Parte Positiva
[(-1).0.1+1.4.04+0.(—2).1] = [0.0.0+ (—1).4.1 + 1.(-2).1]

=[04+0+0]—[0—4-2]

=0-(-6)
=6
Portanto, o determinante de M é:
-1 1 0
detM=2x%x|-2 0 4
0 1 1
=2X6=12
Gabarito: Letra B.
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2 1 0 3

9.(CESGRANRIO/TRANSPETRO/2011) Para qual valor de x a matriz (1) :; ?)C 2 tem determinante
1 0 1 1

nulo?

a)l

b) 2

c)3

d) 4

e)5

Comentarios:
Vamos chamar a matriz original de M.

Para resolver um determinante de ordem 4, deve-se utilizar o Teorema de Laplace. Vamos selecionar a
terceira coluna, que é a fileira que apresenta mais zeros.

2 1 0 3
11 -1 x O
detM = 0 -2 0 4
1 0 1 1
- = Q13413 + Q33453 + A33433 + 434,43

= 0.A13 + xA23 + 0.A33 + 1.A43
= XA23 + A43
=x X (=1)**3Dy3 + (=1)**3Dy3

x X (—1)5023 + (—1)7D43

3
0
4
3
0
4
Aplicando a regra de Sarrus em D,3, temos:
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Parte Negativa Parte Positiva
D,; =[2.(-2).1+1.4.1+3.0.0] — [3.(—2).1+2.4.0+1.0.1]
=[-44+4+0]—-[-6+0+0]

=0-—(-6)

Aplicando a regra de Sarrus em D3, temos:

Parte Negativa Parte Positiva
Dy3 =[2.(-1).4+1.0.0+3.1.(-2)] - [3.(—1).0+ 2.0.(—2) + 1.1. 4]

=[-8+0—-6]—[0+0+4]

=-14—-4
—18
Portanto, o determinante original de ordem 4 é:
2 1 3 2 1 3
detM=-x|0 -2 4[—]1 -1 0
1 0 1 0 -2 4
= —x X (6) — (—18)
=—6x+ 18
A questdo pergunta o valor de x tal que detM = 0.
detM =0
—6x+18=0
6x = 18
18
6
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Gabarito: Letra C.

a b c m n p
10. (CESGRANRIO/PETROBRAS/2011) Sabendo que |d e f|=3, |a b c¢|=-2 e que
g h i g h i
1 m n p
0 g h if|_ . 5
x d e f—7,qualeovalordex.
0 a b c
a)-2
b) 1
c)2
d)3
e)5
Comentarios:
1 m n p
Para resolver a questdo, devemos utilizar o Teorema de Laplace na primeiracolunade?c ‘Z Z }
0 a b c

1 m n p

0 g h ] -

x d e f

0 a b c

11411 + az1451 + A31431 + A49441 =7
1.A11 + 0.A21 + x.A31 + O.A41 = 7
A11 + xA31 = 7

(—1)1+1D11 + x. (_1)3+1D31 = 7

D11+XD31=7
m n p
g h i g h i|_
d e f +x =7
a b c a b c
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g h i m n p

d e fl+x|g h i|=7

a b c a b c

a b c
Sabemos que [d e f| = 3. Ao trocar a primeira linha e a Gltima de posic3o, devemos trocar o sinal do
g h i

g h i
determinante. Nesse caso, obtemos |d e f| = —3.

a b c

m n p
Além disso, sabemos que |@ b ¢| = —2. Ao trocar a segunda e a terceira linha de posi¢cdo, devemos
g h i
m n p
trocar o sinal do determinante. Nesse caso, obtemos |g h i| = +2.
a b c

Voltando ao problema, temos:

g h i m n p

d e fl+x|g h i|=7

a b c a b c

—-3+x.(2)=7
2x=7+3
2x =10
x=5

Gabarito: Letra E.

11.(CESGRANRIO/TRANSPETRO/2018) Sejam A e B duas matrizes quadradas 2 X 2, tal que 4 = [_21 2],

e A.B =1, onde I é a matriz identidade 2 X 2. Assim, a soma dos elementos da matriz B é igual a
a)5/16

b) 7/16

c) 9/16

d) 11/16

e) 13/16

Comentarios:

Sabemos que, pela definicdo de matriz inversa, AA~! = I. Como A.B = I, temos que B é a inversa de A.
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Temos que a inversa de uma matriz A = [‘; Z] ¢é dada por:

_ 1 d -b
A 1=detAx[—c a]

A matrizem questdao é A = [_21 2], e seu determinante é:
detA=[2x6]—-[4x(-1)]=12—-(—4) =16
Temos que:
B=A"1

1 x[ 6 -4
“deta l-(-1 2

1 _
=IEXE éﬂ

6 4
_|16 16
12
16 16

Logo, a soma dos elementos de B é:

6+< 4>+1+2
16 16/ 16 16
_6—4+1+42
- 16

Gabarito: Letra A.
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AVISO IMPORTANTE!

(. 9]

SE LIGA!

0l3, alunos (as)!

Informamos que ndo temos mais questées da banca, referente ao assunto tratado na aula de hoje, em
virtude de baixa cobranca deste topico ao longo dos anos. No entanto, para complementar o estudo e deixar
sua preparag¢ao em alto nivel, preparamos um caderno de questdes inéditas que servird como treino e
aprimoramento do conteudo.

Em caso de duvidas, ndo deixe de nos chamar no Férum de duvidas!

Bons estudos!

Estratégia Concursos
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QUESTOES COMENTADAS — INEDITAS

Matrizes

1. (INEDITA) Considere uma matriz quadrada 4 de ordem 3 cujos elementos a;; sao dados por:
i+jsei>j
a,-]-= i2+2j,SEi<j

iZ—j,sei=j
Em que a;; representa o elemento da matriz A localizado nalinha i e coluna j. Logo, a soma dos quadrados
dos elementos da segunda coluna da matriz 4 é:
a) 33
b) 38
c)43
d) 51

e) 54
Comentarios:

Como a matriz A é uma matriz quadrada de ordem 3, podemos representa-la genericamente do seguinte
modo:

A= |0z Q2 ap3

a;; Qg a13]
asz; Qzz dass

A questao pede a soma dos quadrados dos elementos da segunda coluna de A:
2 2 2
ai; + az; +aj;
e Paraa,,, temosi < j.logo, a;, =12+ 2.2 =5.
e Paraa,,, temosi = j.logo, a,, = 22 —2 = 2.
e Paraaj,, temosi > j.logo,az;;, =3+2=5.
Logo, a soma dos quadrados dos elementos da segunda coluna de A é:
52422 +52 =54

Gabarito: Letra E.
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2.(INEDITA) Considere a matriz simétrica A =

p 2 2]. Sabendo-se que B =

A = 2B, ovalor de x* + y é:
a)5

b) 6

c) 10

d) 12

e) 13

Comentarios:
Como A é uma matriz simétrica, os elementos simétricos com relagao a diagonal principal sao iguais.

4.8 6
A=|p 2 2

k 2 9l

Portanto, p = 8 e k = 6. Fazendo a igualdade A = 2B, temos:

A=2B
4 8 6] 2 4 3
8 2 2|=2x|4 1 vy
6 2 2 x 1 1
4 8 6 [2 X2 2%X4 2X3
[8 2 2]=2><4 2x1 ny]
6 2 2 [2Xxx 2%Xx1 2x1

4 8 6
8 2 2 22y
6 2 2 2x2

Para que as matrizes sejam iguais, os elementos de mesma posicao devem ser idénticos. Logo:

2x=6 »>x=3

2y=2 -y=1
Portanto:
x2+y
=3%+1
=10
Gabarito: Letra C.
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-2 1 1 1 vy 2
3.(INEDITA)Sejad=|1 -6 2 |eB=]|2 3 1].SendoA+ZBumamatrizantissimétrica,ovalor
X 2 -8 1 z 4
dey+z—xé:
a)-1
b)0
c)1l
d) 2
e)3
Comentarios:
Temos que:
A+ 2B
-2 1 1 1 y 2
=11 -6 2|+2x]|2 3 1
X 2 -8 1 z 4
-2 1 1 2x1 2xy 2x2
=[1 -6 2|+|2x2 2x3 2x1
X 2 -8 2X1 2%Xxz 2X4
-2 1 1 2 2y 4
=11 -6 2|+|4 6 2
X 2 -8 2 2z 8

—2+2 142y 1+4
144 —6+6 2+2
x+2 242z —-8+8

0 1+2y 5
= 5 0 4
x+2 242z 0

Como A + 2B é uma matriz antissimétrica, os elementos simétricos com relagdao a diagonal principal sao
opostos. Logo:

5=—-(1+2y)

5=-1-2y
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x=-=7
24+2z=-(4)
2z = —6
z=-=-3
Portanto:
y+z—x
=(-3)+(=3) - (-7
=—6+7
=1

Gabarito: Letra C.

2

4.(INEDITA) Seja A = B §] eB = [g 1

a) 45
b) 50
c) 55
d) 60
e) 65

Comentarios:
Note que a matriz A2 é:
A’ =A% A
1 2 1 2
= X
L alx[; 3

_ [1.1+2.2 1.2+ 2.3
2.1+3.2 2.2+3.3

- [asa 183]
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Portanto, A%B é:

A’B = A* X B

=[55; 183]X[(z) i

[5.0+8.2 5.2+8.1
8.0+13.2 8.2+13.1

_ [t 18
26 29

O traco da matriz A%B é a soma dos elementos da sua diagonal principal:

tr(A%B) = 16 + 29

=45

Gabarito: Letra A.

1 3 1 3 15
5. (INEDITA) Considere as matrizes A=|4 0 4|, B=|[1 3 2| e C=AB. Se c;j representa o

4 2 1 0 3 1
elemento da matriz C localizado na linha i e coluna j, o valor de ¢3; — ¢, é:
a)-2
b) -1
c)0
d)1
e)2
Comentarios:
Temos que:

C=AXB
1 3 1 3 1 5
=4 0 4|xX|1 3 2
4 2 1 0 3 1

A questdo pergunta pela subtragdo de dois elementos da matriz C: c3; — ¢1,. Note que ndo precisamos obter
a matriz inteira. Lembre-se de que:
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O elemento da linha i e da coluna j da matriz-produto C é obtido por meio da linha i da
primeira matriz e da coluna j da segunda matriz.

Para obter o elemento c3;, faremos uso da terceira linha da primeira matriz e da primeira coluna da
segunda matriz.

1 3 1 3 15
4 0 4|x|]1 3 2
4 2 1 0 3 1

C31=4.3+2.14+1.0
=14

Para obter o elemento c;,, faremos uso da primeira linha da primeira matriz e da segunda coluna da
segunda matriz.

1 3 1 3 15
4 0 4|x|1 3 2
4 2 1 0 3 1

=13
Logo:
€31 — C12
=14-13
=1

Gabarito: Letra D.

1 3 3 1
6.(INEDITA) Considere asmatrizesA=[3 2 1 4]eB= g (2) i (1) . O produto AB:
0 0 4 3
a) ndo existe.
b) existe, e a ordem da matriz AB é 4.
c) existe, e a dimensdo da matriz AB é 4 X 1.
d) existe, e a soma dos elementos da matriz AB é 63.
e) existe, e a soma dos elementos da matriz AB é 74.
Comentarios:
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Ao multiplicar duas matrizes, devemos seguir os seguintes passos:

: 1. Verificar se o nimero de colunas da primeira matriz é igual ao numero de linhas da segunda. Se essa :
: igualdade ndo se verificar, ndo é possivel realizar o produto das matrizes.

2. Obter o esquema geral da matriz-produto, que apresenta a seguinte dimensao:

Numero de linhas da primeira X Niumero de colunas da segunda

3. Obter os elementos da matriz resultante a partir das linhas da primeira matriz e das colunas da segunda
: matriz.

Note que a primeira matriz apresenta dimensao 1 X 4, e a segunda matriz apresenta dimensdo 4 X 4. Isso
significa que:

1. O nimero de colunas da primeira matriz (4) é igual ao numero de linhas da segunda (4) e, portanto, o
produto existe.

2. A matriz-produto apresenta dimensao 1 X 4.
Temos, entdo, que a matriz-produto apresenta o seguinte esquema geral:

() ¢H) ) )l

A partir desse momento, ja podemos eliminar as alternativas A, B e C, pois 0 produto existe e a dimensao
da matrizé 1 X 4.

Vamos agora para o terceiro passo:

3. Obter os elementos da matriz resultante a partir das linhas da primeira matriz e das colunas da segunda
matriz.

AB=[3 2 1 4]x

S WO R
cooN W
B W
WO

=[(3.1+2.0+1.3+4.0) (3.3+2.2+1.0+4.0) (3.3+2.1+1.1+44) (3.1+2.0+1.1+4.3)]
=[6 13 28 16]
Logo, a soma dos elementos da matriz AB é:
6+13+28+16
= 63

Gabarito: Letra D.
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7.(INEDITA) Joaquim precisa comprar material escolar para seus filhos Arnaldo e Bernaldo. A Tabela | a

seguir mostra a necessidade de cadernos, canetas e lapis dos filhos:

Cadernos| Canetas Lapis
Arnaldo 5 4 10
Bernaldo 10 6 5

Tabela I: Quantidades de cadernos, canetas e lapis necessarias.

Sabendo que o seu filho Arnaldo gosta de materiais escolares mais caros, Joaquim gastard, com cada
unidade de material comprada, valores diferentes a depender do filho. A tabela a seguir mostra o valor
que cada unidade de material ird custar a depender do filho considerado.

Arnaldo | Bernaldo
Cadernos | RS 20,00 | RS 10,00
Canetas | RS 3,00 | R$1,00
Lapis RS 2,00 | RS 0,90

Tabela IlI: Valor unitario de cada material escolar a depender do filho.

5 4 10 20,00 10,00
Considerando que a matriz A = [10 6 5 ] representa a TabelalequeamatrizB=| 3,00 1,00 ]
2,00 0,90

representa a Tabela ll, o valor total dispendido por Joaquim para a compra dos materiais dos dois filhos é,
em reais:

a) A soma dos elementos da matriz AB.
b) A soma dos elementos da matriz BA.
c) O traco da matriz AB.
d) O traco da matriz BA.

e) A soma dos elementos da diagonal secundaria da matriz AB.
Comentarios:
O valor dispendido por Joaquim com o seu filho Arnaldo é:

Valor grpaiazo =5 % 20,00+ 4 % 3,00 + 10 x 2,00
O valor dispendido por Joaquim com o seu filho Bernaldo é:

Valorgernaiao = 10 X 10,00+ 6 X 1,00+ 5 x 0,90
O valor dispendido por Joaquim com os dois filhos é:

Viotat = Valor grnatao + Valorgernaido

N3o vamos calcular esses valores, pois ndo sera necessario para resolver a questao.
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Note que a matriz A é de dimensdo 2 X 3 e a matriz B é de dimensdo 3 X 2. Logo, o produto AB existe e
apresenta dimensdo 2 X 2. Realizando o produto, temos:

AB
20,00 10,00
:[150 ‘6* 150 x| 3,00 1,00]
200 090

_[5%x20,00+4x3,00+10x2,00 5x10,00+4x1,00+10x0,90
| 5%x20,00+4x%x3,00+10x200 10x10,00+6x1,00+5x0,90

B Valor srnatdo 5% 10,00 + 4 x 1,00 + 10 x 0,90]
~ |5 % 20,00 + 4 x 3,00 + 10 x 2,00 Valor pernatdo

Observe que o trago da matriz AB é justamente o valor total dispendido por Joaquim:
tr(AB) = Valor grnaiao + Valorgernaido
O gabarito, portanto, é letra C.

Gabarito: Letra C.

8.(INEDITA) Considere duas matrizes quadradas A4 e B inversiveis de mesma ordem e que & é um niimero
real qualquer. Assinale a alternativa que ndo apresenta uma propriedade sempre valida.

a) (AB)t = BtAt

b) (AB)"! = B~1471

) (A™Hf = (A9

d) tr(ad) = a.tr(A)

e) tr(AB) = tr(A).tr(B)

Comentarios:

Todas as alternativas apresentam propriedades que vimos na teoria da aula, exceto a alternativa E. Note
que, para o trago das matrizes, temos as seguintes propriedades:

o tr(A+B)=tr(A)+tr(B)
o tr(A—B)=tr(A)—tr(B)
o tr(ad) =axtr(A)

e tr (AB) =tr(BA)

Podemos notar que a suposta propriedade tr(AB) = tr(A).tr(B) ndo é valida a partir de um exemplo.

Considere A = H (1)] eB = [(1) ﬂ Temos que:
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tr(A)=14+0=1

tr(B)=0+1=1

Além disso:
1 11.M0 1
AB_[1 O]X[l 1

_[1.0+11 11+11
~l1o0+01 11+01

=lo 1

Logo, o traco de AB é:
tr(AB) =1+1=2

Note, portanto, que ndo podemos afirmar genericamente que tr(AB) = tr(A).tr(B), pois, para o
exemplo em quest3o, temos que tr(AB) = 2 etr(A).tr(B) = 1.

Gabarito: Letra E.
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QUESTOES COMENTADAS — INEDITAS

Determinantes

1. (INEDITA) Considere a matriz A a seguir:

2
. [2x 3ny]
2y

Sabendo-se que xy # 0 e que o determinante da matriz A é nulo, o valor de xy é:
a)2
b) 3
c)4
d)5
e)6

Comentarios:
O determinante de uma matriz 2 X 2 é dado por:
(Produto dos elementos da diagonal principal) — (Produto dos elementos da diagonal secundaria)
O determinante da matriz A é igual a zero. Logo:
detA=0
2x2 X y? —3xyx2=0
2x%y?2 —6xy =0
2x%y? = 6xy

Como xy # 0, podemos dividir ambos os lados da equag¢do por xy. Ficamos com:

2xy =6

_ 6
Xy =3
Xy =

Gabarito: Letra A.
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2.(INEDITA) O determinante da matriz A = (1) i i] é:
5 3 5

a)-7

b) -5

c)3

d)5

e)7

Comentarios:
Temos uma matriz quadrada de ordem 3. Para obter o determinante, devemos aplicar a regra de Sarrus.

Aplicando a regra de Sarrus no determinante, temos:

Parte Negativa Parte Positiva

detA=[1.1.5+3.1.5+2.0.3] = [2.1.5+ 1.1.3 + 3.0.5]
=[5+ 15+ 0] — [10 + 3 + 0]
=20—13
=7

Gabarito: Letra E.

1 1 2
3. (INEDITA) O valor de x para que o determinante da matriz M = [3 2 x] seja zero é:
0 1 3

a)o
b) 1
c)2
d)3
e)4

Comentarios:
Temos uma matriz quadrada de ordem 3. Para obter o determinante, devemos aplicar a regra de Sarrus.

Aplicando a regra de Sarrus no determinante, temos:
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Parte Negativa Parte Positiva

detM =[1.2.3+1.x.0+2.3.1] - [2.2.0 + 1.x.1 + 1.3.3]
=[6+0+6]—[0+x+09]
=12 —[x +9]

=3—-x
Para que o determinante da matriz M seja zero, devemos ter:

detM =0

Gabarito: Letra D.

4.(INEDITA) Sejam A e B matrizes quadradas de ordem 2, com A4 = [g ;] Sabendo-se que o

determinante da matriz AB é 12, o determinante da matriz B é:
a)l
b) 2
c)3
d)4
e)5

Comentarios:
O determinante de uma matriz 2 X 2 é dado por:
(Produto dos elementos da diagonal principal) — (Produto dos elementos da diagonal secundaria)
Logo, o determinante da matriz A é:
detA=3x2-1x2
=4

Pelo teorema de Binet, temos:
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det(AB) = detA X detB

12 =4 x detB
dtB—12
)
detB =3

Gabarito: Letra C.

5.(INEDITA) Considere uma matriz inversivel A tal que det (4%) = 3 det (4). Nesse caso, o determinante
de (A*) 1 é:
1

a)a

b) —
c)9

d) 27
e) 81

Comentarios:
Sabemos que a matriz A% é dada pelo produto da matriz A com ele mesma.
A=A.A
Pelo teorema de Binet, temos:
det(4%) = det(4.4) = detA X detA
Logo, a partir da equacdo det (42) = 3 det (A4), temos:
detA X detA = 3detd

Como a matriz A é inversivel, det A # 0. Logo, podemos dividir ambos os lados da equagdo por det A.
Ficamos com:

det4d =3

Devemos obter o determinante de (4*)7!, ou seja, o determinante da inversa da matriz A*. Como
A* = A.A.A. A temos:

det(A%) = det(4.A.A. A)
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Pelo teorema de Binet, temos:
det(4*) = detA X detA X detA X detA
=3X3%Xx3x%X3
=81

Sabemos que o determinante da inversa é o inverso do determinante da matriz original. Logo:

det((4H)™) = det(4h)

Gabarito: Letra A.

6. (INEDITA) O determinante da matriz X, de ordem 4, é 8. Se a matriz Y é definida como Y = 4X, o

determinante da matriz transposta de Y é:
1

a) —

2048
b)

_t

1024
c) 256
d) 1024
e) 2048

Comentarios:

Sabemos que ao multiplicar uma matriz de ordem n por uma constante k, o determinante dessa nova matriz
fica multiplicado por k™.

det(kA) = k™ detA
O determinante da matriz Y é:
detY = det4X
Como a matriz X é de ordem 4, temos que det4X = 4* det X. Logo:

detY = 4*detX
detY = 256det X

detY = 256 X 8
detY = 2048
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Sabemos que o determinante da matriz transposta corresponde ao determinante da matriz original, isto é:
detY! = detY
Logo, detY* = 2048.

Gabarito: Letra E.

7.(INEDITA) Sejam A e B matrizes quadradas de ordem 3 tais que det A = 3det B. O determinante da
matriz 3AB~1 é:

a)3

b)9

c) 27

d) 81

e) 243

Comentarios:

Podemos entender a matriz 34B~! como o produto da matriz 34 pela matriz B~1. Pelo teorema de Binet,
temos:

det(34.B™1) = det34 X det B!

Sabemos que ao multiplicar uma matriz de ordem n por uma constante k, o determinante dessa nova matriz
fica multiplicado por k™.

det(kA) = k™ det A

A matriz A é de ordem 3. Logo:

det(34) = 33 det 4

Além disso, sabemos que o determinante da matriz inversa é o inverso do determinante da matriz original.
Logo:

detB~! =
€ detB

Portanto:

det(34.B™1) = det34 x detB~!

=33detA x
© detB
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detA

=27
detB

Como detA = 3detB, temos:

detA

t(34.B™1) =27
det(3 ) detB

3detB

=27
det B

=27 X3
=81
Portanto, o determinante da matriz 3AB~! é 81.

Gabarito: Letra D.

8.(INEDITA) Considere a matriz 4 = . Sabendo-se que det A = 2, o determinante da

S-S T
o xQ n
T~

4a 4c 4b 2d
e g f 05h
k j 0,51
m o n 05p

matriz B =

a) -4
b) -2
c)2
d) 4
e)8

Comentarios:

Sabemos que, ao multiplicar uma fila (linha ou coluna) de uma matriz por uma constante k, o determinante
dessa nova matriz também fica multiplicado por k.

Uma consequéncia interessante dessa propriedade é realizar a operacdo inversa, removendo um fator
comum de dentro do determinante.

Note, ainda, que:

2.d =4.0,5.d

Banco do Brasil - Matemaética - 2023 (P6s-Edital) 124

, www.estrategiaconcursos.com.br 146



Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 18

Logo:
4a 4c 4b 2d
e g f 05h
detB)=1, © j o5l
m o n 05p
4a 4c 4b 4.0,5.d
_le 9 5 o5
det(B) = I j 0,51
m o n 0,5p
a ¢ p 0,5d
_ e g f 0,5h
det(B) = 4 X ik j 0,5
m o n 0,5p
a ¢ b d
e g f h
det(B) =4x0,5 .
m o n p
a ¢ b d
e g f h
det(B) =2 X .
m o n p
X
a ¢ b d
e
Note que x = i i { ill
m o n p

estdo trocadas.

é muito parecido com det(A). A diferenga é que a segunda e a terceira coluna

Sabemos que ao trocarmos uma fila (linha ou coluna) de lugar com outra fila paralela, o determinante muda

de sinal. Logo:

D

a ¢ b d a b ¢ d
A R A
m O\)l 14 m n 0 D
Portanto:
det(4) = —x
x = —det(4)
X =-2
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Consequentemente, temos que:

a ¢ b d
e g f h

B) =2 .
det(B)=2x |, 7 |
m o N Dp

X
det(B) =2 X -2
det(B) = —4

Gabarito: Letra A.

-

9. (INEDITA) O determinante da matriz A =

N W W
N R
oRrNO
NN

a)o
b) 1
c)2
d)4
e)5

Comentarios:

Para resolver um determinante de ordem 4, deve-se utilizar o Teorema de Laplace. Antes de aplicar esse
teorema, vamos usar o Teorema de Jacobi para aumentar o nimero de zeros em uma fileira.

Substituindo a linha 1 (L) por L; — %L4, ficamos com:

3102 112000
4 01 2 1|24 1 2 01
detd=13 1 7 2f = |31 12
2 2 0 4 2 2 0 4

Aplicando o Teorema de Laplace na primeira linha do determinante anterior, ficamos com:
detA = a;1411 + a4 + a43413 + a1441,
= 2441 + 04, + 04,3 + 044,
=241

=2x (=D™'Dyy
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_ 1 2 1

=2xt 11 2

2 0 4
1 2 1
—2x(1 1 2
2 0 4

Aplicando a regra de Sarrus no determinante D;;, temos:

Parte Negativa Parte Positiva
(1.1.4+2.2.2+1.1.0] —[1.1.2 + 1.2.0 + 2.1.4]

=[4+8+0]—[2+0+8]

=12-10
=2
Portanto, o determinante da matriz 4 é:
1 2 1
detA=2x|1 1 2
2 0 4
=2X2
=4

Gabarito: Letra D.

10.(INEDITA) Seja M = [g _11] e N uma matiz quadrada de ordem 2 tal que MN = I, onde I é a matriz
identidade de ordem 2. Logo, o trago da matriz N é igual a:

a)-0,4

b) -0,2

c)o0

d) 0,2

e) 0,4
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Comentarios:

Sabemos que, pela definicdo de matriz inversa, MM~! = I. Como M.N = I, temos que N é a inversa de M.

Temos que a inversa de uma matriz A = [Z Z] ¢ dada por:

B 1 _
A= detA % [—dc ab]

1

1], e seu determinante é:

A matrizem questdo é M = [g

detM = [3 x (=1)] = [1x 2] = (=3) -2 = =5

Temos que:
N=M"1
1 -1 -1
= X
detM -2 3 ]

—5 " l-2 3
-1 -1

_|-5 =5
-2 3
—5 —5
1 1

_|5 5
2 3
5 5

O trago da matriz N é a soma dos elementos da diagonal principal. Logo:

CRNE

Gabarito: Letra A.
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LISTA DE QUESTOES —- CESGRANRIO

Matrizes

1.(CESGRANRIO/BNDES/2007)

1 0
2l 3 gl o

O produto de matrizes expresso acima é:

a)iguala[2 —1].

b) igual a 3.

c) igual a matriz identidade.
d) comutativo.

e) ndo definido.

2.(CESGRANRIO/TRANSPETRO/2011) A Tabela | apresenta as quantidades médias de combustivel, em
litros, vendidas semanalmente em trés postos de abastecimento de uma mesma rede. O preco praticado

em um dos postos é o mesmo praticado pelos outros dois.

Esses precos, por litro, em duas semanas consecutivas, estao apresentados na Tabela Il.

Tabela | Tabela ll
Posto 1 | Posto2 | Posto 3 Semana 1| Semana2
Etanol 20.200 | 22.000 21.000 Etanol RS 2,48 R$ 2,52
Gasolina | 32.000 33.600 35.000 Gasolina | R$ 2,69 R$ 2,71
Diesel 18.000 | 23.000 24.500 Diesel RS 1,98 R$ 2,02

Com os dados das Tabelas | e Il sdio montadas as matrizes A e B a seguir.

20.200 22.000 21.000 2,48 2,52
A=(32.000 33.600 35.000f B=12,69 2,71
18.000 23.000 24.500 1,98 2,02

Seja C, 3 a matriz que apresenta os valores médios arrecadados em cada um dos trés postos, por semana, com a
venda de combustiveis.

Identificando-se At e Bt como as matrizes transpostas de 4 e de B, respectivamente, a matriz C é definida
pela operagao

a)A.B
b) A'Bt
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c)B.A
d) BtA
e) BtA®

3. (CESGRANRIO/PETROBRAS/2010) Considere as matrizes

A=[1 2 3 4]eB=

(== = ]

3

6
0
0

SOOI
ey
oo a

Denotando por A' a matriz transposta de A4, a matriz (4°‘4) — (B + BY) é

0 0 0 0
20 0 0
A3 6 0 o0
4 8 12 0
0 2 3 4
2 0 6 8
b3 ¢ 0 12
4 8 12 0
1 0 0 0
0 4 0 0
Mo 0 9 o0
0 0 0 16
1 2 3 4
2 4 6 8
D3 ¢ 9 12
4 8 12 16
1 0 0 0
02 0 0
e o 0 3 0
0 0 0 4
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4. (CESGRANRIO/BASA/2014) Seja A3,3; uma matriz quadrada de ordem 3. O elemento da matriz A33,

que ocupa alinha i e a coluna j, é representado por a;;, i,j = 1,2,3.

Acerca dos elementos da matriz 43,3, sabe-se que:
e Quatro elementos sao iguais a 0 e os cinco restantes sao iguais a 1;
e Paratodososvaloresdeiej,tem-se q;; = a;;.

Os possiveis valores da soma a1 + a,; + azz sao:

a)0el

b)0e2

c)0e3

dile3

e)2e3

5. (CESGRANRIO/PETROBRAS/2010) Considere a matriz quadrada
1 0 2
0 2 1
2 1 3

Esta matriz

a) é singular.

b) é simétrica.

c) é igual a sua inversa.

d) ndo tem inversa.

e) tem determinante positivo.

6.(CESGRANRIO/PETROBRAS/2010) Considere a matriz quadrada 4, de ordem n > 1, onde cada elemento
a;; = i X j, para todos os valores de i e j pertencentes ao conjunto {1,2,3,...,n}. A soma de todos os

elementos da matriz A é

a)12 4+ 2%+ 324+ .4+ n?
b)(1+2+3+:+n)?
)n*(1+2+3+--+n)
d)n(1% + 22 + 32 4+ -+ n?)
e)n(l+2+3+-+n)?
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GABARITO - CESGRANRIO

Matrizes
1. LETRAA 3. LETRAC L. LETRA B
2.LETRAD 4. LETRAD 6. LETRA B
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LISTA DE QUESTOES —- CESGRANRIO

Determinantes

1.(CESGRANRIO/PETROBRAS/2010)
2* 8

e @

Qual o valor de x/y, considerando que o determinante da matriz A4, representada acima, é nulo?

a)1/2
b) 1/3
c)2/3
d) 3/5
e) 4/5
1 1 1
2. (CESGRANRIO/PETROBRAS/2017) Na matriz 4 = nTZ :2 ;72 , M, n e p sao numeros inteiros

impares consecutivos tais que m < n < p.

O valor de det A + vdetA + VdetA é:
a)2

b) 8

c) 16

d) 20

e) 22

3.(CESGRANRIO/PETROBRAS/2018) Sejam A uma matriz quadrada de ordem 2 e B uma matriz quadrada
de ordem 3, tais que det4d .detB = 1.

O valor de det(3A4) .det(2B) é
a)5

b) 6

c) 36

d) 72

e) 108
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4.(CESGRANRIO/TRANSPETRO/2011) O determinante da matriz M, de ordem 3 por 3, é 240, e a matriz K
é definida como sendo K = 2 X M. O valor do determinante da matriz K é

a) 240
b) 480
c) 1.440
d) 1.920
e) 2.160

5.(CESGRANRIO/PETROBRAS/2012) Seja A uma matriz quadrada invertivel. Considere as matrizes 42 e 43
definidas por 4> = A.Ae A3 = A.A.A, onde. indica a operagdo de multiplicagdo usual de matrizes.

Se det(4%) — 2.det(4) = 0, entido o determinante det(A43) é igual a
a)o

b) 2v2

c)6

d)8

e) 64

1 2

6. (CESGRANRIO/EPE/2014) Considere a matriz M = [3 4l

Qual é o valor do determinante da matriz inversa da transposta de M ?

a) —2
b) —1/2
c)1/2
d)1
e)2
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aiq
7.(CESGRANRIO/PETROBRAS/2011) A matriz A3y = [a21
asq

a1 Qaqp Qg3 1 0 O 7
az1 Az ax3(X|-2 4 2|1=10
az; asz; Aass 3 5 4 0

O determinante da matriz A3.3 € igual a:

a)-6
b)0
c)6
d) 10
e) 42

8. (CESGRANRIO/TRANSPETRO/2011) O determinante da matriz M =

a)8

b) 12
d) 15
d) 24
e) 36

9.(CESGRANRIO/TRANSPETRO/2011) Para qual valor de x a matriz

nulo?
a)1l
b) 2
c)3
d) 4
e)5
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iz ais
az; Az3| étal que
az; daszg

-1 0 1 2 3
4 -1|x|2 -4 -1
-2 2 3 -2 2

2 1 0
1 -1 1
0 -2 O
1 0 1
2 1 0
1 -1 x
0 -2 0
1 0 1

= O W

Ao W
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a b c m n p
10. (CESGRANRIO/PETROBRAS/2011) Sabendo que |d e f|(=3, |a b c|=-2 e que
g h i g h i
1 m n p
0 g h i|_ . 5
x d e f—7,qualeovalordex.
0 a b c
a)-2
b) 1
c)2
d)3
e)5

11.(CESGRANRIO/TRANSPETRO/2018) Sejam A e B duas matrizes quadradas 2 x 2, tal que A = [_21 ‘é],

e A.B =1,onde I é a matriz identidade 2 X 2. Assim, a soma dos elementos da matriz B é igual a
a)5/16

b) 7/16

c)9/16

d) 11/16

e) 13/16
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GABARITO - CESGRANRIO

Determinantes

1. LETRAC 5.LETRAD 9.LETRAC
2.LETRAE 6. LETRAB 10. LETRAE
3.LETRAD 7.LETRA B 11. LETRAA
4. LETRAD 8.LETRAB
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LISTA DE QUESTOES — INEDITAS

Matrizes

1. (INEDITA) Considere uma matriz quadrada 4 de ordem 3 cujos elementos a;; sao dados por:
i+jsei>j
a; ={i*+2jsei<j
iZ—j,sei=j
Em que a;; representa o elemento da matriz A localizado nalinha i e coluna j. Logo, a soma dos quadrados
dos elementos da segunda coluna da matriz 4 é:
a) 33
b) 38
c)43
d) 51
e) 54

4 8 6
p 2 2]. Sabendo-se que B =
k 2 2

2. (INEDITA) Considere a matriz simétrica 4 =

A = 2B, ovalor de x* + y é:
a)5

b) 6

c) 10

d) 12

e) 13

-2 1 1
1 -6 2

1 y 2
2 3 1
1 z 4

3. (INEDITA) Seja A = e B = . Sendo A + 2B uma matriz antissimétrica, o

valordey + z — x é:
a)-1
b) O
c)1
d) 2
e)3
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4. (INEDITA) Seja A = [; §] eB = [0

2 N
2 1].0tragoda matriz A°“B é:

a) 45
b) 50
c) 55
d) 60
e) 65

1 3 1 3 15

4 0 4 1 3 2] e C = AB. Se c;j representa o
4 2 1 0 3 1

elemento da matriz C localizado na linha i e coluna j, o valor de c3; — ¢ é:

a)-2
b) -1
c)o
d)1
e)2

5. (INEDITA) Considere as matrizes A = , B =

6. (INEDITA) Considere asmatrizesA=[3 2 1 4]eB= . O produto AB:

S WO R
ooN W
W
WRO R

a) ndo existe.

b) existe, e a ordem da matriz AB é 4.

c) existe, e a dimensdo da matriz AB é 4 X 1.

d) existe, e a soma dos elementos da matriz AB é 63.

e) existe, e a soma dos elementos da matriz AB é 74.
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7. (INEDITA) Joaquim precisa comprar material escolar para seus filhos Arnaldo e Bernaldo. A Tabela | a
seguir mostra a necessidade de cadernos, canetas e lapis dos filhos:

Cadernos| Canetas Lapis
Arnaldo 5 4 10
Bernaldo 10 6 5

Tabela I: Quantidades de cadernos, canetas e lapis necessdrias.

Sabendo que o seu filho Arnaldo gosta de materiais escolares mais caros, Joaquim gastara, com cada
unidade de material comprada, valores diferentes a depender do filho. A tabela a seguir mostra o valor
que cada unidade de material ird custar a depender do filho considerado.

Arnaldo | Bernaldo
Cadernos | RS 20,00 | RS 10,00
Canetas | RS 3,00 | R$1,00
Lapis RS 2,00 | RS 0,90

Tabela Il: Valor unitario de cada material escolar a depender do filho.

5 4 10 20,00 10,00
Considerando que a matriz A = [10 6 5 ] representa a TabelalequeamatrizB=| 3,00 1,00 ]
2,00 0,90

representa a Tabela ll, o valor total dispendido por Joaquim para a compra dos materiais dos dois filhos é,
em reais:

a) A soma dos elementos da matriz AB.
b) A soma dos elementos da matriz BA.
c) O traco da matriz AB.
d) O traco da matriz BA.

e) A soma dos elementos da diagonal secundaria da matriz AB.

8. (INEDITA) Considere duas matrizes quadradas A e B inversiveis de mesma ordem e que a é um niimero
real qualquer. Assinale a alternativa que ndo apresenta uma propriedade sempre valida.

a) (AB)t = BtAt

b) (AB)~! = B~1A4"1

) (A™Hf = (AH

d) tr(ad) = a.tr(A)

e) tr(AB) = tr(A).tr(B)
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GABARITO — INEDITAS

Matrizes

1. LETRAE 4. LETRA A 7. LETRAC
2. LETRAC 5.LETRAD 8. LETRAE
3.LETRAC 6. LETRAD
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LISTA DE QUESTOES — INEDITAS

Determinantes

1. (INEDITA) Considere a matriz A a seguir:

ety
Sabendo-se que xy # 0 e que o determinante da matriz A é nulo, o valor de xy é:
a)2
b) 3
c)4
d)5
e)6

2. (INEDITA) O determinante da matriz A =

a)-7
b) -5
c)3
d)5
e)7

1 1 2
3. (INEDITA) O valor de x para que o determinante da matriz M = [3 2 x] seja zero é:
0 1 3

a)o
b)1
c)2
d)3
e)4
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4. (INEDITA) Sejam A e B matrizes quadradas de ordem 2, com A = [g ;] Sabendo-se que o
determinante da matriz AB é 12, o determinante da matriz B é:

a)l

b) 2

c)3

d) 4

e)5

5. (INEDITA) Considere uma matriz inversivel 4 tal que det (4%) = 3 det (4). Nesse caso, o determinante
de (AM)1é:
1
a)gz
1
b) pys
c)9
d) 27

e) 81

6. (INEDITA) O determinante da matriz X, de ordem 4, é 8. Se a matriz Y é definida como Y = 4X, o

determinante da matriz transposta de Y é:
1

a) —

2048
b)

L

1024
c) 256
d) 1024
e) 2048

7. (INEDITA) Sejam A e B matrizes quadradas de ordem 3 tais que det A = 3det B. O determinante da
matriz 3AB™! é:

a)3

b)9

c) 27

d) 81

e) 243
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a b c
8. (INEDITA) Considere a matriz A = f f i
m n oo
4a 4c 4b 2d
matriz B = ei l'f 5 3’55{1 é:
m o n 0,5p
a) -4
b) -2
c)2
d) 4
e) 8
3 1
9. (INEDITA) O determinante da matriz A = g i
2 2
a)o
b) 1
c)2
d) 4
e)5

T ~ 3

S RrNO

. Sabendo-se que det A = 2, o determinante da

2
1
2
4

10. (INEDITA) Seja M = [g _11] e N uma matiz quadrada de ordem 2 tal que MN = I, onde I é a matriz

identidade de ordem 2. Logo, o trago da matriz N é igual a:

a)-0,4
b) -0,2
c)0

d) 0,2
e) 0,4
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GABARITO — INEDITAS

Determinantes

1. LETRAA 5.LETRA A 9. LETRAD
2. LETRAE 6. LETRAE 10. LETRAA
3.LETRAD 7.LETRAD

4, LETRAC 8.LETRAA
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