PROBABILIDADE

Conceitos Iniciais

A Teoria da Probabilidade é o ramo da Estatistica que estuda experimentos e fenéomenos
aleatdrios, isto é, cujos resultados sdo incertos. Como exemplo, podemos citar:

e lancamentos de dados ou moedas;

o selegdes feitas ao acaso (ou aleatoriamente), como de uma carta no baralho, de uma pessoa
ou peca dentro de um grupo, etc.;

e fendmenos naturais, como chuva em determinado dia.

Embora os resultados sejam incertos, se tais experimentos ou fendmenos sdo repetidos muitas
vezes, é possivel encontrar certo padrdao em seus resultados. Se lancarmos uma moeda comum
muitas vezes esperamos que, em torno de metade das vezes, a face superior seja cara e, na outra
metade, coroa.

Porém, para encontrar tal padrdo, é necessario que os experimentos/fendmenos possam ser
repetidos indefinidamente, sob condigées inalteradas.

Um exemplo em que essa condi¢ao ndo é atendida é o langamento de uma moeda préximo a um
bueiro. Em algum langamento, é possivel que a moeda caia no bueiro, ndo sendo mais possivel
repetir o experimento. Para esse tipo de situacao, ndo podemos utilizar todos os conceitos e
célculos da Teoria da Probabilidade que estudaremos aqui.

e~

ESQUEMATIZANDO

Os Experimentos/Fenémenos aleatorios:

i) Podem ser repetidos indefinidamente, sob condicdes inalteradas;
ii) Apresentam resultado incerto, porém com um padrao conhecido.

Espa¢o Amostral

O Espago Amostral de um experimento/fenémeno aleatdrio é o conjunto de todos os resultados
possiveis. Podemos chamar o Espago Amostral de Universo e denota-lo por U ou Q.
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No langcamento de uma moeda, por exemplo, o Espaco Amostral é o conjunto:
Uw = {CARA, COROA}
Para o langamento de um dado (com 6 faces), o Espaco Amostral é o conjunto:
Uo ={1,2,3,4,5,6}
Se o experimento for o langamento de 2 moedas, o Espago Amostral é dado por:
Uam = {(CARA,CARA), (CARA,COROA), (COROA,CARA), (COROA,COROA)}

Podemos, ainda, chamar cada resultado possivel de ponto amostral. No langamento de 2 moedas
que acabamos de ver, por exemplo, ha 4 pontos amostrais.

PRATICAR!

.......................................................................................................................................................................................... =

: (2017 - Secretaria de Educacao/MG) Em Teoria das Probabilidades, um conceito importante ao se
: trabalhar com experimentos aleatérios é o conceito de Espaco Amostral. Assinale a alternativa que
: indica o correto significado deste conceito. :

a) Conjunto de todos os resultados possiveis do experimento

b) Tamanho total da amostra

c) Proporgdo entre o tamanho da amostra tomada e o tamanho total da populagéo

d) Intervalo no qual as probabilidades somadas ultrapassam 0,5

e) Somatdria dos todos os possiveis resultados de um experimento

Comentarios:

O Espago Amostral de um experimento é o conjunto de todos os seus resultados possiveis.

Gabarito: A

.......................................................................................................................................................................................... -

Evento

Um evento é todo e qualquer subconjunto do Espagco Amostral.
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No exemplo do langcamento de 2 moedas, podemos chamar de evento A aquele em que ambas
as moedas apresentam o mesmo resultado para a face superior. Portanto, o evento A é o
subconjunto:

A = {(CARA,CARA), (COROA,COROA)}

Observamos que o evento A apresenta 2 elementos (ou 2 pontos amostrais). Denotamos o nimero
de elementos do evento A por n(A). Nesse exemplo, temos:

n(A) = 2

Considerando como experimento o lancamento de 2 dados, podemos chamar de evento B aquele
em que a soma das faces superiores dos dois dados é igual a 12. O evento B ¢, portanto, o
subconjunto:

B = {(6,6)}

Ou seja, temos n(B) = 1 (isto é, um Unico ponto amostral). Nesse caso, dizemos que o evento é
simples ou elementar.

E se disséssemos que o evento C corresponde ao subconjunto em que a soma das faces superiores
dos dois dados ¢é igual a 13? Nesse caso, ndo ha elemento algum do Espaco Amostral que atenda
a esse requisito (a soma maxima é 12). Por isso, esse evento é um conjunto vazio (simbolizamos o
conjunto vazio por &):

C=0

Como nao ha elemento algum no subconjunto, temos n(C) = 0. Dizemos que esse evento é
impossivel!

Podemos ter, ainda, um evento que corresponda a todo o Espago Amostral. Por exemplo,
considerando o langamento de um anico dado, podemos chamar de evento D aquele em que o
numero indicado na face superior € menor que 7. Assim, o evento D corresponde ao subconjunto:

D={1,23,45,6=Up

Note que, como ambos os conjuntos (D e Up) sdo iguais, o nimero de elementos de ambos os
conjuntos também ¢é igual: n(D) = n(Up). Dizemos que esse evento é certol!



)

) )
:g RESUMINDO

Evento simples ou elementar - n(B) = 1
Evento impossivel: C=@ > n(C) =0

Evento certo: D = U = n(D) = n(U)

PRATICAR!

: (2017 - Instituto de Previdéncia de Jodo Pessoa) Sobre as afirmagdes a seguir, assinale a Unica :
: correta no que diz respeito ao espago amostral. :

i a) Se Q é um espaco amostral do experimento, todo subconjunto A contido em Q serd chamado
i de evento, Q é o evento certo, ¢ o evento impossivel. Se o evento w pertence a Q, o evento {w} é :
: dito elementar :

: b) Se Q & um espaco amostral do experimento, todo subconjunto A contido em Q serd chamado
: de subespaco amostral, Q é o evento certo, ¢ 0 evento vazio. Se o evento w pertence a Q, o evento
: {w} é dito elementar

i c) Se Q é um espaco amostral do experimento, todo subconjunto A contido em Q serd chamado
de evento, Q é o evento vazio, ¢ o evento neutro. Se o evento w pertence a Q o evento {w} é dito
i elementar.

d) Se Q é um espaco de probabilidades do experimento, todo subconjunto A contido em Q sera
: chamado de evento, Q é o evento certo, ¢ o evento vazio. Se o evento w pertence a Q, o evento :
: {w} é dito unico.

e) Se Q é um espago de probabilidades do experimento, todo subconjunto A contido em Q sera
chamado de evento, Q é o evento certo, ¢ o evento vazio. Se o evento w pertence a Q , o evento
i {w} é dito unitério. :
Comentarios:

i) Podemos denotar por Q um Espagco Amostral (ndo um espago de probabilidades, como descrito
i nas alternativas “d” e “e"); :
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ii) Todo subconjunto do Espago Amostral é chamado de evento (ndo de subespago amostral, como
i descrito na alternativa “b");

: iii) O evento igual ao Espago Amostral (Q0) é dito certo (ndo vazio, como descrito na alternativa “c”); i

i iv) O evento que corresponde ao conjunto vazio (¢) é dito impossivel (ndo neutro, como descrito
! na alternativa “c");

: v) O evento com um Unico elemento, como é o caso de B = {(6, 6)} que vimos anteriormente, é dito :
i elementar.

Gabarito: A

.......................................................................................................................................................................................... -



DEFINICOES DE PROBABILIDADE

Definigcao Classica

A probabilidade representa as chances de um evento ocorrer. Sendo U o Espaco Amostral, a probabilidade
de ocorrer o evento A é (defini¢do classica):

A
P(A) =15

Ou seja, a probabilidade de um evento é a razdo entre o nimero de elementos do Evento, 1(A), e o nimero
de elementos do Espago Amostral, n(U).

Por exemplo, para o experimento de lancar 2 moedas, vimos que o Espaco Amostral (Uam) é:
Uam = {(CARA,CARA), (CARA,COROA), (COROA,CARA), (COROA,COROA)}
n(Uxm) =4
O evento A, em que ambas as moedas fornecem o mesmo resultado, é o subconjunto:
A = {(CARA,CARA), (COROA,COROA)}
n(A) =2
Portanto, a probabilidade de o evento A ocorrer é:

n(4)

2
P = o) ~ 3

=05

Outra forma de dizer o mesmo é considerar que a probabilidade é a razdo entre o nimero de casos
favoraveis ao evento e o nimero de casos totais:

namero de casos favoraveis

numero de casos totais
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ESCLARECENDO!

Para utilizar a defini¢ao classica, hd uma condigao crucial: todos os elementos do Espago
Amostral (ou seja, todos os pontos amostrais) devem ser igualmente provaveis.

Se isso nao for verdade, nao podemos utilizar a defini¢do classica de probabilidade. Por
exemplo, se tivermos uma moeda viciada, em que a probabilidade de cair CARA é maior
gue a probabilidade de cair COROA, entdo nao poderemos utilizar a definicao classica.

HORA D

PRATICAR!

(FGV/2019 Prefeitura de Angra dos Reis/RJ) Uma pesquisa feita com os alunos de uma sala mostrou que
: 7 alunos torcem pelo Flamengo, 6 pelo Vasco, 5 pelo Fluminense, 4 pelo Botafogo e 3 ndo torcem por time
nenhum. Escolhendo ao acaso um dos alunos dessa turma, a probabilidade de que ele seja torcedor do Vasco
: éde :

a) 12%
: b) 18%
c) 20%
 d) 24%
e) 30%
Comentarios:

: A probabilidade de escolher um torcedor do Vasco equivale a razdo entre o nimero de torcedores do Vasco :
: (casos favoraveis) e o numero de alunos (casos totais): :

numero de casos favoraveis n(V)

namero de casos totais ~ n(U)
: O numero total de alunos é de:
nU)=7+6+5+4+3=25

O numero de torcedores do Vasco é n(V) = 6. Logo, a probabilidade desejada é:

6
P=—=0,24 =249
25 %o

Gabarito: D.



(VUNESP/2020 — PM/SP) Em um pote, ha 60 balas, todas de mesmo tamanho e formato, embaladas
individualmente. Desse total, 25 sdo balas de leite com recheio de chocolate, 15 sdo balas de café sem
recheio, e as demais sdo balas de frutas também com recheio de chocolate. Retirando-se aleatoriamente
: uma bala desse pote, a probabilidade de que ela tenha recheio de chocolate é de :

: 5
Pa)g
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: Comentarios:

: A probabilidade de escolher uma bala com recheio de chocolate é a razdo entre o numero de balas com
: recheio de chocolate (casos favoraveis) e o nimero de balas no total (casos totais):

n(casos favoraveis) n(RC)
- n(casos totais) - n(U)
: O enunciado informa que ha 60 balas, logo, n(U) = 60.
As balas com recheio de chocolate s3ao as balas de leite e as balas de frutas, ou seja, todas as balas exceto as
: balas de café. Sabendo que ha 15 balas de café, o numero de balas com recheio de chocolate é: :
: n(RC) = 60 — 15 = 45
Logo, a probabilidade desejada é:
p_r_3
: 60 4
Gabarito: B.

(FCC/2017 - Secretaria da Administracdao/BA) Uma sala de aula com 40 alunos fez uma pesquisa sobre a
ocorréncia de dengue no contexto familiar. A pesquisa consistia em tabular, no universo de 120 pessoas, se
: cada aluno e seus respectivos pais e mdes ja tiveram dengue, ou ndo. As respostas estdo tabuladas abaixo.

Teve dengue Nao teve dengue
Alunos 1 39
Pais dos alunos 2 38
Maes dos alunos 0 40

Sorteando-se ao acaso uma das 120 pessoas pesquisadas, a probabilidade de que ela tenha respondido na
: pesquisa que ja teve dengue € igual a :
£ a)2,5%.

 b) 2,3%.



) 7,8%.

: d) 3,8%.

e) 1,4%.

Comentarios:

A probabilidade é a razdo entre o nimero de casos favordveis e o nimero de casos totais:

_casos favoraveis  n(D)

: casos totais ~ n(U) :
Os casos favoraveis correspondem as pessoas que tiveram dengue. A tabela mostra que o numero de pessoas
: que tiveram dengue é: .
. n(D)=1+2=3

O enunciado informa que, no total, 120 pessoas participaram da pesquisa: n(U) = 120.

Assim, a probabilidade desejada é:

P(D) = 3 _ 1 _ sy
T 120 40 7

Gabarito: A.

(CESPE/2018 — EBSERH) Uma pesquisa revelou caracteristica da populacdo de uma pequena comunidade
composta apenas por casais e seus filhos. Todos os casais dessa comunidade sdo elementos do conjunto A U
B U C,em que :

A = {casais com pelo menos um filho com mais de 20 anos de idade};
B = {casais com pelo menos um filho com menos de 10 anos de idade};
C = {casais com pelo menos 4 filhos}.

Considerando que n(P) indique a quantidade de elementos de um conjunto P, suponha que n(4) = 18;
i n(B) =20;n(C) =25 n(AnB)=13;n(AnC)=11;n(BNC)=12en(An BN C) = 8. O diagrama :
: a seguir mostra essas quantidades de elementos. :

A

A7

B
C

: Com base nas informacgdes e no diagrama precedentes, julgue o item a seguir.

: Se um casal dessa comunidade for escolhido ao acaso, entdo a probabilidade de ele ter menos de 4 filhos :
: serd superior a 0,3. :



: Comentarios:
: A probabilidade é a razdo entre o numero de casos favoraveis e o nimero de casos totais:

_casos favoraveis  n(E)

casos totais n(U)
: Os casos favoraveis correspondem ao nimero de casais com menos de 4 filhos. Sabendo que C representa :
: 0s casais com pelo menos 4 filhos, entdo os casais com menos de 4 filhos sdo aqueles que ndo estdo em C, :

conforme indicado abaixo:

Assim, o numero de casos favoraveis é:

n(E)=2+5+3=10

E o nimero de casos totais é:
nU)=2+5+3+3+8+4+10=35
Logo, a probabilidade é:

Ou seja, é inferior a 0,3.

Gabarito: Errado.

Vale pontuar que, em diversos casos, sera necessario utilizar as técnicas de analise combinatoria, para
calcular o nimero de elementos do evento e/ou o nimero de elementos do Espago Amostral.

()

EXEMPLIFICANDO

Vamos supor haja 5 pecas amarelas e 6 pecgas verdes dentro de um saco e que teremos que
retirar 2 pecas sem olhar. Qual é a probabilidade de retirar 2 pecas amarelas?

Sabemos que a probabilidade é a razdo entre o nimero de casos favoraveis e o nimero de
casos totais:




casos favoraveis _ n(A)

P =

casos totais n(U)

Os casos favoraveis sao as maneiras de retirar 2 pegas, dentre as 5 pegas amarelas. Como
a ordem ndo importa, temos a combinacdo 2, dentre 5 elementos:

Tl(A) =C5‘2 — 5! =5><4><3!=5L4=10

(5—-2)!x2! 312! 2

Os casos totais sdo as maneiras de retirar 2 pegas, de um total de 11 pecgas (entre amarelas
e verdes), também sem importancia de ordem:

11! 11x10x9!  11x10
n(U) = Ciyz = (11-2)!x2! ~ 9lx2t 2 55

- . , 10

Logo, a probabilidade de retirar 2 pecas amarelas é: P = o5

E se a ordem importasse?

()

EXEMPLIFICANDO

Vamos supor, entdo, que ha 5 mulheres e 6 homens, dos quais 2 serdo escolhidos para
ocupar a posicdo de presidente e vice-presidente do grupo. Qual seria a probabilidade de
escolher mulheres para ambos os cargos?

A probabilidade é calculada pela mesma razao:

P = casos favoraveis _ n(A)

casos totais n(U)

Os casos favordveis sdo as maneiras de escolher 2 mulheres, dentre 5, sendo que a ordem
importa, por serem cargos distintos:

5! 5x4x3!

G2~ =5%x4=20

n(A) =As, =

Os casos totais sdo as maneiras de escolher 2 mulheres, de um total de 11 pessoas (entre
mulheres e homens), também com importancia de ordem:

11! 11x10X9!
n(U) = A1, = TR T 11 x10 =110
- , 20 10
Logo, a probabilidade de escolher 2 mulheres é: P = 110 = s

Esse é o mesmo resultado que obtivemos antes!



&

ESCLARECENDO!

Quando estivermos escolhendo o mesmo numero de elementos, com o mesmo critério
em relacdo a importancia da ordem, tanto nos casos favoraveis, quanto nos casos totais,
nao faz diferenca se consideramos que a ordem importa ou n3o!

Se a ordem importa, temos o arranjo, tanto para os casos favoraveis, quanto para os casos
totais:

n!
P = Anp — (-p)!

- N!
AN

Para o nosso exemplo das 5 mulheres e 6 homens, a probabilidade de escolher 2 mulheres
para cargos distintos foi calculada como:

5!
As,2 5-2)!
P=—== (11l)
A112 -
' (11-2)!
Se a ordem ndo importa, temos a combinagao:
n! n!
_ Cup _ (n-pixpl _ (m-p)!
P = = NT B
CN,p
(N-p)!xp! (N-p)!

Para o nosso exemplo das 5 pecas amarelas e 6 pecas verdes, a probabilidade de escolher
2 pecas amarelas, sem importancia de ordem, foi calculada como:

5! 51
p= Cs2 _ (5=2)Ix2! __ (5-=2)!
= = 0 =11

112 Giixe 11-2)!

Ou seja, o cdlculo da probabilidade serd o mesmo, independentemente de a ordem
importar ou nao!
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PRATICAR!

(FGV/2019 Prefeitura de Salvador/BA) Entre 6 deputados, 3 do Partido A e 3 do Partido B, serdo sorteados
:2 para uma comissao. :

A probabilidade de os 2 deputados sorteados serem do Partido A é de:

a)

olr vk, BIP Wik NIR

:Comentarios:
:A probabilidade é a razdo entre o niumero de casos favoraveis e o nUmero de casos totais:

n(casos favoraveis) n(A)

_ n(casos totais)  n(U)
EOs casos totais sdo as maneiras de escolher 2 deputados, dentre todos os 6 (sem importancia de ordem):
: Uy = Gy o B _6X5x4_6X5_

' (6—2)!'x2! 4! x 2! 2

EOs casos favordveis sdo as maneiras de escolher 2 deputados, dentre os 3 do Partido A (também sem
:importancia de ordem): :

3! 3x 2!
(3—2)!><2! 1x2

n(A) = C3,2 =

ELogo, a probabilidade desejada é:

EGabarito: D.

E(CESPE/2017 — PM-MA) Uma operacdo policial sera realizada com uma equipe de seis agentes, que tém
gprenomes distintos, entre eles André, Bruno e Caio. Um agente serd o coordenador da operacao e outro, o
gassistente deste; ambos ficardo na base mével de operagbes nas proximidades do local de realizacdo da
goperagéo. Nessa operacdo, um agente se infiltrard, disfarcado, entre os suspeitos, em reunido por estes
gmarcada em uma casa noturna, e outros trés agentes, também disfarcados, entrardo na casa noturna para
:prestar apoio ao infiltrado, caso seja necessario.

A respeito dessa situagdo hipotética, julgue o item seguinte.



:Se os dois agentes que ficardo na base movel forem escolhidos aleatoriamente, a probabilidade de André e :
:Bruno serem os escolhidos serda superior a 30%. :

:Comentarios:
:Para calcular a probabilidade, temos:

casos favoraveis  n(4)

casos totais ~ n(U)

Os casos totais correspondem a todas as maneiras de escolher um coordenador e um assistente, dentre 6
agentes Considerando que os cargos sao distintos, temos um arranjo de 2 elementos, dentre 6:
: W) =4 6! 6 X5 X 4! 6% 5 = 30
n = = = = X =
627 (6 —2)! 41

:0s casos favoraveis correspondem as maneiras de escolher André e Bruno como coordenador e assistente, :
iem qualquer ordem. Podemos ter André como coordenador e Bruno como assistente OU Bruno como :
:coordenador e Bruno como assistente. Logo, hd 2 possibilidades: n(A) = :

EAssim, a probabilidade é:

p-2_1 =~ 6,7%
~30 15 0

EQue é inferior a 30%.

EGabarito: Errado.

E(FCC/2016 — Conselho Regional de Medicina/SP) Em dezembro serdo vistoriados 10 estabelecimentos de
gsaude, sendo 2 hospitais, 1 pronto-socorro, 3 ambulatérios e 4 postos de salde. Sorteando-se ao acaso a
gordem de visita dos 10 estabelecimentos, a probabilidade de que os dois primeiros sejam postos de salde é
tigual a :

Ea)2/15
Eb)4/25
Ec)2/25
Ed)s/zo
Ee)3/25
EComenta’rios:

EPara calcular a probabilidade de 2 postos de saude serem os primeiros vistoriados (evento A), utilizamos a
:definigdo classica de probabilidade: :
: n(A
.
n(U)
O Espaco Amostral corresponde a todas as possibilidades de se ordenar 10 elementos:
: n(U) = P,y = 10!

‘0 evento A corresponde as possibilidades de se escolher 2 postos de saude, dentre 4, sendo a ordem
irelevante (arranjo), E de escolher a ordem dos demais 8 elementos (permutag¢do). Pelo principio :
:multiplicativo (analise combinatéria), temos: :



4!
n(A)=A4,2x8!=§x8!=4x3x8!

A probabilidade do evento A é, portanto:

n(d) 4x3x8" 4x3 2 2
n(U) 10! 10x9 5x3 15

EGabarito: A

E(FGV/ZOZZ —PC/RJ) Treze cadeiras numeradas consecutivamente de 1 a 13 formam uma fila. Quatro pessoas
:devem sentar-se nelas e o numero da cadeira em que cada uma deve se sentar sera decidido por sorteio. :
;Para as trés primeiras pessoas foram sorteados os numeros 3, 8 e 11 e serd feito o sorteio para a ultima
gcadeira a ser ocupada. A probabilidade de que a quarta pessoa NAO se sente ao lado de nenhuma pessoa ja
isentada é: :

a) 1/2

'b) 1/4

Ec) 2/5

;d) 7/10

Ee) 4/13
EComentérios:

O enunciado informa que hd 13 cadeiras e que trés pessoas ocupam as cadeiras 3, 8 e 11; e pede a
:probabilidade de a quarta pessoa ndo se sentar ao lado de ninguém. :

:A probabilidade é a razdo entre o numero de eventos favoraveis e o nimero total de eventos possiveis:

eventos favoraveis n(A)

eventos possiveis  n(U)
:Os eventos possiveis correspondem as 10 cadeiras restantes:
' n(U) = 10

:E os eventos favoraveis correspondem as cadeiras que ndo estdo ao lado de ninguém sentado, conforme :
tilustrado a seguir, em que P representa uma pessoa sentada e X representa uma cadeira ao lado de uma :
:pessoa sentada: :

X P X X P X X P X

1 2 3 4 5 6 7 8 9 (10 ) 11| 12 | 13

:Podemos observar que ha 4 cadeiras que ndo estdo ao lado de ninguém sentado (eventos favoraveis):

: n(4) =4

E a probabilidade é a razao:

: n(d) 4 2
“n@) 10 5

EGabarito: C



Probabilidade como Frequéncia Relativa ou Empirica

Agora, vamos supor que estejamos observando os resultados de um experimento, repetidos N vezes.
Sabendo que um evento especifico ocorreu n vezes, de um total N repeticoes. Nesse caso, podemos calcular
a frequéncia relativa (ou empirica) do evento, dada por:

n2de observagodes do evento n

n? total de repeticoes N

Vamos supor que estejamos observando os resultados de sucessivos lancamentos de uma moeda. A
frequéncia da face COROA sera a razdo entre o nimero de vezes em que obtemos COROA, dividido pelo
numero de lancamentos efetuados:

_ n(COROA)
~ n(Lancamentos)

Para ilustrar esse experimento, vou utilizar o excel para gerar resultados aleatdrios, considerando que 0
(zero) representa CARA e 1 representa para COROA.

Adotando esse procedimento para 100 células, ou seja, N = 100, obtive 48 vezes o nimero 1 (COROA), isto
é, n = 48 (se vocé fizer esse procedimento, é possivel que obtenha outro resultado). Portanto, temos a
seguinte frequéncia relativa para COROA:

_n_18 = 48%
f=N=100 = 48%

Esse resultado é préoximo da probabilidade de 50% que conhecemos, porém diferente. Para N = 1.000,
obtive 505 vezes o numero 1, portanto:

n 505 _ 50,59
f=N=Tooo = >">%

Agora, o resultado ficou mais préximo. Em um ultimo teste, com N = 10.000, obtive n = 5016:

_n_ 5016 _ s016%
f'=N=To000 = °*16%

Observe que estamos nos aproximando cada vez mais do valor de 50%. Ou seja, ndo podemos dizer que a
frequéncia é exatamente igual a probabilidade. Porém, quanto maior for o nUmero de experimentos, mais a
frequéncia relativa se aproxima da probabilidade.
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Precisamente, sdo necessarias infinitas repeti¢des para que a probabilidade seja igual a
frequéncia relativa:

. n
P = lim —
N—-oo N

Essa definicdo de probabilidade pode ser utilizada para eventos nao igualmente provaveis, em que a
definicdo cldssica ndo pode ser aplicada. Por exemplo, se para uma moeda nao equilibrada, obtemos 1 face
COROA a cada 4 langamentos, entdo a probabilidade de obter COROA é:

.. n 1
P=r=§=13
‘F;HA;"‘”CARE

(2019 - Prefeitura de Cand6i/PR) Em uma obra foram entregues 8 milheiros de tijolos macigos. Sabe-se que,
durante o transporte, em média 100 tijolos sdo danificados. Qual é a probabilidade de, ao acaso, selecionar
um tijolo, e ele estar danificado? :

a) 0,00125%

: b) 0,0125%

c) 0,125%

d) 1,25%

e) 12,5%

Comentarios:

Para resolver essa questdo, devemos calcular a probabilidade a partir da frequéncia relativa observada:

pofp=2_ 20 L 0125 = 1,25%
=/ =% 8000 o~ 20125 =125%

Gabarito: D



COMBINACOES DE EVENTOS

Nessa segdo, veremos formas de combinar eventos. Para esse estudo, pode ser bastante
proveitoso utilizar o Diagrama de Venn, ilustrado abaixo para dois eventos A e B quaisquer, dentro
de um Espaco Amostral (U) qualquer.

A B

Teorema da Unido e da Intersec¢ao

A unido do evento A com o evento B, denotado por A U B, € um novo evento, em que estdo
incluidos tanto os elementos de A quanto os elementos de B. Dizemos que, para ocorrer o evento

unido, pode ocorrer o evento A ou o evento B (ou ambos). A unido corresponde a toda a regido
cinza indicada no diagrama abaixo.

A B

Por exemplo, considerando o langcamento de um dado, se o evento A representa os resultados
menores que 4 e o evento B representa os resultados maiores que 3, entdo a unido dos eventos

corresponde aos valores menores que 4 ou maiores que 3. Temos, portanto, os seguintes
subconjuntos:

A={1,23}
B=1{4,5, 6}

AuB={1,23,4,5,¢6}



)

TOME

NOTA!

Quando a unido de eventos corresponde a todo o Espaco Amostral, dizemos que
tais eventos sdo exaustivos.

Eventos A e B Exaustivos: AuUB=U

No exemplo que acabamos de ver, a unido corresponde a soma dos elementos de A e os
elementos de B. Agora vamos supor que o evento C corresponda aos resultados menores que 5 e

o evento D, aos resultados maiores que 3:
C={1,2 3,4}
D={4,65,¢6}
CubD={1,23,4,5, 6}

Nesse caso, somamos os elementos de C e os elementos de D, mas com atencao para nao duplicar
os elementos que constam em C e em D (nesse exemplo, o nimero 4).

Dizemos que os elementos que constam em ambos os eventos pertencem a intersecdo dos
eventos, denotado por C n D. Dizemos que, para ocorrer a intersegdo dos eventos, devem ocorrer
o evento C e o evento D. A interse¢do corresponde a regido cinza indicada no diagrama abaixo.

C D

Nesse Ultimo exemplo, temos:

CnD={&
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No exemplo anterior, em que A = {1, 2, 3} e B = {4, 5, 6}, ndo havia elementos que pertencessem
tanto ao evento A, quanto ao evento B, ou seja, a intersecdo € um conjunto vazio:

ANnB=yY

2

TOME

NOTA!

Quando a intersecdo de eventos é um conjunto vazio, dizemos que tais eventos
sdo mutuamente excludentes (ou exclusivos). Podemos dizer, ainda, que os
conjuntos sdo disjuntos.

Eventos A e B Mutuamente Excludentes: AnNB =3
AQ @

Para calcular o nimero de elementos na unido de C e D, sem duplicarmos os elementos da
intersecao, fazemos:

n(C u D) = n(C) + n(D) = n(C n D)

Temos que subtrair os elementos da intersecdo porque, pelo fato de pertencerem tanto ao evento
C, quanto ao evento D, seriam somados duas vezes, se fizéssemos apenas n(C) + n(D).

Se preferir, utilize o Diagrama de Venn para resolver questdes desse tipo, como ilustrado abaixo,
para o nosso exemplo:
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Sabendo que, pela defini¢do cléssica, a probabilidade de um evento qualquer é a razdo entre o
nimero de elementos do evento e o nimero de eventos do Espaco Amostral, P(X) =%,

podemos dividir por n(U) toda a equagéo referente ao nimero de elementos da unido:

P(C u D) = P(C) + P(D) - P(C n D)

Por exemplo, sendo C ={1, 2, 3,4}, D={4, 5, 6} e Cn D = {4}, as probabilidades dos eventos C, D
e da intersegdo, considerando o Espaco Amostral U = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, sdo, respectivamente:
n(C) 4 n(D) 3 n(CnD) 1

P(C)=m=g. P(D):ng' P(CnD):—n(U) A

Com base nessas probabilidades, podemos calcular a probabilidade da uniao:

P(CUD) =P(C) +P(D)—P(CND) =+ —%:2:1

(o) WIN
o w

Para eventos mutuamente excludentes, isto é, que ndo possuem elementos em sua intersecdo,
comono caso de A ={1,2,3}e B ={4,5, 6}, a probabilidade da intersegao é zero:

n(AnB) 0

P(ANB) = (D) _n(U): 0

Portanto, a probabilidade da unido de eventos mutuamente excludentes é dada por:

P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A n B)
0

P(A L B) = P(A) + P(B)

Para o exemplo em que A = {1, 2, 3}, B = {4, 5, 6}, as probabilidades dos eventos A e B,
considerando o Espaco Amostral U = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, sdo, respectivamente:

) 31 nB) 31

P(A):n(U)_6 2’ nW) 6 2

Como sao eventos mutuamente excludentes, a probabilidade da unido é:

P(AUB)=P(A)+P(B)=%+%=1
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Eventos A e B Mutuamente Excludentes: P(A " B) = P(&) =0

Probabilidade da Uniao (caso geral): P(C u D) = P(C) + P(D) - P(C n D)

Probabilidade da Unido de Eventos Excludentes: P(A U B) = P(A) + P(B)

PRATICAR!

E(FGV/2018 — ALE/RO) Dois eventos A e B ocorrem, respectivamente, com 40% e 30% deg
i probabilidade. A probabilidade de que A ocorra ou B ocorra é 50%. Assim, a probabilidade de
que A e B ocorram é igual a :

a) 10%

- b) 20%

) 30%

 d) 40%

e) 50%

Comentarios:

A probabilidade de A OU B ocorrer corresponde a unido desses eventos, dada por:
: P(AUB) = P(4) + P(B) — P(ANB)
O enunciado informa que:

o P(A) =40%

L+ P(B)-30%

L+ P(4UB) = 50%

! Substituindo esses valores na equacdo da unido, temos:

: 50% = 40% + 30% — P(A N B)

_ P(AN B) = 70% — 50% = 20%
Gabarito: B



(CESPE/2018 — BNB) Um tabuleiro quadrado e quadriculado, semelhante a um tabuleiro de xadrez,
com 12 linhas e 12 colunas, e, portanto, com 12 x 12 = 144 quadradinhos pintados: 54, na cor azul;
: 30, na cor marrom; 40, na cor amarela; e 20, na cor verde. A cada quadradinho é associado um
cartdo com dois nimeros, que indicam a posi¢cdo do quadradinho no tabuleiro; o primeiro nimero
corresponde ao nimero da linha, e o segundo corresponde ao nimero da coluna. Por exemplo, o
! cartdo com os nimeros 5,10 corresponde ao quadradinho posicionado na linha 5 e na coluna 10.
Esses cartdes estdo em uma urna, da qual podem ser retirados aleatoriamente. '

i A respeito desse tabuleiro e desses cartdes, julgue o item a seguir.

i A probabilidade de retirar dessa caixa, de maneira aleatéria, um cartdo correspondente a um :
: quadrado pintado na cor amarela ou na cor verde é superior a 0,44. :

: Comentarios:

{ A probabilidade de retirar um cartéo da cor amarela ou na cor verde corresponde & probabilidade |
da unido desses eventos. Considerando que nao ha intersecdo entre esses eventos (ndo existem
i quadrados amarelos E verdes), entdo a probabilidade da unido é dada por:
P(AUV) =P(A) + P(V)
Sabendo que ha 40 quadrados amarelos e 144 quadrados no total, a probabilidade de retirar um
{ cartdo amarela ¢é: '
pay <A _ 20 _ 10

T n(U) 144 36
Considerando que héa 20 quadrados verdes, a probabilidade de retirar um cartdo verde é:

pary ") _20 5
T n(U) 144 36
A probabilidade de retirar um cartdo amarelo ou verde é, entao:

P(AUV)—lO > _15_5 ~ 0,42
36 36 36 12

Ou seja, é inferior a 0,44.

Gabarito: Errado.

(FCC/2019 - Secretaria de Estado da Fazenda/BA) Uma sala contém 20 homens e 30 mulheres em
que todos sao funcionédrios de uma empresa. Verifica-se que metade desses homens e metade
: dessas mulheres possuem nivel superior. Escolhendo aleatoriamente uma pessoa dessa sala para :
realizar uma tarefa, a probabilidade de ela ser mulher ou possuir nivel superior é igual a :



te)4/5.

Comentarios:

Essa questdo envolve a unido entre os eventos ser mulher (M) com possuir nivel superior (S), cuja
: probabilidade é calculada por:

' P(MUS) = P(M) + P(S) —P(M N S)

A questao informa que o nimero de mulheres é n(M) = 30.

Sabendo que além dessas 30 mulheres, hd 20 homens, entao o total de pessoas é:

: n(U) = 30 + 20 = 50

Logo, a probabilidade de escolher uma mulher é:

n(M) 30
n(U) 50

: A questdo informa que metade de todas as pessoas possui nivel superior. Logo o nimero de :

P(M) =

i pessoas com nivel superior é:

50
n(§) =—=25

2

: Assim, a probabilidade de escolher uma pessoa com nivel superior é:
n(s) 25

“n(U) 50
Por fim, o sabemos que metade das 30 mulheres possui nivel superior. Entdo o nimero de mulheres
i com nivel superior (intersecdo entre os eventos) é: :

P(S)

30
n(MnS) == =15

Logo, a probabilidade associada a interse¢ao dos eventos é:
i n(MnSs) 15
n(U) 50
Substituindo os valores que calculamos na equacao da probabilidade da unido, temos:

P(MUS)—30+25 15 40 4
50 50 50 50 5

P(MUS) =

Gabarito: E.

.......................................................................................................................................................................................... -

Unido de 3 Eventos

A unido de 3 eventos, A, B e C, pode ser representada pelo seguinte Diagrama de Venn:



WA Y
v/

C
A unido corresponde a soma de todos os elementos indicados no diagrama acima:

n(B)

A
NAUBUC) =a+z+y+x+b+w+c

N
n(A) n(C)
E a probabilidade da unido pode ser calculada como:

n(AUBUC(C)

P(AUBUC) = (D)

Podemos observar que ha diversos elementos que se repetiriam se simplesmente somassemos os
elementos de A, de B e de C para encontrar n(A U B U C). Na verdade, estariamos somando duas
vezes os elementos das intersecdes, 2 a 2. Porém, ao subtrairmos esses elementos, estariamos
deixando de fora os elementos da interse¢do de todos os 3 eventos. Por isso, precisamos soma-
los novamente.

A unido de 3 eventos é dada por:

n(AUBUC) = n(A) + n(B) + n(C) — n(AnB) — n(BNC) — n(ANC) + n(AnB nC)

Dividindo todos os termos por n(U), obtemos a férmula da probabilidade da unido de 3 eventos:

P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C) - P(AnB) - P(BNC) - P(ANC) + P(AnB NC)

Mas vocé ndo precisa decorar a férmula. Se preferir, utilize o diagrama de Venn.
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EXEMPLIFICANDO

Vamos supor que tenhamos as seguintes informacdes, a respeito das
probabilidades dos eventos A, B e C:

° P(A) =

. P(B) 5/8

e PANB)=1/4

e PANC)=5/16

e PBN C) 3/8

e PANBNC)=23/16
(

e PAUBUCQC)=1

Com essas informagdes, podemos calcular P(C). Para isso, vamos primeiro utilizar
a formula da probabilidade da unido e substituir as informagdes do enunciado:

P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C) - P(AnB) — P(BNC) — P(ANC) + P(AnB nC)

1=2434p0)->-2-342
2 8 16 8 16
8+10—4—-5—-6+3 6
1= P(C) + HOA560E _ pipy 1 &
3 5
P(C)—l—g—g

Alternativamente, podemos utilizar o diagrama de Venn, preenchendo os valores
fornecidos pelo enunciado, comegando pela intersecdo de 3 eventos:
A B

A

O valor de x corresponde a probabilidade dos elementos da intersegdo de A e B,
A N B, que nado estdo na interse¢cdo de todos os 3 eventos, AN B N C, isto é, a
diferenca entre PIA N B) e PA N B n C):

3 4-3

x=P(ANB)—P(ANBNC)=;-—="2=—




O valor de y corresponde a probabilidade dos elementos da interse¢do de A e C,
A n C, que ndo estao na intersegdo de todos os 3 eventos, AN B N C, isto é, a
diferenca entre PAN C)e PAN B N C):
5 3 2
X—P(AnC)—P(AanC) =16 16 1a
O valor de z corresponde a probabilidade dos elementos da intersegdo de B e C,
B n C, que nado estdo na intersecdo de todos os 3 eventos, AN B N C, isto é, a
diferenca entre PB N C) e PIA N B n C):
3 3 6—-3

x=P(BnC)—P(AanC):E—E:?:%

Inserindo esses valores no diagrama de Venn, temos:

&

C

A

O valor de a corresponde a probabilidade dos elementos de A que ndo pertencem
a qualquer intersecdo com os demais eventos:
1 2 3 8—-6

a=PA)—x—-y—-PANBNC)=2—-——=— 3

16 16 16 16 16

O valor de b corresponde a probabilidade dos elementos de B que ndo pertencem
a qualquer intersecdo com os demais eventos:

b=PB)—x—z-P(ANBNnC)=2-L_-2_32_10997_3
8 16 16 16 16 16
Assim, o valor de ¢ pode ser calculado como a diferenca entre a probabilidade da

unidao dos 3 eventos P(A U B U C) e todos os demais campos.

Em vez de subtrair todos os campos separadamente, podemos simplesmente
subtrair P(A), b = % ez= 13—6, como fazemos a seguir. Isso porque P(A) j& engloba

2 1 2 3
oscamposa—E,x—g,y—EeP(AanC) =

C=P(AUBUC)—P(A)—b_Z:1_1_1_1:16—8—6: 2
2 16 16 16 16

Logo,ovalordeP(C)éasomadec=12—6,y=%,z=%eP(AanC)=

3 .
16"




P(C)=C+y+Z+P(AanC):%+12_6+%+%:£:§

PRATICAR!

: (FCC/2018 — SEPLAG de Recife/PE) Em um censo realizado em uma cidade em que sao
consumidos somente os sabonetes de marca X, Y e Z, verifica-se que: '

l. 40% consomem X.
Il. 40% consomem Y.

II. 47% consomem Z.

V. 15% consomem X e Y.

V. 5% consomem X e Z.

VI. 10% consomem Y e Z.

VIl.  qualquer elemento da populagdo consome pelo menos uma marca de sabonete.

i Entdo, escolhendo aleatoriamente um elemento dessa populagéo, a probabilidade de ele consumir :
i uma e somente uma marca de sabonete é igual a

Ea) 79%.
- b) 70%.
 ¢) 60%.
d) 80%.
: e) 76%.
Comentarios:

: Como toda a populagdo consome alguma marca, entdo vamos aplicar a férmula da probabilidade
i da unido, que vimos, para calcular a intersecao de todos os eventos:

PXuYuZ) =PX)+PY)+P2Z)-PXNY)=PXNZ)-PYNZ)+PXNnYnZ=100%
40% + 40% + 47% — 15% - 5% — 10% + PXnY N Z) = 100%
PXNYNZ)=100%-97% = 3%

i Agora, vamos utilizar o diagrama de Venn.



: Comegamos preenchendo P(X N Y N Z). Em seguida, inserimos as intersegées dois a dois, :
i subtraindo-se o valor de P(X N Y N Z). Por fim, inserimos os valores correspondentes a cada marca, :
i individualmente, subtraindo-se todas as intersecoes. :

Portanto, a probabilidade de o elemento consumir apenas uma marca é:
: 23% + 18% + 35% = 76%
! Gabarito: E

.......................................................................................................................................................................................... -

Teorema do Evento Complementar

O complementar de um evento corresponde a todos os elementos do Espago Amostral que nao
pertencem a tal evento, como representado abaixo (a regido em cinza corresponde ao
complementar de A).

No exemplo do langamento de um dado, em que C = {1, 2, 3, 4}, o evento complementar de C,
indicado por C, corresponde ao seguinte subconjunto:

C ={5,6)



Por definicdo, o nimero de elementos do evento somado ao numero de elementos do
complementar ¢ igual ao total de elementos:

n(C) + n(C) = n(U)
Dividindo toda a equagéo por n(U), podemos calcular a probabilidade do evento complementar:

n(€) n€) n)
n(U)  nU)  n)

P(CO)+P()=1

P(C)=1-P(0)

Para o exemplo do langamento do dado, em que C = {1, 2, 3, 4} e o Espago Amostral é U =
{1,2,3,4,5, 6}, a probabilidade do evento C é:

n€) 4 2
PO 673

Pelo Teorema do Evento Complementar, a probabilidade do seu complementar é:

. _, 21
PO=1-P()=1-3=7

De fato, sabemos que o evento complementar é C ={5,6}. Pela definicdo classica de
probabilidade, temos:

. n0) 2 1
PO= =673

Que ¢é justamente o resultado que encontramos aplicando o Teorema do Evento Complementar.

PRATICAR!

i (2019 - Prefeitura de Palhoga/SC) Uma urna tem dez bolas vermelhas, trés azuis e duas pretas.
: Qual é probabilidade de sortearmos uma bola que néo seja da cor vermelha? :

: 2) 33,33%
{ b) 45,66%
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{ c) 38,23%
d) 25,45%
Comentarios:
A probabilidade do evento complementar é:
P(A) =1-P(4) :
A probabilidade de sortear uma bola vermelha, sabendo que ha 10 bolas vermelhas e 15 bolas no
total, é: :
' ) 10

n(U) 15
Assim, a probabilidade de ndo sortear uma bola vermelha é:

P =1-0=1710_5 1. 3333
W=l-1g="15 =15=3=3333%

P(4)

Gabarito: A

(CESPE/2018 — BNB) Um tabuleiro quadrado e quadriculado, semelhante a um tabuleiro de xadrez,
com 12 linhas e 12 colunas, e, portanto, com 12 x 12 = 144 quadradinhos pintados: 54, na cor azul;
: 30, na cor marrom; 40, na cor amarela; e 20, na cor verde. A cada quadradinho é associado um
cartdao com dois nimeros, que indicam a posi¢cdo do quadradinho no tabuleiro; o primeiro nimero
corresponde ao nimero da linha, e o segundo corresponde ao nimero da coluna. Por exemplo, o
i cartdo com os nimeros 5,10 corresponde ao quadradinho posicionado na linha 5 e na coluna 10. :
Esses cartdes estdo em uma urna, da qual podem ser retirados aleatoriamente. .

i A respeito desse tabuleiro e desses cartdes, julgue o item a seguir.

i A probabilidade de retirar dessa caixa, de maneira aleatéria, um cartdo correspondente a um
i quadrado que n3o tenha sido pintado na cor marrom é inferior a 0,72. '

Comentarios:
A probabilidade de retirar um cartdo que nao seja marrom pode ser calculada pelo teorema do
i evento complementar: '
P(M) =1— P(M)
: A probabilidade de retirar um cartdo marrom é a razdo entre o nimero de cartdes marrons e o !
i nimero de cartdes no total:

n(M)
()

P(M)

O enunciado informa que ha:
- 144 quadrados, logo, n(U) = 144; e
- 30 quadrados marrons, logo n(M) = 30



! Assim, a probabilidade de retirar um cartdo marrom é:

30 15

144 72

: A probabilidade de retirar um cartdo ndo marrom é complementar:

P 15_72—15_57~079
M) = 72T 72 T T

P(M) =

Que é superiora 0,72.

Gabarito: Errado.

.......................................................................................................................................................................................... -

O Teorema do Evento Complementar P(4) = 1 — P(A) pode ser aplicado, mesmo quando o
evento A for resultado de uma combinacado de eventos, como a unido e a intersecao.

O complementar da unido esté representado pela regido cinza indicada no diagrama abaixo:

Pelo Teorema que acabamos de ver, a probabilidade do complementar da unido é dada por:

P(AUB)=1-P(AUB)

J& o complementar da intersecéo esta representado pela regido cinza indicada a seguir:

Pelo Teorema que acabamos de ver, a probabilidade do complementar da intersecao é:

P@ANB)=1-P(ANB)
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Vale pontuar, ainda, as seguintes relagdes:
1. AnNB=AUBentaoP(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)

A intersecdo entre o complementar de A e o complementar de B é igual ao complementar da
unido do evento A com o evento B, como ilustrado a seguir.

n = .
U U U

De fato, a situagdo do tipo “nem A nem B” significa a interse¢do dos complementares:

nao AE nao B

Essa situagdo implica que ndo temos qualquer elemento de A ou B, ou seja, o complementar da
unido. E ja sabemos calcular a probabilidade do complementar da unido:

P(AnB) = P(AUB) =1—-P(AUB)

Por exemplo, em um langamento do dado, em que o Espago Amostral é U ={1, 2, 3, 4, 5, 6}, vamos
supor que o evento A corresponda a todos os nimeros pares: A = {2, 4, 6} e o evento B corresponda
aos numeros menores que 4: B = {1, 2, 3}.

A unido dos eventos é AU B = {1, 2, 3, 4, 6} e sua probabilidade &, pela definigdo cléssica:

AUB) 5
P =TAD) S

Aplicando a férmula, podemos calcular a probabilidade de ndo ocorrer o evento A nem o evento
B (ndo A E nao B):

P(ANnB) =1-P(AUB)=1—

ol u
N

De fato, podemos observar que o elemento que ndo pertence ao evento A e nem ao evento B é
AN B = {5}, cuja probabilidade ¢, pela defini¢do classica:

_ __. n(AnB) 1
P(AnB)=W=g

Que ¢ justamente o resultado que obtivemos aplicando a férmula P(ANB) =1 - P(AU B).
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2. AUB=ANnBentaoPAUB)=P(ANnB)=1-P(ANnB)

A unido do complementar de A com o complementar de B é igual ao complementar da intersecao
de A e B, como ilustrado abaixo.

U =
u u

Para ilustrar essa equagdo, vamos supor que em um restaurante haja x pessoas que estejam

comendo e bebendo, ¢ pessoas que estejam sé comendo e b pessoas que estejam sé bebendo.

Primeiro, pedimos que as pessoas que nado estejam comendo se levantem (as b pessoas que estdo
somente bebendo se levantardo). Em seguida, pedimos que as pessoas que ndo estejam bebendo
também se levantem (as ¢ pessoas que estdo somente comendo se levantardo).

Ao final, estardo em pé as ¢ pessoas que estavam somente comendo e as b pessoas que estavam
somente bebendo, isto é, todos menos as x pessoas que estavam fazendo as duas coisas
(complementar da intersegdo) — essas pessoas permanecerao sentadas.

Considerando o exemplo anterior do langamento do dado, em que A=1{2,4,6}eB ={1,2, 3}, a
intersecdo dos eventos é A N B = {2} e sua probabilidade ¢é, pela defini¢ao classica:

PANB) _n(AnB) 1
~ nU) 6

Aplicando a férmula, podemos calcular de ndo ocorrer o evento A OU nao ocorrer o evento B, que

equivale a probabilidade de ndo ocorrer a intersecdo A N B:

o _ 1 5
P(AUB)=PANB)=1-PANB)=1--==
De fato, os elementos que ndo pertencem ao conjunto A sdo 4 = {1, 3,5} e os elementos que ndo
pertencem ao conjunto B sdo B = {4,5,6}. Assim, a unido desses dois eventos complementares é
AUB ={1,3,4,5,6}, que contém todos os elementos exceto a intersegdo A N B = {2}. Podemos
calcular a probabilidade da unido A U B pela defini¢do classica:
n(A U B) 5

P(AUE)ZW_E

Que ¢ justamente o resultado que obtivemos aplicando a férmula P(AUB) =1 — P(AN B).
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Esses casos podem ser extrapolados para diversos eventos. Para trés eventos A, B e C, por
exemplo, temos:

AnBnC

AUBUC>P(ANBNC)=P(AUBUC)=1—-P(AUBUC)

AUBUC=4AnBnNnC>PAUBUC)=P(ANBNC)=1-P(ANBNC)

PRATICAR!

.......................................................................................................................................................................................... -

(FGV/2017 - SEPOG/RO) A probabilidade de que certo evento A ocorra é de 20%, a probabilidade
de que o evento B ocorra é de 30% e a probabilidade de que A e B ocorram é de 10%. :

Assim, a probabilidade de que nem A nem B ocorra ¢ igual a:
: 2) 30%

 b) 40%

c) 50%

- d) 60%

 e) 70%

Comentarios:

i A probabilidade de que nem A nem B ocorra corresponde a intersegdo dos complementares, que, :
i por sua vez, equivale ao complementar da unigo:

: P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)
A probabilidade da unido é dada por:

: P(AUB) = P(4) + P(B) — P(ANB)
O enunciado informa que:

e P(A) = 20%

L+ P(B)=30%

e P(ANB)=10%

Substituindo esses valores na equagao da unido, temos:

: P(AUB) = 20% + 30% — 10% = 40%

i O complementar da unido, que a questado exige, é, portanto:



: P(AUB)=1-P(AUB) = 100% — 40% = 60%
Gabarito: D

(2019 - Fundagao Santo André/SP) Considere: Num campeonato de futebol descobriu-se que dos
1000 torcedores, 440 torciam para o time A, 320 torciam para o time B. Ao escolher uma pessoa
no estadio, ao acaso, assinale a alternativa correta quanto a probabilidade dessa pessoa nao torcer
para nenhum desses times. .

a) 24%

 b) 76%

o) 27%

d) 32%
Comentarios:
A intersecdo dos complementares (ndo torcer para A e nao torcer para B) equivale ao
i complementar da unido:

. P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)

Nesse caso, os eventos sdo mutuamente excludentes (A N B = &), pois, ninguém torce para mais
{ de um time. Por isso, a probabilidade da unido ¢ dada por: '
P(AUB) = P(A) + P(B)
A probabilidade de uma pessoa torcer para A é a razao entre o nimero de torcedores de A, que
i é n(A) = 440, e o numero total de torcedores, que é n(U) = 1000. Logo:
' PCA) = n(4) 440 249,

“ @ 1000 7

! A probabilidade de uma pessoa torcer para B ¢ a razdo entre o nimero de torcedores de B, que é
i n(B) = 320, e o nimero total de torcedores:

n(B) 320 _ 200,
n(U) 1000 ~°7°

Portanto, a probabilidade da uniao é:

: P(AUB) = P(A) + P(B) = 44% + 32% = 76%

Dessa forma a probabilidade de uma pessoa nao torcer para A e nem para B é:
P(ANE) =1—P(AUB) = 100% — 76% = 24%
Gabarito: A



(CESPE/2013 — CBM/CE) Uma pessoa que possua sangue classificado como O- é considerada
t doadora universal pelo fato de seu sangue poder, em tese, ser ministrado a qualquer pessoa de |
qualquer tipo sanguineo. A pessoa que possua sangue classificado como AB+ é considerada :
! receptora universal pelo fato de poder receber, em tese, sangue proveniente de doador de |
qualquer tipo sanguineo. Dentro de um mesmo grupo sanguineo, os de fator Rh— podem doar aos
: de fator Rh+. O sangue O+ pode ser doado para qualquer pessoa que possua sangue com fator
Rh+. A tabela abaixo apresenta a distribuicao do tipo sanguineo e do fator Rh de membros de uma
{ corporaggo. '

grupo sanguineo
fator Rh total
A B AB 0O
Rh' 12 I5 I8 21 66
Rh 16 11 6 | 34
Total 28 26 24 22 100

i Tendo como referéncia essas informacdes e a tabela acima, julgue o item que se segue.

i Escolhendo-se aleatoriamente um membro dessa corporagdo, a probabilidade de ele ndo ser nem
: receptor universal nem doador universal é superior & probabilidade de um membro dessa mesma '
i corporagéo ter o fator Rh+.

i Comentarios:

i A probabilidade de um membro ndo ser nem receptor universal (AB:) nem doador universal (O) :
i corresponde a intersecdo dos complementares, que, por sua vez, equivale ao complementar da
i unido desses eventos. :

P(AB, Nn0_) =P(AB,U0_)=1—-P(AB, UO0.)

{ A probabilidade de um membro ser receptor universal (AB.) é dada pela razéo entre a proporgao |
de receptores universais e o total. Pela tabela, observamos que n(AB.) = 18 e n(U) = 100. Assim, a
: probabilidade de um membro ser receptor universal é: :

n(AB,) 18
n(U) ~ 100 _
A probabilidade de um membro ser doador universal (O.) é dada pela razdo entre a proporgéo de

: doadores universais e o total. Pela tabela, observamos que n(O.) = 1. Assim, a probabilidade de
i um membro ser doador universal é:

P(4B,) = = 18%

n0-) 1
n(U) 100

: Considerando que ndo hd intersecdo entre esses eventos (sdo eventos mutuamente exclusivos), i
i entdo a probabilidade da unido é dada por: :

P(AB, UO_) = P(AB,) + P(0_) = 18% + 1% = 19%

P(0.) =

1%



i Assim, a probabilidade de a pessoa nao ser doadora universal ou receptora universal é dada pelo
i Teorema do Evento Complementar:

P(AB,U0.) =1—-P(AB, UO_) = 100% — 19% = 81%

Por outro lado, para calcular a probabilidade de uma pessoa ter Rh+, precisamos do nimero de
i pessoas com Rh+: n(+) = 66. Logo, essa probabilidade é:

66
P(+) = m = 66%

Como 81% é maior que 66%, entao a probabilidade de a pessoa ndo ser doadora ou receptora
: universal é, de fato, maior que a probabilidade de ela ter Rh+. '

Gabarito: Certo.

(2018 — Conselho Regional de Medicina Veterinaria/ES) Em uma pesquisa feita com 200 usuarios
de uma pasta de dente, verificou-se o seguinte:

- 76 usam a pasta de dente A

- 86 usam a pasta de dente B

- 140 usam a pasta de dente C

- 68 usam a pasta de dente Ae B

- 34 usam a pasta de dente Ae C

- 48 usam a pasta de dente Be C

- 30 usam a pasta de dente A, Be C

i Marque a probabilidade que, em um sorteio ao acaso de todos os usudrios entrevistados, é :
i sorteado aquele que néo utiliza nenhuma das trés pastas apresentada. '

a) 18%

 b) 9%

9 12%

L d) 21%

e) 15%

Comentarios:

A probabilidade de o sorteado néo utilizar qualquer pasta, A, B e nem C, é:
P(ANBNC)=P(AUBUC)=1—-P(AUBUC)
Vimos na se¢ao anterior que:

PAuUBuUC)=PA)+PB)+PC)-PANnB) -PBNC)-PANnC)+PIAnBNC)



O enunciado informa que a pesquisa foi feita com 200 usuarios e que:

- 76 usam a pasta de dente A, logo P(4) = %

- 86 usam a pasta de dente B, logo P(B) = %

- 140 usam a pasta de dente C, logo P(C) = %

- 68 usam a pasta de dente Ae B, logo P(ANB) = %
- 34 usam a pasta de dente Ae C, logo P(ANC) = %
- 48 usam a pasta de dente B e C, logo P(B N C) = %

200
76 86 140 68 34 48 30

- 30 usam a pasta de dente A, B e C, logo P(ANB N C) = 200

BUC) = - - -

P(AU ) 200+200+200 200 200 zoo+200
PAUBUC)—182
( "~ 200

Nota: se preferir, utilize o Diagrama de Venn para encontrar o nimero de elementos na unido.
: Depois, basta dividir pelo total (200) para encontrar a probabilidade da unigo. :
Assim:
P(AUBUC)=1—-P(AUBUC()
P(AUBUC) =1 162 _18 = 9%
: ( )=1-500 =200 7%
: Gabarito: B

.......................................................................................................................................................................................... -



AXIOMAS DE PROBABILIDADE

Em matematica, os axiomas sao verdades tao basicas que dispensam qualquer demonstragdo. A
partir dos axiomas, sdo desenvolvidas as propriedades, equagdes matematicas, teoremas, etc.

Em probabilidade, temos os Axiomas de Kolmogorov, que veremos a seguir.
1. P(A) >0

A probabilidade de qualquer evento é maior ou igual a 0, ou seja, ndo ha probabilidade
negativa.

2. PU)=1

A probabilidade associada a todo o Espago Amostral, ou seja, a todos os eventos possiveis,
é igual a 1 (100%). Podemos visualizar esse axioma, a partir da definicdo classica, embora
ele seja valido em qualquer caso, mesmo quando nao pudermos aplicar tal defini¢do:

nl)

PO=w =

Por exemplo, considerando o langamento de um dado, qual é a probabilidade de ocorrer
um dos resultados 1, 2, 3, 4, 5 ou 6? Sabemos que, com certeza, teremos algum desses
resultados. Ou seja, a probabilidade de ocorrer algum desses eventos é 100% = 1.

3. Se A e B sdo mutuamente excludentes (A N B = &), entdo a probabilidade da unido desses
eventos corresponde a soma das probabilidades dos eventos:

P(AUB) = P(A) + P(B)

Com base nesses trés axiomas, é possivel deduzir as propriedades de probabilidade, dentre as
quais cabe destacar:

i) Evento impossivel: Sendo A um evento impossivel, a sua probabilidade ¢ igual a zero:
SeA=J,entdo P(A) =0
ii) Sendo A um evento qualquer, a sua probabilidade esté entre O e 1:
0<P) <1

iii) Sendo A e B eventos quaisquer, entdo a probabilidade de ocorrer A e nao ocorrer B,
indicado por P(A — B) ou P(A\ B), é a diferenca entre a probabilidade de A e a probabilidade
da intersecao:
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P(A- B) = P(A)- P(A n B)
Para facilitar o entendimento, ilustramos o evento A — B a seguir:

A B

iv) Se A e B sdo eventos tais que A implica B, isto é, A estd contido em B (A € B), entdo a
probabilidade de A é menor ou igual & probabilidade de B.

P(A) < P(B)

Também sdo propriedades decorrentes dos Axiomas de Kolmogorov, a Probabilidade da Uniao
de eventos quaisquer (ndo necessariamente excludentes) e a Probabilidade do Evento
Complementar:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(4)
P(A) =1-P(4)

0

ESQUEMATIZANDO

Axiomas

1. P(A) =0
2. P(U) =1
3. Se A e B sdo mutuamente excludentes entdo P(A U B) = P(A) + P(B)

Propriedades

i) SeA=J,entado P(A) =0

ii) 0 <P <1

iii) P(A- B) = P(A)- P(A n B)
iv) Se A € B, entao P(4) < P(B)
v)  P(AUB) =P(A)+P(B) — P(4)
vi)  P(A) =1-P(4)




PRATICAR!

: (VUNESP/2016 - Prefeitura de Aluminio/SP — Adaptada) Uma moeda é viciada de modo que a
: probabilidade de sair cara é 4 vezes a de sair coroa. A probabilidade de sair cara em um lancamento
qualquer é :

Ea) 50%
- b) 25%
) 20%
d) 75%
: e) 80%
Comentarios:

! Para calcular a probabilidade de sair CARA/COROA em um lancamento de uma moeda viciada,
i ndo podemos utilizar a definicdo classica de probabilidade, pois os resultados ndo s&o :
! equiprovaveis. :
Nesse caso, podemos calcular as probabilidades dos resultados utilizando o axioma P(U) = 1,

combinado com o dado do enunciado de que a probabilidade de sair CARA é 4 vezes maior que
a probabilidade de sair COROA. '

Chamando a probabilidade de sair COROA de p, entdo a probabilidade de sair CARA é 4p. Logo:

PU)=4p+p=1

1
P=3

Logo, a probabilidade de sair CARA é:
: 4
4p = g = 80%

Resposta: E

(FCC/2019 - Sociedade de Abastecimento de Agua e Saneamento Campinas/SP) O nimero de
ocorréncias diarias de um determinado evento foi registrado por um funcionario de uma empresa
durante um longo periodo. Esse trabalho permitiu, com o objetivo de analise, elaborar a
: distribuicdo de probabilidade conforme tabela abaixo, sabendo-se que o evento nunca ocorre mais
que 5 vezes em um dia. :



Numero de ocorréncias diarias 0 1 2 3 4 5

Probabilidade de ocorréncia 0,20 p 2p 3p 2p p

: A probabilidade de que, em 1 dia, o evento ocorra, pelo menos, uma vez, mas ndo mais que 3 :
: vezes, € igual a

a) 2/9
b)1/3

() 5/12

d) 4/5

e) 8/15
Comentarios:

: Primeiro, precisamos calcular o valor de p. Sabendo que a tabela corresponde a todo o Espago
i Amostral, uma vez que o evento nunca ocorre mais que 5 vezes no dia, temos:

0,20+p+2p+3p+2p+p=1

9p = 0,8
_ 8
P =790
A probabilidade de ocorrer pelo menos 1 vez e ndo mais de 3 vezes é:
8 8
P(1) +P(2)+P(3) =p+2p+3p=6p=6x%:E

Gabarito: E

(FCC/2017 — Companhia de Saneamento Basico/SP) Em um grupo de 100 pessoas, 80 possuem
: telefone celular, 50 possuem telefone fixo, e 10 ndo possui telefone celular nem telefone fixo. :
Sorteando-se ao acaso uma dessas 100 pessoas, a probabilidade de que ela tenha telefone fixo
mas nao tenha telefone celular é de '

: e) 10%.
Comentarios:

: A questdo informa que, de um total de 100 pessoas, 10 ndo possuem nem celular, nem fixo. i
i Portanto, 90 pessoas possuem celular ou fixo:

n(C)+n(F)-n(CNnF)=90



Além disso, o enunciado informa que n(C) = 80 e n(F) = 50. Substituindo esses valores, temos:
: 80 + 50-n(C N F) = 90

n(C NF) = 40
Ou seja, 40 pessoas possuem celular e fixo, conforme representado a seguir.

C (80) F (50)

Portanto, o nimero de pessoas que tém fixo, mas ndo tém celular (evento F\() é:
n(F\C) =n(F) —n(FNnC)=50—-40 =10
Sabendo que ha n(U) = 100 pessoas no total, a probabilidade do evento F\(C é:

n(F\C) 10

PIFNC) = n(U) 100

=10%

Gabarito: E

.......................................................................................................................................................................................... -



PROBABILIDADE CONDICIONAL

A probabilidade condicional trabalha com a probabilidade de um evento ocorrer, sabendo que outro ja
ocorreu.

Por exemplo, vamos supor que, em um auditério, existam enfermeiros e dentistas, tanto homens quanto
mulheres. Podemos calcular a probabilidade de uma pessoa escolhida aleatoriamente ser enfermeiro, dado
que é homem.

O fato de sabermos que a pessoa escolhida é homem corresponde a uma redugao do universo de
possibilidades — ndo estamos mais considerando todo o auditério, mas apenas os homens nesse auditdrio.

Com esse “novo” universo, calculamos a probabilidade de esse homem ser enfermeiro.

Para ilustrar melhor, vamos atribuir nimeros a esse exemplo, conforme tabela abaixo:

Homens | Mulheres | Totais
Enfermeiros 40 50 90
Dentistas 80 30 110
Totais 120 80 200

Nesse caso, 0 “novo” universo sdao os 120 homens, ao invés de todas as 200 pessoas no auditdrio. Assim, a
probabilidade de ser um enfermeiro é a razdao entre os casos favoraveis (nimero de enfermeiros) e os casos
possiveis (humero de homens):

casos favoraveis n(A)

casos possiveis ~ n(U")

P_4o 1
T 120 3

Aqui, utilizamos U’, ao invés de U, para diferenciar os casos possiveis (do “novo” universo) e os casos totais.

O que fizemos foi dividir os elementos da intersecdo entre os eventos “enfermeiro” (que vamos representar
por E) e “homens” (que vamos representar por H), pelos elementos de H:

_n(ENH)
 n(H)

Dividindo tanto o numerador quanto o denominador pelo nimero de elementos do Espago Amostral n(U),
obtemos a formula da probabilidade de condicional do evento E, dado o evento H, denotada por P(E|H):

P(EnH)

P(E|H) = P
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Neste exemplo, sabiamos que a pessoa selecionada era um homem, ou seja, sabiamos que o evento H ja
havia ocorrido. O evento que sabemos ter ocorrido é chamado de evento a priori (ocorre antes). O outro
evento é aquele cuja probabilidade queremos calcular, no nosso exemplo, o fato de a pessoa selecionada
ser um enfermeiro (evento E). Esse evento é chamado de evento a posteriori (ocorre depois).

E possivel que a interse¢do dos eventos seja equivalente ao préprio evento a posteriori. Por exemplo,
suponha que, dos 40 enfermeiros homens indicados na tabela, 10 tenham mais de vinte anos de profissao.
Agora, vamos calcular a probabilidade de ter sorteado um enfermeiro com mais de vinte anos de profissao
(X), sabendo que foi sorteado um enfermeiro homem. Essa probabilidade é dada por:

P(X NE)

PIXIE) = =5

Ora, todos os enfermeiros com mais de vinte anos de profissao (X) pertencem ao grupo dos enfermeiros (E).
Assim, a intersecdo X N E corresponde ao proprio evento X, logo:

P(X)  n(X)

P =5 = n®

10 1
P(X|E) = — ==

40 4
()

FIQUE

ATENTO!

Podemos efetuar as mesmas operagdes de combinacdo de eventos com a probabilidade
condicional. Por exemplo, a probabilidade condicional complementar é:

P(E|H) =1 — P(E|H)

Isso significa que, sabendo que o evento H ocorreu, a probabilidade de o evento E nao
ocorrer é complementar da probabilidade de o evento E ocorrer. Ou seja, sabendo que o
evento H ocorreu, a probabilidade de E ocorrer somada a probabilidade de E ndo ocorrer é
iguala 1.

1 ~ . .
Para o nosso exemplo, temos P(E|H) = > Entdo, dado que foi selecionado um homem, a
probabilidade de a pessoa selecionada ndo ser um enfermeiro, é:

P(EIH)=1-P(EIH) =1—=2




PRATICAR!

(VUNESP/2019 — Prefeitura da Estancia Balnearia de Peruibe/SP) O grafico a seguir apresenta dados
! referentes a homens e mulheres gue se inscreveram para prestar um concurso para trabalhar em uma
: instituicdo publica. Entre os candidatos, alguns ja tinham emprego. :

220
200
180
160
140
120
100
80
60
40
20
0

Nimero de candidatos

nao tém emprego tém emprego

O mulheres M homens

Um desses candidatos foi escolhido aleatoriamente. Sabendo-se que esse candidato ndo tem emprego, a
: probabilidade de que ele seja homem é: :

a) 2/9
: b) 4/9
c)2/5
) 1/5
e) 3/8
Comentarios:

A guestdo pede a probabilidade de o candidato ser homem, dado que ndao tem emprego (probabilidade
condicional). Essa probabilidade pode ser calculada pela razdo classica entre os eventos favoraveis e os
: eventos totais, restringindo-os aos candidatos que ndo tém emprego (universo conhecido): :

n(Homens sem emprego)

- n(Candidatos sem emprego)

Obs.: Se preferir, considere a definicdo de probabilidade condicional para calcular a probabilidade de o
: candidato ser homem (H), dado que ndo tem emprego (E): :

P(HNE) n(HNE)
P(E) — n(E)

: Pelo gréfico, observamos que o numero de homens sem emprego é:

P(H|E) =

n(H N E) = n(Homens sem emprego) = 80

O gréfico informa também que o niumero de mulheres sem emprego é de 100. Logo, o niumero total de
: candidatos sem emprego é: :



n(E) = n(Candidatos sem emprego) = 80 + 100 = 180

Assim, a probabilidade desejada é:

P(H|E) = =

4
180 9

Gabarito: B.
(CESPE/2018 — ABIN) Como forma de melhorar a convivéncia, as familias Turing, Russell e Godel disputaram,

no parque da cidade, em um domingo a tarde, partidas de futebol e de volei. O quadro a seguir mostra os
: quantitativos de membros de cada familia presentes no parque, distribuidos por género.

familia masculino feminino
Turing 5 7
Russcll 4] 5
Gididel 5 9

: A partir dessa tabela, julgue o item subsequente.

Considere que, em eventual sorteio de brindes, um nome tenha sido retirado, ao acaso, do interior de uma
urna que continha os nomes de todos os familiares presentes no evento. Nessa situacdo, sabendo-se que o
sorteado ndo é uma mulher da familia Godel, a probabilidade de ser uma mulher da familia Russel serd
: superior a 20%. :

Comentarios: :
FA questao indaga sobre probabilidade condicional. Podemos calcular essa probabilidade, utilizando a

: férmula da probabilidade classica, porém restringindo os casos considerados ao evento que sabemos ter :
: ocorrido, no caso, o fato de ndo ser uma mulher da familia Gédel: :

casos favoraveis n(A)

casos possiveis ~ n(U") :
Obs.: Se preferir, considere a definicdo de probabilidade condicional para calcular a probabilidade de o
: sorteado ser uma mulher da familia Russel (Mr), dado que ndo é uma mulher da Gédel (Mg): :
P(Mg N M;)

P(iT;) :
Perceba que a intersecao entre as mulheres da familia Russel e as pessoas que nao sao mulheres da familia
Godel, My N M_G, equivale exatamente as mulheres da familia Russel, My, logo: :

P(Mg) n(Mg)
P(Mg)  n(Mg)

P(MRlM—G) =

P(Mg|Mg) =

: Ou seja, sabendo que o sorteado ndo é uma mulher da familia Godel, entdo os casos possiveis correspondem :
i a todos os familiares exceto as mulheres dessa familia: :

n(M;) =n(U)=5+7+6+5+5=28



Os casos favoraveis correspondem ao nimero de mulheres da familia Russel:
n(Mg) =n(A)=5
 Logo, a probabilidade ¢ dada por:

p=— =18y
—28° 7

Ou seja, é inferior a 20%.

Gabarito: Errado.

(FCC/2018 — Banrisul/RS) Em uma empresa com 400 funcionarios, 30% ganham acima de 5 Salarios Minimos
: (S.M.). O quadro de funcionarios dessa empresa € formado por 180 homens e 220 mulheres, sendo que 160 :
: mulheres ganham no maximo 5 S.M. Escolhendo aleatoriamente 1 funcionario dessa empresa e verificando :
: que € homem, a probabilidade de ele ganhar mais do que 5 S.M. é igual a

a) 1/2.
: b) 3/20.
c) 1/3.
d) 3/11.
e) 3/10.
Comentarios:
A probabilidade de a pessoa ganhar mais que 5SM, dado que é homem, pode ser calculada como:
: P(GNH) n(GNH)
P(H) n(H)

: A questdo informa que n(H) = 180, que representa o “novo Universo”.

P(G|H) =

Também é informado que 30% dos funciondrios ganham mais que 55M: n(G) = 30% x 400 = 120.

Sabendo que 160 mulheres ganham menos que 55M, entdo 220 — 160 = 60 mulheres ganham mais que 5SM.
: Entdo, o numero de homens que ganham mais que 55M é:

n(G N H) =n(G)—n(GnI7) =120-60 =60
Portanto:
n(G N H) _ 60 _ 1

P(GIH) = n(H) 180 3

Gabarito: C

(FGV/2022 — SEFAZ/ES) As probabilidades de dois eventos A e B sdo P[A] = 0,5, P[B] = 0,8. A probabilidade
condicional de A ocorrer dado que B ocorre é P[A|B] = 0,6. Assim, a probabilidade de que A ou B ocorram é
: igual a :

: 3) 0,56
 b) 0,60



c) 0,76
d) 0,82
e) 0,94
Comentarios:

O enunciado informa a probabilidade dos eventos A e B, bem como a probabilidade condicional de A, dado
B, a qual corresponde a razdo entre a probabilidade da intersecao e a probabilidade do evento a priori, no
caso, o evento B: :
P(ANB)

P(B)

Sabendo que P(B) = 0,8 e que P(A|B) = 0,6, podemos calcular a probabilidade da intersegdo:

P(ANB)
— 2 -06
0,8

P(ANnB)=10,6x08=048

Conhecendo as probabilidades P(4) =0,5, P(B) =08 e P(ANnB) =0,48, podemos calcular a
probabilidade da unido (A OU B): :

P(AUB) = P(A) + P(B) —P(ANB) =0,5+ 0,8 — 0,48 = 0,82

P(A|B) =

P(A|B) =

Gabarito: D

Teorema da Multiplicacao

O Teorema da Multiplicacdo pode ser visto como uma forma diferente de escrever a féormula da
probabilidade condicional. Como vimos, a probabilidade condicional é:

P(ANB)

P(BIA) = =5

O Teorema da Multiplicagdo fornece a probabilidade da interse¢ao, a partir da probabilidade condicional:

P(ANnB) = P(B|A) x P(A)

Ou seja, a probabilidade da intersecdo de dois eventos é o produto da probabilidade do evento a priori (no
caso, A) pela probabilidade condicional do evento a posteriori (no caso B).

Para o nosso exemplo anterior, vimos que a probabilidade de ter sido selecionado um enfermeiro, sabendo
gue foi homem é:

1
P(EIH) =
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Assim, conhecendo a probabilidade de selecionar um homem do grupo P(H), podemos calcular a
probabilidade de selecionar um enfermeiro homem P(E N H). Para isso, vejamos novamente a tabela desse
exemplo:

Homens | Mulheres | Totais
Enfermeiros 40 50 90
Dentistas 80 30 110
Totais 120 80 200

A probabilidade de selecionar um homem é, pela defini¢ao cldssica:

n(H) 120 3

P(H)ZW—EZS

Agora, podemos calcular P(E N H) pelo Teorema da Multiplicagdo:

P(ENH) = P(E|H) x P(H) = = X

[SSRIT
U]l W

5
De fato, se fossemos aplicar a defini¢ao cldssica de probabilidade, utilizando-se a tabela, teriamos:

n(ENH) 40 1

PENH) == 03~ =200~ 5

Observe que podemos aplicar o Teorema da Multiplicagdo, invertendo-se os eventos a priori e a posteriori.
Se, em vez de P(E|H), conhecéssemos P(H|E), poderiamos calcular a probabilidade da intersecdo
P(E N H) como:

P(EnH) = P(H|E) x P(E)

J4 conhecemos a probabilidade da intersecdo, mas vamos efetuar os calculos com essa inversiao? A
probabilidade condicional de a pessoa selecionada ser homem, dado que é enfermeiro (homem ou mulher)
é, pela tabela:

P(H|E) = casos favoraveis 40 4
"~ casos possiveis 90 9

E a probabilidade de selecionar um enfermeiro é, pela tabela (defini¢cdo classica):

gy ME) _ 90 _ 9
( )—m—m—ﬁ

Com P(H|E) e P(E), podemos calcular P(E N H), aplicando-se o Teorema da Multiplicac3o:



4 9 1
P(ENH) =P(H|E) X P(E) 9%720=%
Esse é o resultado que obtivemos antes!

Para 3 eventos, a intersecdo é dada por:

P(ANBNC) = P(A) x P(B|A) x P(C|AN B)

Ou seja, é a probabilidade do evento a priori (A), multiplicada pela probabilidade condicional do primeiro
evento a posteriori (B|A), multiplicada pela probabilidade condicional do segundo evento a posteriori
(C|ANB).

PRATICAR!

: (VUNESP/2016 — Prefeitura de Aluminio/SP — Adaptada) Um estudante resolve uma prova com apenas
: questdes em forma de testes de multipla escolha, com 4 alternativas cada teste. Ele sabe 75% da matéria da :
prova. Quando ele sabe a matéria da questdo ele acerta e, quando nado sabe, escolhe a alternativa ao acaso.
A probabilidade de o aluno acertar uma questdo qualquer por acaso é igual a :

a) 6,25%

: b) 8,5%

c) 15%

d) 17,25%

e) 18,75%
Comentarios:

: A probabilidade de o aluno acertar uma questado qualquer por acaso corresponde a intersecao dos eventos :

: “ndo saber a matéria” (que podemos chamar de S) E “acertar a questdo” (que podemos chamar de A) é:
P(SNnA)

Considerando que a probabilidade de o aluno acertar a questao depende do evento saber ou ndo a matéria,
: temos eventos dependentes. Assim, a probabilidade da intersegdo € dada por: :

P(SnA) = P(S) x P(AIS)
O enunciado informa que:
e O aluno sabe 75% da matéria da prova: P(S) = 0,75
Logo, o aluno ndo sabe o restante da matéria (evento complementar):

P(S)=1-P(S) =1-10,75 = 0,25
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: @ 0 aluno escolhe a alternativa ao acaso, se ele ndo souber a matéria.

: Sabendo que ha 4 alternativas, a probabilidade de o aluno acertar a questao, dado que nao sabe a respectiva
{ matéria é:

1
P(AIS) =7 =025

Substituindo esses valores na equacado da probabilidade da intersecdo, obtemos a probabilidade de o aluno
: acertar uma questdo qualquer por acaso é:

: P(SNA) =0,25x%0,25 = 0,0625 = 6,25%
Gabarito: A

(VUNESP/2019 — Prefeitura de Campinas/SP) Ao operar em um turno de trabalho, uma linha de producgdo
se interrompe totalmente se uma maquina M1 falhar. Para diminuir o risco de interrupgao, ligou-se ao
sistema uma madquina M2 programada para entrar imediatamente em funcionamento caso M1 falhe,
fazendo com que o sistema prossiga. A probabilidade de M1 falhar é de 1/20 e a probabilidade de M2 falhar
é também de 1/20. A probabilidade de que o sistema ndo se interrompa durante um turno de trabalho apds
ainclusdo de M2 é de

 a) 99,75%

: b) 95%

c) 99%

d) 90,25%

e) 97,5%

Comentarios:

A probabilidade de o sistema ndo se interromper pode ser calculada pelo complementar de ele se
: interromper:

' P() =1—-P()

: Para o sistema se interromper, é necessarios que a M1 falhe E a M2 falhe. Logo, temos a intersecdao desses
i eventos:

P(I) = P(F1) X P(F2|F1)
Note que representamos a falha da M2 como F2|F1, pois a maquina atua somente se a M1 falhar.

O enunciado informa que a probabilidade de tanto uma quanto outra falhar é de 1/20:
: 1 1
P(I) = %X% =m = 0,0025
: Assim, a probabilidade de o sistema ndo interromper é complementar:
: P(D) =1—P(I) = 10,0025 = 0,9975 = 99,75%

Gabarito: A.



(FGV/2018 — ALE/RO) Uma urna | contém inicialmente 4 bolas azuis e 6 bolas vermelhas; nessa ocasido, a
urna Il contém 5 bolas azuis e 4 bolas vermelhas, e a urna lll, 2 azuis e 7 vermelhas. Uma bola é sorteada da
urna | e colocada na urna Il. Em seguida, uma bola é sorteada da urna Il e colocada na urna lll. Por fim, uma
: bola é sorteada da urna lll. A probabilidade de que a bola sorteada da urna Ill seja azul é igual a :

a) 0,166
: b) 0,182
c) 0,254
d) 0,352
e) 0,368
Comentarios:

A probabilidade de retirar uma bola azul da urna lll depende de qual bola é retirada da urna Il, que, por sua
: vez, depende de qual bola € retirada da urna |, conforme ilustrado abaixo: :

P(A3|A2) = 3/10

2 +1 bolas azuis
7 vermelhas

P(A2|Al) = 6/10

5 +1 bolas azuis P(V2|Al) = 4/10 P(A3|V2) =2/10

4 bolas vermelhas

P(A1) = 4/10

2 bolas azuis
7 + 1 bolas vermelhas

4 bolas azuis
6 bolas vermelhas

P(A2|V1) = 5/10 P(A3]A2) = 3/10

P(V1) = 6/10

2 +1 bolas azuis
7 vermelhas

5 bolas azuis
4 + 1 bolas vermelhas

P(V2|V1) =5/10 — P(A3]V2) = 2/10

2 bolas azuis
7 + 1 bolas vermelhas

: Na ilustracdo, inserimos as quantidades de bolas nas urnas em cada caso, o que nos permite calcular a :
: probabilidade de retirar uma bola azul ou vermelha, em cada etapa. :

Para encontrar a probabilidade de tirar uma bola azul, precisamos da intersecdo dos eventos subsequentes
: (retirada da urna 1, da urna 2 e da urna 3) e da unido das possibilidades alternativas (isto &, dos diferentes :
: caminhos). :

A probabilidade do primeiro caminho (superior) é dada por:
P(A1 N A2 N A3) = P(A1) x P(A2|A1) x P(A3|A2) =0,4x 0,6 X 0,3 =0,072
A probabilidade do segundo caminho é:

P(A1NV2 N A3) = P(A1) x P(V2|A1) x P(A3|V2) = 0,4 X 0,4 X 0,2 = 0,032



A probabilidade do terceiro caminho é dada por:

. P(V1nA2n A3) = P(V1) x P(A2|V1) x P(A3|A2) = 0,6 X 0,5 % 0,3 = 0,09

A probabilidade do quarto caminho (inferior) é dada por:

P(V1nV2nA3) =PV1) x P(V2|V1) x P(A3|V2) = 0,6 X 0,5 % 0,2 = 0,06 :

A probabilidade de retirar uma bola azul, considerando todas essas possibilidades (mutuamente exclusivas)

P é:
P(A3) =P(A1NA2NnA3)+P(A1NV2NA3)+P(V1INA2NnA3)+P(V1NnV2n A3)

: P(A3) = 0,072+ 0,032 4+ 0,09 + 0,06 = 0,254

Gabarito: C

Independéncia de Eventos

Eventos independentes sdo aqueles que nao influenciam uns nos outros. Por exemplo, o resultado do
langamento de um dado em nada influencia o resultado de outro langamento.

Como fica a probabilidade condicional desses eventos, entdo?

Vamos supor que o resultado de um lancamento de um dado tenha sido o numero 3: A ={3}. Sabendo
disso, qual é a probabilidade de um novo lancamento do dado ser B = {4}?

Bem, o resultado do 12 lancamento (evento A) em nada influencia o 22 langcamento (evento B).
Portanto, a probabilidade de o 22 langcamento ser 4 é a mesma (P = 1/6), independentemente do
resultado do 12 langamento.

Isso quer dizer que, sendo A e B eventos independentes, a probabilidade condicional de B, sabendo que o
evento A ocorreu, é igual a probabilidade de B (e vice-versa):

P(B|A) = P(B)

Vamos a mais uma pergunta: sabendo que o resultado do 12 lancamento foi A = {3}, qual é a
probabilidade de ndo sair 4 no 22 lancamento (evento B)?

Sabendo que a probabilidade de sair 4 no 22 lancamento é a mesma, independente do resultado do
12 lancamento, entdo a probabilidade de ndo sair 4 também é independente do 12 lancamento.

De forma geral, se A e B sdo independentes, entdo os complementares também sdo independentes. Isso
implica nas seguintes igualdades:

P(B|A) = P(B)
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Por exemplo, a probabilidade de sair 4 no 22 lancamento (evento B), dado que o resultado do 12
langamento nio foi 3 (evento A), é a mesma (P = 1/6), independentemente do resultado do 12
langamento.

P(B|A) = P(B)
Por exemplo, a probabilidade de ndo sair 4 no 22 lancamento (evento B), dado que o resultado do 12
lancamento foi 3 (evento A), é a mesma (P = 5/6), independentemente do resultado do 1°
langamento.

P(B|4) = P(B)
Por exemplo, a probabilidade de nio sair 4 no 22 langamento (evento B), dado que o resultado do 12

lancamento nio foi 3 (evento A), é a mesma (P = 5/6), independentemente do resultado do 12
langamento.

E como fica o teorema da multiplicacdo para eventos independentes?
Bem, para eventos quaisquer, temos:
P(ANnB) =P(B|A).P(A)

Considerando que P(B|A) = P(B) para eventos independentes, entdo:

P(AN B) = P(B) x P(A)

Ou seja, a probabilidade de obter 3 no 12 lancamento (evento A), com probabilidade P(A) = 1/6 E de obter 4
no 22 lancamento (evento B), com probabilidade P(B) = 1/6, é calculada como:

PUANB) = P(B) X PU) = g x £ ==

N -

Essa propriedade é de “ida e volta”. Ou seja, se A e B s3ao independentes, entdo temos a identidade
P(AN B) = P(A).P(B); e, se tivermos a identidade P(A N B) = P(A).P(B), entdo podemos concluir que
A e B sdo independentes.

Entdo, sem conhecer os eventos A e B, se soubermos que P(4) = %,P(B) :% e PANB) = %, entdo
podemos concluir que A e B sdo independentes.
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PRATICAR!

(CESPE/2015 Telebras) Nas chamadas de suporte de uma empresa de telecomunicacdes, o funciondrio :
Pedro resolve o problema do cliente em duas de cada trés vezes em que é solicitado, enquanto Marcos
: resolve em trés de cada quatro chamadas. :

A partir dessa situacdo hipotética, julgue o item seguinte, considerando que os funcionarios sejam
suficientemente experientes para que a tentativa de resolucdo do problema de qualquer chamada ndo esteja
: subordinada a tentativas anteriores. :

: Se Pedro ndo resolver o problema de um cliente, considerando-se que nenhuma informacdo a respeito da :
: tentativa é repassada a Marcos, a probabilidade de que este também ndo resolva o referido problema ser3a :
i inferior a 20%. :

: Comentarios:

A questdo pede a probabilidade de Marcos ndo resolver o problema, dado que Pedro ndo resolveu
: (probabilidade condicional), que podemos representar por P(Ry|Rp). :

: O item esclarece que nenhuma informacao a respeito da tentativa é repassada a Marcos, indicando que sdo :
: eventos independentes. Para esses eventos, a probabilidade condicional é igual a probabilidade ndo :
i condicional: :

P(Ry|Rp) = P(Ry)

: O enunciado informa que Marcos resolve o problema em 3 de 4 ligagGes, logo a probabilidade de Marcos :
: resolver é 3/4 e a probabilidade de Marcos ndo resolver é o complementar:

P(Ry) =1 3—1—250/
M) = 11" 0

: Que é superior a 20%.

Gabarito: Errado.

(CESPE/2019 - TJ/AM) Em um espaco de probabilidades, as probabilidades de ocorrerem os eventos
: independentes A e B sdo, respectivamente, P(A) = 0,3 e P(B) = :

Nesse caso, P(AMNB) = 0,15.
Comentarios:

Sendo A e B eventos independentes, a probabilidade da intersecdo (conectivo E) é dada pelo produto das
: probabilidades: :

: P(ANB) = P(A) x P(B)
: Sendo P(A) =0,3 e P(B) = 0,5, entdo:
' P(ANnB)=03x0,5=0,15

Gabarito: Certo.



(FGV/2019 — Prefeitura de Angra dos Reis/RJ) Peter é um 6timo langador de dardos. A cada langamento, a
probabilidade de Peter acertar o alvo é de 90% e independe de Peter ter acertado ou ndo o alvo em
lancamentos anteriores. Apds fazer dois lancamentos em sequéncia, a probabilidade de Peter ter acertado
: 0 alvo nos dois langamentos é de :

a) 180%

: b) 90%

c) 81%

 d) 72%

e) 160%
Comentarios:

O enunciado informa que os langamentos sdo eventos independentes. Portanto, a probabilidade de acertar
: os dois lancamentos, que corresponde a intersecdo dos eventos (A1 E A;) é dada pelo produto das :
: probabilidades: :

P(A; N Ay) = P(A1).P(4)

A probabilidade de acerto é 90%, ou seja, P(4;) = P(A4,) = 90%. Portanto, a probabilidade da intersecdo
:é: :

Gabarito: C

: (FGV/2018 — ALE/RO) A urna A tem dois cartdes vermelhos e trés amarelos e, a urna B, trés cartdes :
: vermelhos e dois amarelos. Retira-se, aleatoriamente, um cartdo de cada urna. A probabilidade de os dois :
i cartdes retirados serem amarelos é

P8
Ea)zs
) S
Eb)zs

: 4
P C)o:

: 2
€3
: Comentarios:

: A probabilidade de retirar 2 cartdes amarelos, isto &, retirar um cartdo amarelo da urna A E um cartdo :
: amarelo da urna B, corresponde a intersecdao desses eventos. Considerando que esses eventos (que :
: podemos chamar por A e B) sdo independentes, entdo a interse¢do é dada pelo produto das probabilidades: :

P(ANnB) =P(A) X P(B)
Considerando que ha 3 cartées amarelos, de um total de 5 cartdes, na urna A, a probabilidade de retirar um

i cartdode A é:

3



Considerando que ha 2 cartdes amarelos, de um total de 5 cartdes, na urna B, a probabilidade de retirar um
cartdode A é: :

P(B) = :
5
: Assim, a probabilidade de retirar 2 cartes amarelos é:

P(ANB) ==X

25

Ul W
ull N

Gabarito: A.

(FGV/2019 — DPE/RJ — Adaptada) A partir dos axiomas da Teoria das Probabilidades, algumas proposi¢des
: podem ser estabelecidas. Para quaisquer eventos ndo vazios, julgue as seguintes proposicdes. :

1) P(AU B) < P(4) + P(B) — P(4).P(B)

 ll) e P(AN B) = P(4).P(B) > P(ANn B) = P(A).P(B)

Comentarios:

Em relacdo ao item |, a probabilidade da unido € dada por:

' P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Se A e B fossem independentes, teriamos P(A N B) = P(A) X P(B). Porém, essa ndo é uma condicdo dada
: pelo enunciado. Logo, € possivel que os eventos sejam dependentes e, consequentemente, termos: :

P(ANnB) # P(A) x P(B)

Pontue-se que nao é possivel afirmar qual das duas probabilidades é maior. Sabendo que a probabilidade da
intersecdo pode ser diferente do produto das probabilidades, entdao a probabilidade da unido pode ser
: diferente de: :

P(AUB) # P(A) + P(B) — P(A) X P(B)
Logo, o item | esta errado.
Em relacdo ao item Il, o item informa que:
P(ANB) =P(A) X P(B)

: Isso nos permite concluir que A e B sdo eventos independentes. Consequentemente, os eventos :
: complementares também sdo independentes. Assim, a intersecdo dos eventos complementares (conectivo :
: E) é dada pelo produto das probabilidades: :

P(An B) = P(A) x P(B)
Logo, o item Il estd correto.

Resposta: item | errado; item Il certo.
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ATENTO!

Assim como tivemos questdes de combinatdria do tipo “pelo menos um”, em que era mais
facil resolver, subtraindo-se os casos contrarios do total, aqui também temos uma situagao
parecida. A questdao pode pedir a probabilidade do tipo “pelo menos um” ou da unido de
eventos, em que sera mais simples calcular o complemento. Vejamos uma dessas
questoes.

PRATICAR!

(CESPE/2015 DEPEN) Considerando que, entre a populagdo carceraria de um presidio, a probabilidade de
5 um detento contrair tuberculose seja igual a 0,01; que dois detentos sejam selecionados aleatoriamente :
dessa populacdo carcerdria; e que as ocorréncias de tuberculose entre esses detentos sejam eventos
independentes, julgue o préximo item. :

A probabilidade de pelo menos um detento na amostra contrair tuberculose serd superior a 0,01 e inferior a
: 0,03. :

: Comentarios:

A probabilidade de pelo menos um detento, dentre os 2 detentos da amostra, contrair tuberculose pode ser
: calculada como o complementar da probabilidade de nenhum dos 2 detentos contrair a doenca.

A probabilidade de um detento qualquer ndo contrair a doenca é o complementar da probabilidade de ele
: contrai-la: :

P(D)=1-P(D)=1-0,01=0,99

EA probabilidade de nenhum dos 2 detentos contrair a doenca é a intersecdao da probabilidade de cada um
: contrai-la. Como os eventos sdo independentes, basta multiplicar as probabilidades: :

Prennum = P(E) X P(E) = 0,99 x 0,99 = 0,98
Assim, a probabilidade de pelo menos um dos 2 detentos contrair a doenga é o complementar:

Ppelo menos1 — 1- Pnenhum == O 98 = 0 02

Esse resultado é, de fato, superior a 0,01 e inferior a 0,03.

Gabarito: Certo



(FGV/2021 - FEMPAR) Suponha que cada dose de certa vacina, ao ser aplicada em uma populacdo especifica,
garanta a imunizacao contra uma doenca, de metade daqueles que ndo estdo imunizados. Inicialmente, toda
essa populacdo estava ndo imunizada e todos os seus individuos foram submetidos a duas doses
consecutivas dessa vacina. Sorteando-se, ao acaso, um individuo dessa populacdo, a probabilidade de que
: esteja imunizado contra a doenga é de :

a) 100%

b) 87,5%

c) 75%

: d) 50%

e) 25%
Comentarios:

Segundo o enunciado, quando uma dose de vacina é aplicada em uma populagdo ndo imunizada, metade
ficara imunizada. Em outras palavras, ha 50% de uma pessoa ndo imunizada se tornar imunizada com uma
dose de vacina. E a questdo afirma que foram aplicadas 2 doses em uma populagdo inicialmente nao
imunizada. :

: Vamos calcular a probabilidade de uma pessoa estar imunizada pelo seu complemento, qual seja de nado :
i estar imunizada: :

P(imunizado) = 1 — P(ndo imunizado)

Para isso, é necessario que ela ndo tenha sido imunizada na primeira dose, com probabilidade de 50%, E ndo
ter sido imunizada na segunda dose, também com probabilidade de 50%. Assim, temos a intersecdo de
: eventos independentes, cuja probabilidade é dada pelo produto: :

P(nio imunizado) = 0,5 x 0,5 = 0,25
E a probabilidade complementar é:
_ P(imunizado) =1 - 0,25 = 0,75 = 75%
Gabarito: C

Independéncia de Trés Eventos

Quando ha trés eventos independentes, a situacdo é sutilmente diferente de quando ha apenas dois eventos.
Se os eventos A, B e C sdo independentes, entdo temos todas as situacdes a seguir:

P(ANnB) = P(A).P(B)
P(ANC) = P(A).P(C)
P(BNC) = P(B).P(C)

P(ANBNC) = P(A).P(B).P(C)




Dessa forma, os trés eventos sdo considerados independentes somente se todos forem independentes
entre si, tanto quando comparados dois a dois, quanto para todos os 3.

Ou seja, se os eventos sdao independentes, entdo podemos concluir que:
P(ANnBNC)=P(A).P(B).P(C)

Por exemplo, langcando-se trés moedas equilibradas, e sendo os eventos A = {CARA na 12 moeda}, B
= {COROA na 22 moeda} e C = {CARA na 32 moeda}, entdo a probabilidade P(A N B N () é dada por:

1
8

N| =
N[ =
N[ =

P(ANBNC)=P(A) XP(B) XP(C) ==X=X

Porém, o contrario nao é verdadeiro, ou seja, ndao podemos concluir que os eventos sdo independentes a
partir desta identidade somente.

Por exemplo, sem conhecer os eventos A, B e C, mas sabendo que:

1 1 1 1
P(A) ==, P(B) =—, P(C) ==, PANBNC) ==
W=5 PB=5 PO=35 P )=3
nao podemos, com base apenas nessas informagdes, concluir que A, B e C sdo eventos
independentes.

Além disso, é possivel que todos os eventos sejam independentes 2 a 2, porém os 3 eventos ndao serem
independentes. Ou seja, sabendo que A e B sdo independentes, B e C sdao independentes, A e C sdo
independentes, ainda assim, ndo podemos concluir que os 3 eventos sdo independentes.

Também é possivel que A e B sejam independentes e que B e C sejam independentes. Com base nessas
informagdes, ndao podemos concluir que A e C sdo independentes.

Por exemplo, suponha que o 12 e 22 lancamentos serdo de moedas equilibradas. Suponha que, se o
resultado do 12 lancamento for CARA, o 32 lancamento serd de uma moeda desequilibrada, cuja
probabilidade de sair CARA é maior que a de sair COROA. Caso contrario, o 32 lancamento sera de
uma moeda equilibrada.

Suponha os mesmos eventos A = {CARA na 12 moeda}, B = {COROA na 22 moeda} e C = {CARA na 32
moeda}.

Nesse exemplo, os eventos A e B sdo independentes (2 lancamentos separados) e os eventos B e C
sdo independentes, pois o resultado do 22 lancamento em nada influencia no resultado do 32
lancamento. Porém, os eventos A e C ndo sao independentes, pois o resultado do 12 lancamento
afeta o resultado do 32 lancamento.



Essa relagao pode ser expandida. Para n eventos independentes, vale a relacdo:

P(A1 ﬂAZ n nAn) = P(A1) X P(Az) X .. X P(An)

Porém, o contrario ndo é verdadeiro, ou seja, ndo podemos concluir que os eventos sao independentes, ao
constatar que vale essa identidade.

PRATICAR!

(VUNESP/2019 Prefeitura de Cerquilho/SP) Em um prova de multipla escolha de lingua chinesa, cada uma
: das 5 questdes tem 4 alternativas. A probabilidade de uma pessoa acertar todas as questdes, sem conhecer

: alingua, e escolhendo, aleatoriamente, uma alternativa em cada questao, é
1

a) —

1024

R

 O3es

fd)—
: )20
: 1
re)-
: )4
: Comentarios:
: A probabilidade de acertar todas as questdes, escolhendo aleatoriamente as respostas, corresponde a :
: intersecao de acertar cada uma das questdes.

Sabendo que ha 4 alternativas, a probabilidade de acertar uma questao é:

1

Assim, a probabilidade de acertar as 5 questdes, considerando que sao eventos independentes, é dada pelo
: produto:

1 1 1
X—=X==——
4 4 1024

P(A1Nn A2 N A3 N A4 N A5) = P(A) X P(A) x P(A) x P(A) X P(A) = X

-l>|v—\
-MH
e

Gabarito: A.

(VUNESP/2018 — UNICAMP/SP) Dentre os bebedores de cerveja, sabe-se que 1/3 preferem a marca A. Se
: trés deles sdo escolhidos ao acaso, a probabilidade de que nenhum deles preferem a marca A é :

: 1
Pa)

-
05
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: 8
10y

A3

P2
. el3

Comentarios:
Sabendo que g dos bebedores preferem a marca A, entao a probabilidade de escolher um bebedor que nao
prefira € complementar: :
1 2

P=1--==
3 3

Considerando que a escolha de um bebedor independe da escolha de outro, entdo, escolhendo 3 bebedores
ao acaso, a probabilidade de que nenhum dos 3 bebedores prefira a marca A corresponde a interse¢ao dos
: eventos (produto das probabilidades):

PXPXxXP 2 2k —
X X ==X=-X—=-=
3 3 3

Gabarito: C.

(FGV/2017 — TJ/AL) Os eventos A, B e C de um espago amostral sdo tais que A é independente de B, e B é
: independente de C. Sabe-se ainda que os trés tém probabilidade ndo nula de ocorréncia. :

Com tais informagdes, é correto afirmar que:
a) A é independente de C;

b) A, B e C sdo mutuamente independentes;
c) A e C sao mutuamente exclusivos;

d) B é independente do complementar de C;
 e) P(4). P(B).P(C) = P(A N B|C).
Comentarios:

Sabendo que A é independente de B e que B é independente de C, ndo podemos afirmar nada a respeito da
: dependéncia entre A e C, muito menos a respeito da dependéncia dos 3 eventos. Por esses motivos, as :
alternativas A e B estdo incorretas.

: Por outro lado, podemos afirmar que os complementares dos eventos apresentam a mesma relacdo de :
: independéncia dos respectivos eventos. Logo, a afirmativa D esta correta.

: Em relacdo a alternativa C, o conceito de exclusividade envolve a interse¢do entre eventos. Ou seja, se 2 :
: eventos sdo mutuamente exclusivos, a sua intersecdo é nula. O enunciado ndo disse nada a respeito da :
: intersecdo, logo nada podemos afirmar sobre a exclusividade: alternativa C incorreta. :

Em relacdo a alternativa E, pela definicdo de probabilidade condicional, temos:
P(ANBNC)

PUNBIO) =——



: Como ndo sabemos se A, B e C sdo independentes e considerando que o enunciado ndo forneceu elementos :
: que nos permitem calcular a intersecdo dos 3 eventos, ndo podemos fazer a afirmacdo indicada na
: alternativa E: alternativa E incorreta.

Gabarito: D

Teorema da Probabilidade Total

O Teorema da Probabilidade Total permite calcular a probabilidade de um evento B, quando conhecemos as
probabilidades condicionais desse evento.

Por exemplo, suponha que, em um banco, o nivel de inadimpléncia dos pagadores do grupo A (melhores
pagadores) seja 1%; o nivel de inadimpléncia dos pagadores do grupo B seja 5%; e o nivel de inadimpléncia
dos pagadores do grupo C seja de 10%.

Além disso, suponha que o grupo A represente 50% dos pagadores; o grupo B represente 30%; e o grupo C
represente 20%. Com base nesses valores, podemos calcular a probabilidade total de inadimpléncia, ou seja,
a probabilidade de inadimpléncia de um cliente qualquer, sem saber a que grupo ele pertence.

Para isso, consideramos que a probabilidade do evento | (inadimpléncia) esta “espalhada” nos trés grupos,
ou seja, temos os inadimplentes do grupo A, os inadimplentes do grupo B e os inadimplentes do grupo C,
como representado a seguir.

Assim, a probabilidade total de inadimpléncia é a soma dos inadimplentes de cada grupo, ou seja, a soma
das intersecdes de | com os grupos A, Be C:

P =PUNA)+PUINB)+PINC)

Pelo Teorema da Multiplicagdo, substituimos as interse¢des pelos produtos das probabilidades:

P(I) = P(1|14) x P(A) + P(I|B) x P(B) + P(I|C) x P(C)




Nesse exemplo, temos P(A) = 0,5, P(B) = 0,3, P(C) = 0,2, P(I|A) = 0,01, P(l|B) = 0,05 e P(I|C) = 0,1. Logo, a
probabilidade de um cliente qualquer ser inadimplente é:

P(I)=05x%x0,01+03x0,05+0,2x0,1

P(I) = 0,005+ 0,015 4+ 0,02 = 0,04 = 4%

Essa relacdo vale para qualquer nimero de eventos. Havendo apenas 2 eventos a priori, A e 4, a
probabilidade total P(B) é dada por:

P(B) = P(B|A) x P(4) + P(B|A) x P(A)

Generalizando, com n eventos A; e conhecendo P(B|A4;), temos P(B) dado por:

P(B) = P(B|A;) X P(A) + P(B|A,).P(A;) + -+ P(B|A,).P(A4,)

HORA DE
PRATICAR!

(CESPE/2015 — Departamento Penitencidrio Nacional — Area 4) As probabilidades dos eventos aleatérios A
= “o infrator é submetido a uma pena alternativa” e B = “o infrator reincide na delinquéncia” sdo
representadas, respectivamente, por P(A) e P(B). Os eventos complementares de A e B sdo denominados,
: respectivamente, por A e B. Considerando que P(A) = 0,4, e que as probabilidades condicionais P(B|4) =
: 0,3 e P(B|A) = 0,1, julgue o item a seguir. :

 P(B)<0,2.

Comentarios:

A questado trata da probabilidade total de B, dada por:

' P(B) = P(B|A) X P(A) + P(B|A) x P(4)

O enunciado informa que P(A) = 0,4; P(B|A) = 0,1 e P(B|A) = 0,3. Sabendo que P(A) = 0,4, o seu
: complementar é: :

P(A)=1-P(A)=1-04=0,6
Substituindo esses valores, temos:
: P(B)=01x%x04+03x%x0,6=0,04+0,18=0,22
Esse resultado é maior que 0,2: P(B) > 0,2.

Gabarito: Errado.
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: (FGV/2019 — DPE/RJ) 10% das lampadas fabricadas pela empresa A queimam antes de 1000h de :
Efuncionamento. Das fabricadas pela empresa B, 5% queima antes de 1000h de funcionamento. Das
fabricadas pela empresa C, 1% queima antes de 1000h de funcionamento. Em uma grande loja de varejo,
20% das lampadas em estoque sdo da marca A, 30% sao da marca B e 50% sdo da marca C. Uma lampada é
: escolhida ao acaso do estoque dessa loja. :

A probabilidade de que ela ndo queime antes de 1000h de funcionamento é igual a.
a)0,76

 b) 0,84

c) 0,92

d) 0,96

e) 0,98

Comentarios:

A questdo trabalha com o Teorema da Probabilidade Total, pois informa as probabilidades quanto a
;durabilidade, condicionadas aos fabricantes, e pede a probabilidade quanto a durabilidade, néog
: condicionada.

A probabilidade de a lampada ndao queimar antes de 1000h é complementar a probabilidade de ela queimar
: antes de 1000h:

P(Q)=1-P(Q)

O enunciado informa que:

e 10% das lampadas fabricadas por A queimam antes de 1000h: P(Q|A) =0,1;
e 5% das lampadas fabricadas por B queimam antes de 1000h: P(Q|B) = 0,05;
e 1% das lampadas fabricadas por C queimam antes de 1000h: P(Q|C) = 0,01;
: @ 20% do estoque de ldmpadas sdo fabricadas por A: P(A) = 0,2;

e 30% do estoque de lampadas sao fabricadas por B: P(B) = 0,3;

e 50% do estoque de lampadas sao fabricadas por C: P(C) = 0,5.

Pelo Teorema da Probabilidade Total, temos:

: P(Q) = P(Q|4) x P(4) + P(Q|B) x P(B) + P(Q|C) x P(C)
Substituindo os valores fornecidos, temos:

. P(Q)=101x0,2+0,05x%x0,3+0,01x0,5=0,02+ 0,015+ 0,005 = 0,04
Portanto, a probabilidade de a lampada ndo queimar é complementar:

' P(Q)=1—-P(Q)=1— 0,04 =096

Gabarito: D



(FCC/2016 — Analista Judiciario do TRT 112 Regido) Um determinado 6rgdo publico recebe mensalmente
processos que devem ser analisados por 2 analistas: A e B. Sabe-se que esses dois analistas recebem a mesma
proporcdo de processos para a analise. Sabe-se que 20% de todos os processos encaminhados para A sdo
analisados no més de recebimento e que 10% sao indeferidos. Sabe-se também que 40% dos processos
encaminhados para B sdo analisados no més de recebimento e que 20% sao indeferidos. :

: Um processo recebido em determinado més é selecionado ao acaso. A probabilidade de ele ser deferido :
: naquele mesmo més é igual a :

a) 0,245

b) 0,350

c) 0,500

d) 0,420

e) 0,250

Comentarios:

Pela probabilidade total, a probabilidade de um processo ser deferido no mesmo més é:
: P(D) = P(D|A) x P(A) + P(D|B) x P(B)

 sabemos que P(A) = P(B). Como P(A) + P(B) = 1, ent3o P(A) = P(B) = 0,5.

: Além disso, sabemos que a probabilidade de o processo ser deferido no mesmo més é o complementar de :
: ele ser indeferido no mesmo més.

: O enunciado informa que:

: o 20% dos processos de A sdo analisados no més e 10% sao indeferidos. Ou seja, 90% dos processos :
: analisados no més sao deferidos: :

P(D|A) =0,2x 0,9 =0,18

: o 40% dos processos de B sdo analisados no més e 20% sdo indeferidos. Ou seja, 80% dos processos :
analisados no més sdo deferidos: :

P(D|B) =0,4%0,8=0,32
Inserindo esses valores no Teorema da Probabilidade Total, temos:
: P(D)=10,18%x0,54+0,32x0,5=0,09+ 0,16 = 0,25
Gabarito: E

Teorema de Bayes

O Teorema de Bayes é usado quando conhecemos as probabilidades condicionais da forma P(B|A), e
qgueremos calcular a probabilidade condicional da forma P(A|B). Ou seja, conhecemos as probabilidades com
o evento B, a posteriori, e desejamos conhecer as probabilidades para esse evento a priori.
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No exemplo da inadimpléncia que vimos antes, conhecemos as probabilidades de inadimpléncia para cada
grupo, isto é, com a inadimpléncia sendo o evento a posteriori e os grupos A, B e C sendo os eventos a priori:

e P(I|A)=0,01
e P(I|B)=0,05
e P(I|C)=0,1.

Mas, podemos calcular a probabilidade de um cliente pertencer a um dos grupos (por exemplo ao grupo A),
sabendo que ele foi inadimplente, ou seja, tendo a inadimpléncia como evento a priori:

e P(A[l)=?
Para isso, vamos utilizar a férmula da probabilidade condicional:

P(AND

PAID = =55

Pelo Teorema da Multiplicagdo, podemos escrever o numerador em funcdo da probabilidade condicional
P(I|A), que conhecemos, isto é, com o evento inadimpléncia a posteriori:

P(ANnI) = P(I]A) x P(A)
Pelo Teorema da Probabilidade Total, podemos escrever o denominador como:
P(I) = P(I|A) x P(A) + P(I|B) x P(B) + P(I|C) x P(C)

Dessa forma, a férmula do Teorema de Bayes para esse exemplo é:

P(I|A)xP(A)
P(I|A)xP(A)+P(I|B)xP(B)+P(I|C)xP(C)

P(A|I) =

Para o nosso exemplo, ja calculamos o denominador, que corresponde a probabilidade de um cliente ser
inadimplente, dada pela probabilidade total:

P(I) = P(A). P(I|A) + P(B).P(I|B) + P(C).P(I|C) = 0,04

Também sabemos que P(I|A) = 0,01 e P(A) = 0,5, portanto, a probabilidade de um cliente inadimplente ser
do grupo A é:

001x05_0005 1 _ . c_ 125y
004 004 8 T

P(A|D) =



De maneira geral, com n eventos A; e conhecendo P(B|4;), entdo a probabilidade de algum evento 4,,,
condicionada ao evento B, P(A,,|B), é:

P(B|Awm). P(Am)
P(B|A;).P(A;) + P(B|A3).P(A3) + -+ + P(B|A,). P(A,)

P(An|B) =

PRATICAR!

(FGV/2019 DPE/RJ) A abrangéncia do atendimento da Defensoria Publica depende da condigdo econdmica
: do cidaddo e também do tipo de causa envolvida. Sabe-se que 80% das demandas surgem em fungdo da :
hipossuficiéncia econdmica, e os outros 20% devem-se a causas no ambito criminal. Entre aqueles que ndo
dispdem de recursos, 90% tém suas necessidades atendidas, enquanto entre os envolvidos em acgbes
criminais, s6 40% sdo beneficiados com a gratuidade. :

Suponha que um individuo do cadastro dos que procuram a Defensoria seja sorteado ao acaso, verificando-
: se tratar-se de alguém atendido gratuitamente. :

: Entdo, a probabilidade de que o sorteado seja um dos que procuraram a Defensoria por causa de questdes :
: criminais é igual a: :

L
i

: Comentarios:

A questdo trabalha com o Teorema de Bayes, pois informa as probabilidades de gratuidade condicionadas
: aos tipos de situacdo e pergunta pela probabilidade do tipo de situa¢do, condicionada a gratuidade, isto &, :
inverte os eventos a priori e a posteriori. :

O enunciado informa que:

e 80% das demandas surgem por hipossuficiéncia econémica: P(H) =0,8;

: @ Os outros 20% das demandas surgem por causas criminais: P(C) = 0,2

: «  90% das demandas de hipossuficiéncia econdmica conseguem gratuidade: P(G|H) = 0,9
: « 40% das demandas por causas criminais conseguem gratuidade: P(G|C) =

Assim, a probabilidade de a demanda ser por causas criminais, sabendo que conseguiu gratuidade, P(C|G)
: é dada pela formula de Bayes:
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P(G|C) x P(C)
P(GIC) x P(C) + P(G|H) x P(H)
Substituindo os valores do enunciado, temos:

PCIG) = 0,4 % 0,2 008 008 1
T 04x%x02+09%x0,8 0,08+0,72 0,80 10

P(C|G) =

Gabarito: A

(FCC/2018 — Analista Judicidrio do TRT 142 Regidao) Uma cidade sede do interior possui trés varas
: trabalhistas. A 12 Vara comporta 50% das a¢des trabalhistas, a 22 Vara comporta 30% e a 32 Vara as 20% '
: restantes. As porcentagens de agdes trabalhistas oriundas da atividade agropecuaria sdo 3%, 4% e 5% para :
i a 12, 22 e 32 Varas, respectivamente. Escolhe-se uma agdo trabalhista aleatoriamente e constata-se ser :
: originaria da atividade agropecudria. A probabilidade dessa acdo ser da 12 Vara trabalhista &, :
: aproximadamente: .

a) 0,5312.
b) 0,3332.
c) 0,1241.
d) 0,49009.
e) 0,4054.
Comentarios:

O enunciado fornece as propor¢des das a¢des de atividade agropecudria para cada uma das varas (ou seja,
tendo as a¢Oes de atividade agropecudria como probabilidade a posteriori) e exige a probabilidade uma acado
de ser da 12 Vara, sabendo que ela trata atividade agropecuaria (ou seja, tendo as a¢Oes de atividade
: agropecuaria como evento a priori).

Pelo Teorema de Bayes, P(V1|A) é dado por:

: P(A|Vy) x P(V1)

P(A|V,) x P(V1) + P(A|V,) x P(V) + P(A|V3) x P(V3)

P(V1|4) =

: A questdo informa que:

e A12Vara comporta 50% das agdes: P(V;) = 0,5;
* A 22Vara comporta 30% das a¢des: P(V,) = 0,3;
e A 32Varacomporta 20% das a¢bes: P(V3) = 0,2;

e As percentagens das agdes de atividade agropecudria para as Varas 1, 2 e 3 sdo, respectivamente, 3%,
4% e 5%: P(A|V,) = 0,03, P(A|V,) = 0,04 e P(A|V3) = 0,05. :

: Substituindo esses valores na férmula do Teorema de Bayes, temos:

0,03 x0,5 0,015 0,015

P(V1|A) = = =
(V1] 4) 0,03x05+0,04x03+005x02 0,015+0,012+0,01 0,037

= 0,4054

Gabarito: E.



(CESPE/2019 — TJ/AM) Se Carlos estiver presente na aula ministrada pela professora Paula, a probabilidade
de ele aprender o conteldo abordado é de 80%; se ele estiver ausente, essa probabilidade cai para 0%. Em
25% das aulas da professora Paula, Carlos esta ausente. :

Com relacdo a essa situagdo hipotética, julgue o item seguinte.

: Se Carlos ndo aprendeu o contetddo ministrado na aula da professora Paula, entdo a probabilidade de ele ter :
: estado presente na aula é inferior a 50%. :

: Comentarios:
: O enunciado informa que:

e Se Carlos estiver presente na aula, a probabilidade de aprender o contetdo é de 80%: P(Ap|P) = 0,8,
em que Ap corresponde ao aprendizado e P corresponde a presenca;

e Se Carlos estiver ausente, a probabilidade de aprender é 0%: P(Ap|P) = 0, em que P corresponde a n3o
: presenca, isto é, a auséncia;
e Carlos estd ausente em 25%: P(P) = 0,25.
Para calcular a probabilidade de Carlos ter estado presente, sabendo que ele ndo aprendeu o conteldo, isto
P é, P(P|Ap), em que Ap corresponde ao n3o aprendizado, utilizamos a férmula de Bayes:
P(Ap|P) x P(P)
P(Ap|P) x P(P) + P(Ap|P) x P(P)
Sabemos que a probabilidade de Carlos aprender, dado que esteve presente, é P(Ap|P) = 0,8. Assim, a

probabilidade de Carlos ndao aprender, dado que esteve presente, corresponde a probabilidade do evento
: complementar:

P(P|Ap) =

P(Ap|P) =1 —P(Ap|P) =1-0,8=0,2

Sabemos ainda que a probabilidade de Carlos ndo estar presente é P(P) = 0,25. Logo, a probabilidade de
: Carlos estar presente corresponde a probabilidade do evento complementar:

P(P)=1-P(P)=1-1025=0,75

Por fim, sabemos que a probabilidade de Carlos aprender, dado que ndo esteve presente, é P(4p|P) = 0.
Logo, a probabilidade de Carlos ndao aprender, dado que nao esteve presente, corresponde a probabilidade
: do evento complementar:

P(Ap|P) =1—-P(Ap|lP)=1-0=1
Substituindo esses valores na férmula de Bayes, temos:
' 0,2 % 0,75 0,15 0,15
02%0,75+1x0,25 0,15+025 0,4

Ou seja, a probabilidade de Carlos estar presente, sabendo que ele ndo aprendeu é inferior a 50%

P(P|Ap) =

= 37,5%

Gabarito: Certo.



Resumo da Aula

Definigao classica de probabilidade

namero de casos favoraveis n(A
POy — f _n(@

numero de casos totais ~ n(U)
Probabilidade da Unidao — caso geral

P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B)
Probabilidade da Unido — eventos mutuamente excludentes: P(A " B) =0

P(A U B) =P(A) + P(B)

Teorema do Evento Complementar
Vale também para combinacdo de eventos (unido e intersecao) e para probabilidades condicionais
P(A) =1-P(4)

Axiomas/Propriedades de Probabilidade
PU)=1
0 <P =<1

Probabilidade Condicional — quando sabemos que o evento A ocorreu

P(BIA) = P(ANB)
P(A)
P(ANB) = P(B|A) x P(A)
Eventos Independentes — o resultado de um nao influencia o resultado do outro
P(B|A) = P(B)
P(ANB) =P(B) X P(A)

Teorema da Probabilidade Total: probabilidade do todo, a partir das probabilidades condicionais

P(I) = P(I|A) x P(A) + P(I|B) x P(B) + P(I|C) x P(C)

Teorema de Bayes: quando a questdo inverte os eventos a priori e a posteriori

P(I14) x P(4)




