p Estratégia

Concursos

Aula 16

Banco do Brasil - Matematica - 2023
(P6s-Edital)

Autor:
Equipe Exatas Estratéegia
Concursos

09 de Janeiro de 2023



Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 16

) o T - 1113 TP PPRSSPRRR 3
) Vg Tor= Tl Mol F- T 1 o= R TP UPRUTRRPPIN 24
1Y I =0 [ = Tor= To T Mo o F= g 11411 SRR 41
) g TTo (U E: Vo= T Moo F- 1110 (o= N TP OUP PP 50
5) Questdes Comentadas - LOGaritMOS - CESOIANTIO ....uuviiieeeeeeiiiiiiiitireireeeeeeas st e aantearaeareetaeaasssaasssranrraereeeeeesessanansnnnsrnees 63
6) Questdes Comentadas - FUNCAO0 LOgaritmiCa - CESGIANIIO ......ceeiiiuiiieeiitiiieeesitieeeeeseiiteeeesabeeeeeesssbeeeeesssaeeeeesaaneeaeaans 77
7) Questdes Comentadas - Equacdes LogaritmiCas - CESOIANIIO .....uuuuuurreieeeeeeiiiiiiiiiieereereeeeeessssnssnnreeereeeeeeesssansnnnnnneees 80
8) Questdes Comentadas - Inequacdes LogaritmiCas - CESOIANTIO . ...uiieiiiiiiiieeiiiiiieeeeiieee e e s stiieeeesssbeeeeesstbeeeeessareeaeean 89
9) Lista de QUeStdes - LOGAritMOS - CESGIANTIO ...uuuuuurrrerreireeeeseiisiietentreereeeeeaasssaaasssratarereeaaeaeeesaaasssentrnereeeeeeeeesanannsrnnnees 91
10) Lista de Questdes - FUNGA0 LogaritmiCa - CESOIANIIO ...c.uuviieiiiiiiieeeiiiiee e e e ittt e e e e siee e e e e stbre e e e s ssbaeeeeeassbeeeeeesnsbeeeeeanees 95
11) Lista de Questdes - EquacBes LogaritmiCas - CESOIANTIO .....uuuuiiiieeeeesiiiiiiiieieeereeeeeessssssssssnsrerrreeeeeesssssasssssnnneseeeeeees 97
12) Lista de Questdes - Inequacdes LogaritmiCas - CEOSOIANTIO .......uuuiiieiiiiiieeeiiiiiee e e stieee e e s steeeeeestbeeeeessstaeeeeesnsaeeeeeaans 100

Banco do Brasil - Matematica - 2023 (P6s-Edital) 2

, www.estrategiaconcursos.com.br 102



Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 16

LOGARITMOS

Estudamos na aula de equacgdes e inequacgdes exponenciais igualdades do tipo:

2Y=8

Onde podiamos reduzir ambas as poténcias a mesma base e resolver para y.

Porém, em diversas outras situacdes, ndo conseguiremos reduzir as poténcias.

Imagine que uma questdo da sua prova pergunte qual o valor de y na igualdade abaixo:
3’ =5

Como vocé resolveria?

Ndo conseguiriamos reduzir as poténcias a mesma base.

Para poder resolver esta e outras operagdes iremos iniciar o estudo do Logaritmo.

1 - Definicao

Dados dois nimeros reais positivos ae x,coma > 0 e a # 1, o logaritmo de x na base a é igual ao expoente
y ao qual a base a deve ser elevada para se chegar a x como resultado.

Sea>0ea#1e x>0,temosque:
log,x=y & a’=x, onde:
» a — base do logaritmo

» x — logaritmando
» y — logaritmo

Isto é, o logaritmo de x na base a é a solucdo de y na equacdo a” = x.

Observe que o Logaritmo é uma operacao matematica intrinsicamente ligada a potenciacdo. A ideia do
logaritmo é reverter a operacao de exponenciagao.

Sempre que nos depararmos com logaritmo estaremos mentalmente trabalhando com expoentes. Veremos
mais a frente (na parte de funcdo) que a fung¢ao logaritmica é a inversa da fung¢do exponencial.
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Inicialmente, esta definicdo pode parecer um pouco confusa ou dificil. No decorrer da aula, com indmeros
exemplos e questdes de provas, tudo ficard mais claro.

TOME NOTA!

Kv logaritmando
log,x=y & a¥=x

Condigdo de existéncia: @ > 0ea+1e x>0

A pergunta que sempre devemos fazer é: "Devemos elevar a base a qual expoente para se obter o
logaritmando?"

Vamos voltar no nosso exemplo do comeco da aula.
Estdvamos interessados em resolver a seguinte igualdade:

3V=5
Aplicando a definigdo de logaritmo, podemos calcular o valor de y:

3’=5 - y=log,5

. v
@ ESCLARECENDO

Observe que iremos trabalhar constantemente com a definicio e também com o sentindo inverso da
definicdo. E importante que vocé esteja confortavel para trabalhar tanto em um sentido quanto no outro.

log,x=y & a’¥=x

Banco do Brasil - Matematica - 2023 (P6s-Edital) 4
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Vejamos alguns exemplos:
Exemplo 1:log, 8 =y
Lembre-se sempre da pergunta: "Devemos elevar a base a qual expoente para se obter o logaritmando?"

Nesse caso estariamos perguntando: 2 elevado a que nimero dara 8? Sabemos que 2 ao cubo é igual a 8.
Logo,

log, 8 =3, pois 23 =38
Exemplo 2:log, 7 =y
7 elevado a1 éiguala7. Logo,
log,7=1, pois 7' =7
Exemplo 3:10g; g50875 1 = ¥
Um milhdo cinquenta mil oitocentos e setenta e cinco elevado a que numero resultara em um?
Como vimos na aula de potenciacdo, qualquer nimero elevado a 0 resultara em 1. Logo,

10g1.050.875 1=0 ) pOiS 10508750 =1
Exemplo 4: logzi =y

2 elevado a qual niumero resultard em 1/4?

1 1— 2 [ 2_2—1
082 = , pois =3

E professor, esse nivel "bdsico" cai em concurso? Com certeza. Iremos trabalhar constantemente com a
definicdo de logaritmo em todos os niveis da aula de hoje.

Vejamos uma questdo cobrada no concurso da IF-SP.

(IF SP - 2012) Se log, 243 = 5, entdo o valor de x deve ser:

a) 2
b)
c 1
d) 3
3
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e) 0
Comentarios:

Observe que a banca nos questiona o valor da base. Até entdo estdvamos sempre calculando o resultado de
um logaritmo.

Todavia, a operacao e a definicdo continuam as mesmas. Vejamos:
log,243 =5 — x°=243

G2

Gabarito: Alternativa D

2 - Consequéncias da definigcao

Devemos ter em mente algumas igualdades decorrentes das consequéncias da defini¢ao.

1. Se o logaritmando for igual a base, o logaritmo sera igual a 1. Vimos isto no exemplo 2.

log,a=1

Pois, qualquer nimero elevado a 1 é igual a ele mesmo.

2. O logartimo de 1 (unidade) em qualquer base é igual a 0. Analisamos no exemplo 3.

log,1=0

Pois, qualquer nimero elevado a0 éiguala 1.

3. Apoténcia de base a e expoente log, x serd igual a x.

alogax =x

4. Se o logaritmo for igual a base e estiver elevado a um expoente x, o logaritmando sera o préprio x.

log,a* = x
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5. Dois logaritmos em uma mesma base sao iguais, se e somente se, os logaritmandos também forem
iguais.

log,x =log,y < x=y

Estas consequéncias da definicdo serdo usadas constantemente nas resolucdes dos problemas. Entdo,
decore!

&)

VATENt;ﬂo
DECORE!

[ e e

Consequéncias da definigdo

log,a=1 log,1=0 | a'98*=x | log,a* =x log,x=1log,y © x=y

3 - Bases Especiais ou Particulares

Duas bases frequentemente sdao cobradas em provas. A base 10 e a base e.
1. Logaritmo na base 10.
E o que chamamos de logaritmo decimal. E o mais "comum" a ser usado.
Quando nao estiver explicita a base do logaritmo em uma operagao, entende-se que a base é a decimal.
logx - logiox
2. Logaritmo na base e.
O numero de Euller (e) é uma constante matematica irracional e igual, aproximadamente, a 2,721.

O logaritmo de um numero na base e tem a seguinte notacdo:

log.x — Inx
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4 - Propriedades dos Logaritmos

Este tema é MUITO cobrado em prova. Praticamente todas as questdes de logaritmos envolvem a aplicacdo
de uma das propriedades abaixo.

Passarei as propriedades uma a uma com seu conceito e férmula e ao final farei um quadro resumo com as
notagdes que vocé DEVE decorar.

Iremos praticar também com bastantes exemplos e questoes de provas para vocé entender como as bancas
gostam de cobrar este assunto.

i. Logaritmo do Produto

O logaritmo do produto é igual a soma de seus logaritmos.

log,(x *y) =log, x +log, y

Obs: Esta propriedade pode ser estendida para n fatores:

log, (%1 * x5 * X3 * ... % xp,) = log, xq + log, x, + log, x5 + -+ + log, x,,

ii. Logaritmo do Quociente

O logaritmo do quociente é igual a diferenga dos seus logaritmos.

x
log, (;) =log,x —log,y

iii. Logaritmo da Poténcia

O logaritmo de uma poténcia (base real positiva e expoente real) é igual a esta poténcia vezes o logaritmo.

log, xP = p *xlog, x

Banco do Brasil - Matematica - 2023 (P6s-Edital) 8
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iv. Base elevada a um expoente

Quando a base estiver elevada a um expoente, o logaritmo é igual ao produto do inverso da base vezes o
logaritmo.

log,»r x = E *log, x

AL
}_ #DFSPFNC.& M
®'¢ PROVA!

Propriedades dos Logaritmos

Propriedade Formula Conceito

Logaritmo do
Produto

0 logaritmo do produto € igual a soma de
seus logaritmos

log,(x *y) =log, x +log, y

Logaritmo do

Cuociente

log,, (;) =log,x —log,y

diferenca dos seus logaritmos

Logaritmo da 0 logaritmo de uma poténcia & igual a

log, x¥ =p +log, x
Ba P Ba esta poténcia vezes o logaritmo

Poténcia

1 Quando a base estiver elevada a um
log,» x =— +log, x expoente, o logaritmo & igual ao produto
p do inverso da base vezes o logaritmo

Base elevada a um

expoente

i
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
i

0 logaritmo do quociente € igual a :
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

__L'f* h
TOME NOTA!
——

T
1 1
: :
I E muito IMPORTANTE que vocé decore essas propriedades e também se sinta confortavel para trabalhar |
i nos dois sentidos da igualdade. i
1 1
1 1
i Em diversos exercicios sera exigida a manipulacdo das solucées com a "volta" de uma das propriedades. i
1 1
R R R R R R RRRRRRRRRRRERRRRRREESRDREERRR=— 2
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Vejamos alguns exemplos de aplicacao dessas propriedades.

Estes exercicios buscam sempre uma "manipulacao” algébrica dos numerais. Fique atento as contas. Irei
sempre colocar o passo a passo para vocé acompanhar.

Exemplo 4: Dado que log2 = a elog 3 = b, calcule os seguinte logaritmos:

a) y=logé6
Aplicaremos a propriedade do logaritmo do produto para reescrever este logaritmo e calcular seu valor.

y=logb
y =log(2 *3)
y =log2 +log3
y=a+b — log6b=a+b
b) y =1og9

Aplicaremos a propriedade do logaritmo da poténcia e calcularemos o valor do logaritmo.

y =log9
y = log 32
y=2%log3

y=2*b — log9=2b
c) y=1logl,>5
Aplicando a propriedade do logaritmo do quociente:

y =log1,5

- 105

y =log3 —log 2
y=b—a - logl,5=b—a
d) y=1logl5

Aplicando a propriedade do logaritmo do produto:

Banco do Brasil - Matemaética - 2023 (P6s-Edital) 10
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y =log 15

y = log(10 = 1,5)
y =log10 +log1,5
y=14+(Mb—-a) - logl5=1+b—-a
e) y=1logV3

Aplicando a propriedade do logaritmo da poténcia:

y =logV3
y = log31/2
1
y :E*logS
1 b

y=§*b - log\/§=i

f) y=1log5
Aplicando a propriedade do logaritmo do quociente:

y =log5

_1 (10)
y = log )

y =log10 —log2
y=1—-a - logh=1-a
g) ¥ =108 2
Aplicando a propriedade da base elevada a um expoente:
y = logyo 2

y =logy,2 2

1 | 2
= — %k
y 5 0810

_1 log 2
= — %
y > 0og

Banco do Brasil - Matemaética - 2023 (P6s-Edital) 11
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h) y =log36

Aplicando simultaneamente as propriedades do logaritmo do produto e do logaritmo da poténcia:

y =log 36
y = log(2? * 3%)
y=2xlog2+2x*log3
Conseguiu entender esta ultima passagem?

Fique atento! Pois, na grande parte dos exercicios, pode ser que tenhamos de usar propriedades em
conjunto. Observe passo a passo a resolugdo acima.

y = log 36
y = log(2? * 3%)
Primeiro vamos aplicar a propriedade do logaritmo do produto:
y = log(2? * 3%)
y = log 22 + log 32
Agora, aplicaremos a propriedade do logaritmo da poténcia para ambos os fatores:
y = log 2% + log 32
y=2xlog2+2x*log3

y=2xa+2xb — log36=2a+2b

Exemplo 5: Se log, x = k, quanto vale y = log;¢ x?

Primeiro vamos "manipular" algebricamente o nimero 16 para encontra-lo em funcao do nimero 2.
y =logiex
y = log,s x

Aplicaremos agora a propriedade da base elevada a um expoente.

y = log,s x
10

Banco do Brasil - Matemaética - 2023 (P6s-Edital) 12
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1
y=7*log,x

1 k - 1 k
= — % —
y 4 0816 X )

Exemplo 6: A soma dos logaritmos de trés numeros na base 3 é igual a 4. Determine o produto desses
numeros.

O enunciado nos informa que a soma dos logaritmos de trés nimeros na base 3 é igual a 4.
logs; x +logzy +logzz = 4
Aplicaremos o "sentido contrario"” da propriedade do logaritmo do produto.

E muito IMPORTANTE que vocé decore essas propriedades e também se sinta confortavel para trabalhar nos
dois sentidos da igualdade.

logz; x + logz;y +logz z = 4
logs(x *y xz) =4

(xxy*x2z)=3*%* > (xxy=xz)=81

5 - Mudanga de Base

Em algumas situacdes pode ser necessdria a conversao do logaritmo para uma unica base conveniente.

As propriedades estudadas acima sdo correlacionadas a logaritmos com a mesma base.

Nestes casos iremos proceder com a mudanca de base do logaritmo.

Dados a, x e b, nUmeros reais positivose a e b # 1, o logaritmo de x na base a pode ser escrito da seguinte
forma:

log, x

log,x = log, a

Acerca dessa mudanca de base, ha duas observagdes importantes:

11
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1. Esta propriedade também pode ser representada da seguinte forma:

log, x =logy, x xlog, b

2. Se a e x sdo numeros reais positivos e diferentes de 1, temos:

1 _ 1
O8a X = log, a

Exemplo 7: Dado que log2 = a elog 3 = b, calcule os seguintes logaritmos

a) y=logz2
Aplicando a mudanga para a base 10:

y = log; 2
_log2
y= log 3

2 5 logs2

== - = —
y b 083

b) y =log,3
Poderiamos resolver igual a questdo acima (aplicando a mudanca para a base 10) ou aplicar a segunda

observacdo estudada que nos diz:
l 1
08a* = log, a

No exemplo acima calculamos log; 2, entdo:

yZIOgZBZ@

<
Il
SESTIE

b
=_ 1 - —
y=— ~ log;3=—

Banco do Brasil - Matematica - 2023 (P6s-Edital)
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c) y=logg5

Aplicando a mudanga para a base 10:

y = logg 5
_log5
y "~ log6

Esses logaritmos acima foram calculados nos exemplos 4f e 4a. Veja que os exemplos comeg¢am a misturar
diversos conceitos de logaritmos.

Neste caso, trabalhariamos com mudanca de base, propriedade do logaritmo do produto e propriedade do
logaritmo do quociente.

Substituindo os valores ja calculados teremos:

_log5
y "~ log6
1- 1—a
y: e d log65:

a+b

Iremos resolver, agora, uma série de exercicios de concurso publico. Tenha decoradas as propriedades dos
logaritmos e o entendimento do conceito da definicdo e das consequéncias da definicdo.

Os exercicios serdo resolvidos passo a passo e vocé entenderd a maneira como as bancas gostam de cobrar
este tema.

HORA DE

PRATICAR!

(FUNDATEC - 2019) Sabendo que o valor de log 5 = 0,698, o valor do log 50 sera:

a) 1,698
b) 2,698
c) 3,698
d) 4,698
e) 10,698

Comentarios:

13
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Vamos chamar o valor que queremos encontrar de y e aplicar a "volta" da propriedade do logaritmo do
produto para encontrarmos o seu valor.

y =log 50
y = log(5 * 10)

y =log5 +1log 10
y=0698+1 —-(y=1,698

(Alternative - 2016) Calculando o logaritmo de 625 na base 5, obtem-se:

Gabarito: Alternativa A

a)
b)
c)
d)
e)

U W N O B

Comentarios:

Vamos chamar o valor que queremos encontrar de y e aplicar a propriedade do logaritmo da poténcia para
encontrar seu valor.

y = 10g5 625

y = logs 5%

y=4x*logs5=4%1

(FGV - 2019) Sabe-se que logz x + log; y = 4. O valor do produto (x * y) é igual a:

Gabarito: Alternativa A

a) 12
b) 24
c) 36
d) 54
e) 81

Comentarios:

Vamos aplicar o "caminho inverso" da propriedade do logaritmo do produto.

logz x +logz;y =4

14
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logs(x xy) =4

(x*y)=3*

(ESAF - 2014) Sabendo-se que log x representa o logaritmo de x na base 10, calcule o valor da expressao

Gabarito: Alternativa E

log 20 +log5

kel
WNERE MO

Comentarios:

Vamos chamar o valor que queremos encontrar de y e aplicar o sentido inverso da propriedade do logaritmo
do produto para encontrar nossa resposta.

y =1log 20 + log 5

y =1log(20 * 5)

y =1log 100 A@

(COTEC - 2016) Considere a um nimero real positivo. Se log a = 3, entdo log(a?/10) vale:

Gabarito: Alternativa D

Q

)
)

O

g
Ul O

)
)

o

Comentarios:

A sistematica de resolugdao é a mesma. Chamaremos de y o valor que queremos encontrar e aplicando as
propriedades do logaritmo calcularemos seu valor.

_1 az
y =108 10

Aplicando a propriedade do logaritmo do produto e do logaritmo da poténcia e calculando y:

15
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y =loga? —log 10

y=2xloga—10

(CESGRANRIO - 2011) Se log x representa o logaritmo de x na base 10, entdo o valor de n que tal que
logn =3 —log?2 é:

Gabarito: Alternativa D

a) 2.000
b) 1.000
c) 500
d) 100
e) 10

Comentarios:

Vamos desenvolver a igualdade aplicando o caminho inverso da propriedade do logaritmo do produto.

logn =3 —log2
logn +log2 =3
log(n*2) =3
log(2n) =3

2n =103

2n = 1.000 —

(NC UFPR - 2014) A expressao logo 8 + 1og¢ 2 é equivalente a:

Gabarito: Alternativa C

a) logqo 10
b) 8 xlogq, 2
c) 2xlogip8
d) 2+logip4
e) logyp2

Comentarios:

16
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Vamos chamar o valor que queremos encontrar de y e aplicar as propriedades que estudamos para
encontrar uma resposta que seja equivalente a expressao fornecida no enunciado.

y = logyy 8 + logqq 2

Aplicando o "sentido contrdrio" da propriedade do logaritmo do produto:

y = logyy 8 + logqg 2
y = 10:‘310(8 *2)
y = logyy 16

Perceba que nao hda gabarito para este resultado. Vamos manipular algebricamente este valor para
chegarmos ao gabarito.

Reescrevendo y:
y = logyo 16

y = logyo 47

Aplicando a propriedade do logaritmo da poténcia:

y=10g1042 —(y=2x*logyo4

(CURSIVA - 2015) Sabendo que log2 = 0,301 elog 3 = 0,477, qual o valor de log 12?

Gabarito: Alternativa D

a) 1,907
b) 1,070
c) 1,079
d) 1,790

Comentarios:

Iremos chamar o valor de log 12 de y e aplicaremos a propriedade do logaritmo do produto e do logaritmo
da poténcia para calcular o gabarito.

y =log12
y = log(4*3)
y = log(2% * 3)
y =log2?+log3 - y=2xlog2+log3

17
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Substituindo os valores fornecidos no enunciado e calculando y teremos:
y=2xlog2+log3

y =2%0,301 + 0,477

y = 0,602 + 0,477 _>

(COTEC - 2020) Considere log2 = a e log 3 = b. Nessas condigbes pode-se afirmar que 10g oo 72 é igual
a:

Gabarito: Alternativa C

a+b
a) —
2
a’+b?

2
2a+3b

2
3a+2b

2
e) 2a+ 3n

Comentarios:
Esta questdo aborda de forma bem completa as propriedades que acabamos de aprender.

Vamos chamar o valor de log¢o 72 de y e desenvolver até conseguirmos reduzir nossa resposta em fungao
de log 2 e de log 3.

y =logy00 72
y =log,y2 72

Aplicaremos a propriedade da base elevada a um expoente:
1
y=1log,p272 - y= > log 72
Escrevendo agora o nimero 72 em fungao dos numeros 2 e 3.
1
y =g log(23 * 32)
Aplicando a propriedade do logaritmo do produto.
1 1
y = E>|<]0g(23 *3%2) - y = E* (10g23 —log32)

Utilizaremos a propriedade do logaritmo da poténcia e iremos calcular y em fungdo de a e b.
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1 1
y:z*(]og23—log32) - y:z*(3*10g2+2*10g3)

Substituindo os valores fornecidos no enunciado teremos y igual a:

1
y=§*(3*log2+2*log3)

1
y=z*(3*a+2*b) -

Gabarito: Alternativa D
(CETREDE - 2019) Marina afirmou para Claudio que 2* = 6. Quanto sera log, 3.
a) x+3
b) x—1
c) 2
d x—2
e) 4x
Comentarios:
Usando a definicao de logaritmo, sabemos que:
2*=6 - x=Ilog,6
Desenvolveremos o resultado para calcular em fung¢do de log, 3. Acompanhe.
x =log, 6
x =log,(2 * 3)
Vamos aplicar a propriedade do logaritmo do produto e encontrar o valor questionado pela banca.
x =log,(2 * 3)
x = log, 2 +log, 3
x=1+1log,3

Gabarito: Alternativa B

19

Banco do Brasil - Matemaética - 2023 (P6s-Edital) 21

, www.estrategiaconcursos.com.br 102



Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 16

(QUADRIX Adaptada - 2018) Uma colonia de bactérias se prolifera e o nimero de individuos para cada
instante t > 0 é dado por:

N(t) = 2e*t

Em que k é uma constante positiva. Sabe-se que, no instante t = 4, o nimero de bactérias é igual a 162.
Com base nesse caso hipotético, o valor de k e o numero de bactérias no instante ¢ = 8 é igual a:

a) In3

b) In5

c) In4

d) In7

e) In2
Comentarios:
O enunciado nos fornece a igualdade e uma condicdo de contorno para calcularmos k.

Observe que quandot = 4 — N(t) = 162.

Vamos substituir estes valores na igualdade e calcular o valor de k.

N(t) = 2ekt
162 = 2e%k
162
4k _ —~

¢ 2
etk =81

Aplicando a defini¢ao de logaritmo:

1
ek =81 - 4k=1In81 - k=Zln81

Aplicaremos a "volta" da propriedade do logaritmo da poténcia.

E muito IMPORTANTE que vocé decore essas propriedades e também se sinta confortavel para trabalhar nos
dois sentidos da igualdade.

k—ll 81
_Zn

k=1In8174 =1n%81 —>

Gabarito: Alternativa A
20
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(NC UFPR - 2017) Considerando que logo5 = 0,7 , assinale a alternativa que apresenta o valor de
log; 100:

a) 0,35
b) 0,50
c) 2,85
d) 7,00
e) 70,00

Comentarios:

Vamos chamar de y o valor de logs 100 e desenvolver a igualdade:

y = logs; 100
Aplicaremos a mudancga para a base 10.
y = logs 100
_logy0 100
log;o 5

2
=— 5
Y =07

y = log, 16 +log, 8 + logg 4

Gabarito: Alternativa C

(FCC - 2015) O valor da expressao:

é igual a:
a) 5
b) 23/2
c) 37/6
d) 5/4
e) 41/8
Comentarios:

Vamos aplicar a mudanca de base nos dois Ultimos fatores e calcular o valor da expressao:

y = log, 16 + log, 8 + logg 4

log, 8 log, 4

= log, 16
Y =082 +log24 log, 8

21
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3 2
y=4’+§+§ , MMC(2,3) =6

24+9+4
sz

Gabarito: Alternativa C

FUNCAO LOGARITMICA

1 - Definicao

A funcgado logaritmica de base a, onde a > 0 e a # 1 é definida por:

[ f(x) =log, x ]

Sendo uma fung¢do f de R} em R que associa cada numero x a seu respectivo valor log,, x.

fiRy - R , x = log,x

'0
TOME NOTA!

Quando trabalhamos com fungdes € comum usarmos como notagao f(x) ou y. Entdo, sempre que aparecer
um desses dois termos, saibam que sdo coincidentes.

fiRy > R f(x)=log,x ou y=log,x

2 - Dominio

O dominio de uma funcgdo representa o conjunto dos possiveis valores de x onde a funcdo é definida. Na
funcdo logaritmica o dominio é composto por duas condicdes.

v A primeira é a base do logaritmo ser maior que 0 e também diferente de 1.

v" Asegunda é o logaritmando ser maior que 0.

22
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Lembram-se da condicdo de existéncia do logaritmo visto na primeira parte da aula? Ela serd o dominio da
nossa fungao logaritmica.

(2]

wFIQUE
ATENTO!

/v logaritmando

I
]
I
]
]
]
]
]
]
I
lOg(, X = f(x) Condigdo de existéncia: @ >0ea+1 e x>0 I
]
I
]
]
]
]
I
]
]
]

Exemplo 1: Encontre o dominio das fungdes logaritmicas abaixo:

a) f(x) =logs(x —8)

Estudamos acima que a condicdo de existéncia é dada por duas condicdes. A primeira é a base ser maior que
0 e diferente de 1. Neste exemplo a base é igual a 3 e ja satisfaz esta condicao.

A segunda condicdo é o logaritmando ser maior que 0. Vamos determinar os valores de x para esta condicao.
x—8>0
x>8
Sendo assim, o dominio pode ser representado por:
D={xeR|x>8}
b) f(x) =log-3)8

Perceba que neste exemplo o logaritmando é maior que 0. O que satisfaz uma das nossas condicbes de
existéncia.

Todavia, precisamos encontrar o valor de x para que a base possa ser maior que 0 e também diferente de 1.
x—3>0 e x—3+1

x> 3 x+4
23
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Observe que o dominio é dado pelos valores de x > 3. Porém, x tem que ser também diferente de 4. Ou
seja, x é igual a todos os valores maiores do que 3, menos o valor 4.

D={xeR|x>3ex+4} ou D={x€R|x<3 +4}

Podemos ainda representar os valores no eixo Real das abscissas.

O X
4

wo

O intervalo é aberto em 3 pois queremos os nimeros maiores que 3 e ndo maiores ou iguais a 3.

c) f(x) =log,(x? —9x + 14)
Perceba que a base ja é maior que 0 e diferente de 1, o que satisfaz uma das duas condi¢des de existéncia.
A segunda é o logaritmando ser maior que 0.
x2—9x+14>0

Lembra-se da aula de inequagdes? Essa é uma boa hora para revisar, pois vamos usar exaustivamente o
estudo das inequacdes para encontrar o dominio das funcdes logaritmicas.

x> —=9x+14=0

—b + Vb2 — 4ac
X =
2a

L —(-9) £+ (=92 —4+1x14

2*x1
_9i\/81—56_9i-\/25
x= 2 -T2

945
9+5 xl——z - x1=7

x:—
2 9-5
xz—T - x;=2

De posse das raizes, vamos proceder com o estudo da funcdo quadratica na reta.

A fungdo é um parabola com concavidade voltada para cima e corta o eixo x nas raizes 2 e 7. Como
gueremos os valores maiores que 0, o intervalo é aberto nas raizes.
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Estamos em busca dos valores maiores que 0, isto é, positivos. Os valores positivos encontram-se a esquerda
de 2 e a direitade 7.

Representando o dominio na reta teremos:

O
~

D={xeR|x<-2ex>7} ou x=]-0,2[ U |7,+0[

Exemplo 2: Veremos agora, como exemplo de uma questdo de concurso, no maior nivel que a banca pode
complicar. Faremos o estudo simultaneo da base com o logaritmando.

(CRS / PMMG Aspirante — 2010) O dominio da fungdo:
f(x) =logyy(x* — 5x — 14)
esta no intervalo:

a) ]7,+oo]
b) 1-2,7[

c) ]—1,4o0]
d) ]0,+oo[

Comentarios:

O enunciado nos fornece a lei de formacao da funcdo logaritmica e nos questiona o dominio desta funcgao.

O dominio de uma fungdo representa o conjunto dos possiveis valores de x onde a funcdo é definida. Na
funcdo logaritmica o dominio é composto por duas condicoes.

v' A primeira é a base do logaritmo ser maior que 0 e também diferente de 1.

v' A segunda é o logaritmando ser maior que 0.

25
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f(x)loggx —» x>0 e a>0ea+1
Vamos entdo dividir nosso problema em dois.

A primeira parte vai ser encontrar a condicdo de existéncia para a base a > 0 e a # 1. E a segunda parte,
encontrar o intervalo de existéncia para o logaritmando x > 0.

e (I)—base maior que zero e diferente de 1.
f(x) =logys1(x* — 5x — 14)
x+1>0ex+1#1 » x>-1ex+0

Representando os valores de x na reta:

O O X
1 0
Observe que representamos na reta os valores maiores que -1 (intervalo aberto) e utilizamos a
representagdo também aberta em 0, pois o como vimos x > —1 e x # 0.
e (II) - Logaritmando maior do que zero.

f(x) = 1041 (x? — 5x — 14)

x2—-5x+14>0

—b ++Vb% — 4ac
X =
2a

G J(=5)2 — 41 (—14)

2x1
 5+v25+56 5+V8I
= 2 T2
549
_5+9 __
5+9 | 1T 72 *1
2 5-9
X =—— - X =-2

Fazendo o estudo da inequacgdo na reta:
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Perceba que queremos os valores de x onde a funcdo é maior do que zero, isto é, a funcdo é positiva. O
intervalo aberto em -2 e também em 7 deve-se ao fato que queremos os valores apenas maiores do que zero
€ nao maiores e iguais a zero.

Vamos agora fazer a intersegdo da condigdo (/) com a condigdo (I1).

a0
e Qo
19

M
an o o x
; i.v
@ o "

A intersec¢do sera determinada pelo intervalo:

Gabarito: Alternativa A

3 - Imagem

A imagem de uma fungdo é representada pelos possiveis valores de y ou f(x) resultantes da aplicagdo de
x na lei de formacdo da funcao.

A fungao logaritmica apresenta como imagem todos os nimeros reais. Aimagem pode ser negativa, positiva
ou até mesmo o zero.

]

FIQUE

ATENTO!

A fungdo logaritmica apresenta como imagem todos os niimeros reais.

I=R ou I=]—0,+x|
27
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Exemplo 3: Observe esta questdo de concurso publico elaborada pela FUNDATEC e veja como o tema foi
cobrado na prova.

(FUNDATEC - 2019) O conjunto imagem da fungdo f(x) = log, x.

Comentarios:

Como vimos acima, bastava saber o conceito sobre a Imagem da funcdo logaritmica para responder a
questado e garantir seu ponto na prova.

A imagem da funcao logaritmica é dada pelo conjunto dos nimeros Reais. Logo:
I =R

E o gréfico da funcdo (que serd estudado mais a frente) sera:

-3

Gabarito: Alternativa D

28
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4 - Grafico e Comportamento

O gréfico da fungdo logaritmica f(x) = log, x pode apresentar dois comportamentos distintos a depender
do valor da base a.

1. a>1
Quando a base é maior que a unidade a func¢do logaritmica tera o seguinte comportamento:

y

log,x para a > 1

fungdo crescente

2. 0<axk1

Quando a base estiver entre 0 e 1, o comportamento da funcdo sera:

log,x para 0 <a <1

fungio decrescente

29
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L]
-

Mucm

1
1
1
i E muito IMPORTANTE que vocé saiba o comportamento da fungdo logaritmica em func3o do valor da base.
I Conhecer como a fungdo se comporta te ajudara demais na resolugdo dos exercicios.
1
1
1

o Sea > 1,afuncgdo serd crescente e dado x, > x1 — f(x3) > f(xq).

o Se0 < a < 1,afungdo serd decrescente e dado x; > x1 - f(x3) < f(x1).

Exemplo 3: Vejamos uma questdo de concurso elaborada pela VUNESP em que vocé apenas precisava
lembrar do comportamento da fun¢do logaritmica e assim garantiria seu ponto na prova.

(VUNESP — 2015) A imagem indica o grafico das funcdes 1 e 2, ambas definidas para x real e maior do que
zero.

Y A
&
5 p— - fungao 2
4 =T
3 — fungao 1
2 L
i
» X
Y1 2345678
—2 lIlll
-3
—4
-5

30
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De acordo com o gréfico, as fungdes 1 e 2 podem ser, respectivamente,

a) y=logixey =log:2x
2 2

b) y=2*2%2ey =22

) y=vx—ley=+/x+1

d) y=log,x ey =log, 4x

e) y=vxey=+4x

Comentarios:

Esta questdo nos mostra a importancia de estar familiarizado com o grafico das funcdes. Se vocé soubesse o
comportamento da funcdo, ndo precisaria fazer uma conta sequer na hora da prova.

Vamos recordar o comportamento do grafico da funcdo logaritmica em funcdo da base do logaritmo.
Lembrando que a base do logaritmo tem que ser maior que O e diferente de 1.

Em termos genéricos temos:
f(x)=log,x , a>0ea=+#1

O grafico da funcdo pode assumir dois formatos. Vejamos:

. log, x para a > 1 log,x para 0 <a<1

fungdo crescente

fun¢do decrescente

Observe que os graficos fornecidos pela banca possuem comportamento similar a fungdo crescente, isto €,
com base maior que 1.

A Unica opgao dentre as alternativas que apresenta uma fung¢ao logaritmica com base maior que 1 é a letra
D.

Gabarito: Alternativa D

31
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5 - Construindo o grafico da fungao logaritmica

Para construir o grafico da fungdo iremos atribuir valores para x e calcular o valor da fungao neste ponto.

Exemplo 4: Construa o grafico da fungdo f(x) = log, x.

Vamos atribuir alguns valores para x e calcular o valor da fun¢ao para o respectivo valor de x.
Explicitaremos os pontos calculados no grafico.

y

x f(x) =logz x 3 ®
1/8 f(lf’g) = 1082(1/8) =-3 3 .
1, F(Y/4) =10ga(1/,) =2 1 1
1!’2 f(lfz) = 1032(1&) =-1 0 ? 2 3 4 5 6 7 8 X
1 f(1) =log,1=0 farumn~

2 f(2)=log,1=1

4 F(4) = log, 4 = 2 2

8 £(8) =log,8 =3 e

Por fim, tracamos a curva f(x) = log, x

y

3

-2

=3

-4

32
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Exemplo 5: Construa o gréfico da fungdo f(x) = log;, x.

A mecanica da construcdo serd a mesma. Iremos atribuir valores para x e calcular o valor da fungdo para o
respectivo valor de x.

x f(x) =logyzx
s F(1/g) =10g1/2(1/g) = 3
4 F(Y/4) =ogaa(Y/y) =2

5 f(1/3) =logy2(1/5) = 1

f() =logy,1=0
f(2) =logy,1=-1
f(4) =logy, 4=—2
f(8)=1log,/,8=-3

[+ =T I S B

;™ -
» -l
Mucm

Aprendemos como construir o grafico de uma fungao logaritmica. A sistematica sera sempre essa. Atribuir
valores para x e calcular o valor da fun¢dao nesse ponto x.

Entdo fique atento. A banca pode cobrar essa construcao de duas maneiras.

1. Abancapodete daruma funcido e perguntar qual grafico, dentre as alternativas, é o grafico da funcao
dada ou,

2. O enunciado pode fornecer o grafico e perguntar qual é a funcdo que aquele grafico representa.

E ndo se esqueca do comportamento da func¢ao logaritmica em fung¢ao do valor da base do logaritmo. Essas
informacdes serdo de grande valia para a resolucao dos exercicios.

Vejamos um exemplo de cada maneira de como a prova pode abordar esse assunto.
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Exemplo 6: A banca fornece a fungdo e pergunta qual é o gréfico.

(UEPA - 2012) O grafico que representa a fungdo f(x) = 3 —logz(3 — x)

Uma aplicagdode f:R — R é:

a)
Y
: -
— .24 '3 X
b)
Y
.//4
— >
-30 3 X
c)
X
“\
3 30\)(7
d)
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Comentarios:

A banca nos fornece a lei de formagao da fungdo logaritmica e nos questiona qual o grafico que melhor a
representa.

O primeiro passo é descobrir em que ponto essa funcao intercepta o eixo das ordenadas, isto é, em que
ponto ela corta o eixo y. Lembrando que quando a fungao “corta” o eixo y, o valor de x é igual a zero.

e Parax =0:

f(x) =3 —logz(3 —x)
f(0) =3 —log;(3 —0)
f(0)=3-logz3=3—-1 - f(0)=2

Ou seja, a fungdo intercepta o eixo y no ponto (0,2).

Perceba que sé com essa informacdo ja poderiamos marcar como gabarito a letra A.
Vamos agora descobrir o valor da fungdo quando y = 0, isto é, quando a fungdo intercepta o eixo x.
e Paray=0:
f(x) =3 —logs(3 —x)
0=3—-1log3(3—x)
log;(3—x) =3
3—x=3% -5 3—-x=27 - x=-24

Entdo, o grafico da fungdo f(x) = 3 —log;(3 — x) sera igual a:

f(x) =3 —logz(3—x)

-24

Gabarito: Alternativa A

35
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Exemplo7: A banca fornece o grafico e pergunta qual é a funcao.

(Gualimp - Adaptada / Prefeitura de Areal (RJ) — 2020) Considere a fung¢do f: R — R cujo o grafico esta
esbogado abaixo.

Qual é a lei de formacdo da fungdo?
a) log,(x+1)
b) log, x
c) logx
d) log,x+1
Comentarios:
A lei de formacdo genérica de uma funcdo logaritmica é igual a:

f(x) =loga(x + b)

Precisamos entdo calcular a e b. Perceba que quando x =1 — y = 0. Iremos substituir estes valores na
fungdo e calcular o valor de b.

f(x) =logg(x + b)
0 =log,(1+b)

a®=1+b»b

36
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E para calcular o valor de a, substituiremos outro ponto pertencente a fungdo. Observe que quando x =
2 — y = 1.Sendo assim, o valor de a sera igual a:

f(x) = loga(x + b)

f(2) =loga(2+0)

1 =log, 2

Logo, a lei de formagao sera igual a:

f(x) =loga(x + b)

f(x) =log,(x + 0) —>

Gabarito: Alternativa B

6 - Fungao Logaritmica x Fung¢ao Exponencial

Em aulas anteriores, estudamos o comportamento da funcdo exponencial. E na aula de hoje, o
comportamento da funcdo logaritmica.

Iremos entender agora a relagdo entre essas duas fungdes.

No inicio da aula explicamos que o logaritmo estd intrinsicamente ligado a exponenciagdo. A ideia do
logaritmo é reverter a operacdo de exponenciacgao.

Na aula de fungao exponencial, aprendemos que a fungao:
g(x) =a”
€ uma funcao bijetora, e como tal, admite fungao inversa.

Calculando a funcdo inversa de g(x), teremos:

g(x) =a”

X

y=a

x=a” - yl=log,x

Sendo assim, a fungdo logaritmica f(x) = log, x, como demonstrado, é a inversa da fun¢do exponencial
g(x) = a*.
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A fungdo logaritmica f(x) é inversa da fungdo exponencial g(x), ou seja, tais fungdes sdo simétricas em
relacdo a reta xy (bissetriz dos quadrantes impares).

f(x) =log, x
g(x) =a*
Vamos analisar o grafico dessas duas fun¢des em fung¢ao da base a do logaritmo.

1. a>1

f(x) =log,x

2. O0<ax1

g(x) =a®

. f(x) = logg x

38
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EQUACOES LOGARITMICAS

Este tépico sintetiza toda a matéria até entdo estudada. Iremos resolver equac¢des que apresentam
logaritmo em seus termos.

O item 5 das consequéncias da definicao do logaritmo (estudado no inicio da aula) nos diz que:

Dois logaritmos em uma mesma base sdo iguais, se e somente se, os logaritmandos também forem iguais.

logox =loggy < x=y

Podemos expandir essa igualdade também para as funcdes.

Assim,

log, f(x) =logag(x) < f(x)=g(x)

Alguns tipos de equacdes logaritmicas podem aparecer na sua prova.
Iremos enumerar trés tipos e posteriormente comentar alguns exemplos que abordam os mais diversos
modos de se resolver uma equacdo logaritmica. Depois dos exemplos, resolveremos algumas questdes de

concurso sobre o tema.

Lembre-se sempre de que, para cada tipo estudado, estamos adotando a condi¢do de existéncia do
logaritmo, isto é, base maior que 0 e diferente de 1 e logaritmando maior que 1.

I/r logaritmando

nga f(x) Condigdodeexisténcia: @ > 0ea +1 e f(x) =10

/

I. lgualdade entre logaritmos de mesma base

base

E uma equac3o que apresenta igualdade de logaritmos do tipo:

log, f(X) = log, g(x)
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Il. lgualdade entre um logaritmo e um niimero

Para resolver este tipo, aplicamos a definicdo de logaritmo.

log, f(x)=b - f(x)=a"

Ill. Mudanga para uma incognita auxiliar

Para resolver este tipo de equacdo, tomaremos como artificio o uso de uma incégnita auxiliar para facilitar
nossa solugao.

Sao equagdes do tipo:

(log,x)? +log,x=b

Vamos resolver alguns exemplos que abordam todos esses tipos para fixar a matéria. Atente-se que neste
tépico, como falado acima, utilizaremos todo o conteldo até aqui estudado.

As propriedades do logaritmo serao usadas exaustivamente, assim como a condi¢do de existéncia do
logaritmo, isto é, base maior que 0 e diferente de 1 e logaritmando maior que 1.

Também iremos utilizar a defini¢do de logaritmo e as consequéncias decorrentes da definicao.

Entdao é muito importante que vocé esteja familiarizado com cada propriedade do logaritmo para nao se
perder na resolugao.

Exemplo 1: Obtenha o conjunto solucao das equagdes abaixo:
a) log(4x —9) =log71
Observe que as bases sdo iguais, isto é, ha igualdade entre dois logaritmos de mesma base (tipo |). Entao,
log, f(x) = logg g(x)
fx) =g)
4x—-9=171
4x =80 - x=20

Conjunto Solucdo: § = {20}
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b) logz(x+17) =5
Igualdade entre um logaritmo e um nimero (tipo Il).
Resolveremos pela definicdo de logaritmo:
logz(x +7) =5
x+7=3°
x+7=243 - x=236
Conjunto Solucdo: $ = {236}
c) (logzx)?—5logz;x = —6
Vamos utilizar uma incégnita auxiliar para solucionar esta equacao (tipo Ill).
Chamaremos logs x de y.
y =logz x
Substituindo na equagao e calculando o valor de y.
(logz x)? —5logz x = —6
y?—5y=-6
y2—5y+6=0
Duas raizes que apresentam soma 5 e produto 6.
yi=2e y;=3

Iremos substituir na nossa igualdade auxiliar e calcular os valores de x que satisfazem a igualdade.

2=logz;x - x=9

y =log; x
3=log;x - x=27

Conjunto Solugdo: § = {9,27}
d) log,(x —3) +log, 12 =log,(x + 1)

Aplicando a "volta" da propriedade do logaritmo do produto e desenvolvendo a equagdo teremos:

log,(x —3) +log, 12 =log,(x + 1)
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log,[(x — 3) *12] = log,(x + 1)
[(x—3)*12] = x+1
12x — 36 =x+1

11 37 37
= el [ —
X X 11

Conjunto Solucdo: § = {37/11}

Vejamos como esse assunto ja foi cobrado em prova.

w HORA DE
PRATICAR!

(FUNDATEC - 2019) A solucao da equagao logaritmica logo(x — 4) = 2 é:

a) x=6

b) x =10
c) x=50
d) x =100
e) x =104

Comentarios:

Perceba que é uma equacdo logaritmica onde hd a igualdade entre um logaritmo e um numero.
Resolveremos pela definicdo de logaritmo.

logio(x —4) =2

x — 4 = 102
x—4 =100 _>

(CETREDE - 2019) Pode-se afirmar que o conjunto verdade da equagdo log x + log(x + 1) —log6 =0 é
igual a:

Gabarito: Alternativa E

a) {3}
b) {2,-3}
c {2}
d) {-2,3}
e) {2,3}
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Comentarios:
Antes de comecar a resolver, perceba que nao poderiamos jamais marcar as letras B ou D como gabarito.
Observe o segundo fator da soma:
log(x + 1)
O logaritmando tem que ser maior que 0 como condicdo de existéncia. Assim,
x+1>0
x>-1

Ou seja, x tem que ser maior que —1 e as letra B e D apresentam —2 e —3 como solugdo, o que é impossivel
para nossa condicdo de existéncia.

Vamos trabalhar algebricamente com a igualdade e calcular o valor de x. Acompanhe.
logx +log(x +1) —log6 =0

log(x? + x) =log6

Resolvendo por Bhaskara:

—14/12—4 1% (—6)
2x*x1

_—1+V1+24
- 2

_—1%+25
—

X =

X

X

_-1-5
145 [T T2

2 _—1+5
Xp =—

- X1 -3

- x2=2

Em um primeiro momento vocé poderia ir direto e marcar a letra B. Porém, vimos acima que para a condicdo
de existéncia do logaritmo, x deve ser maior que —1.
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Sendo assim, a solugao x; = —3 esta descartada.

Nosso conjunto solu¢ao da equacao sera:

Gabarito: Alternativa C
(AMAUC - 2019) Seja a equagdo logaritmica (log, x)? — 6 x log, x + 8 = 0. O conjunto solugdo é:
a) {6e8}
b) {4e 16}
c) {2e4}
d) {—-6e8}
e) {4e—16}

Comentarios:

Para esta questdo, usamos o mesmo raciocinio inicial da questdao acima. Jamais poderiamos marcar a letra
D ou a E na prova.

A condicdo de existéncia do logaritmo nos impde que o logaritmando deve ser maior que 0. Observe o
seguinte fator da equacao:

log, x
O logaritmando tem que ser maior que 0, como condi¢do de existéncia. Assim,

x>0
As letras D e E apresentam valores menores que 0 como solugdo. Ou seja, jamais poderiam ser marcadas.
Vamos utilizar uma incégnita auxiliar para solucionar esta equacao.
Chamaremos log, x de y.

y =log, x
Substituindo na equacgdo e calculando o valor de y.
(log; x)> —6xlog,x +8 =0
y2—6y+8=0

Duas raizes que apresentam soma 6 e produto 8.

yi=4 e y, =2
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Mas, y = log, x. Calculando x:

4 =log, x —>
y = log, x
? 2 =log,x

Gabarito: Alternativa B

(CESPE - 2018) O numero de Euler, nome dado em homenagem ao matematico suico Leonhard Euler, é um
numero irracional denotado por e, cuja representacdo decimal tem seus 4 primeiros algarismos dados por
2,718. Esse numero é a base dos logaritmos naturais, cuja fungdo f(x) = Inx = log, x tem inUimeras
aplicacdes cientificas.

A respeito desse assunto, julgue o item a seguir.

A equagdo In x = —4 tem uma unica solugdo.

Comentarios:

Perceba que é uma equacdo logaritmica onde ha a igualdade entre um logaritmo e um numero.
Resolveremos pela definicdo de logaritmo.

Inx = -4 —>
Entdo, hd sim apenas uma unica solugao.
Gabarito: Correto

(OBJETIVA - 2015) Assinalar a alternativa que apresenta os resultados possiveis para a equagao logaritmica
abaixo:

log(10-n(x* +2x) =1

a) x=—-5ex=2
b) x=—3ex=2
c) x=-5ex=1
d x=-3ex=1

Comentarios:

Observe que é uma equacao logaritmica onde hd a igualdade entre um logaritmo e um nimero.

Resolveremos pela definicdo de logaritmo.
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log(10-x)(x? +2x) =1

x24+2x=10—x
x> 4+3x—-10=0

Duas raizes que apresentam soma —3 e produto —10.
=9

(CPCON - 2019) O conjunto solugdo da equagdo log, (x* — 9x + 18) — log,(x — 6) = log, 8, é:

Gabarito: Alternativa A

Comentarios:

Vamos aplicar a "volta" da propriedade do logaritmo do quociente e calcular o valor de x.

log,(x? — 9x + 18) — log,(x — 6) = log, 8

x?>—9x + 18
10g2 T = lng 8

x2—9x+18_
xX—6 -

x?> —9x + 18 = 8x — 48
x2—17x+66 =0

Resolvendo por Bhaskara:

—b + Vb2 — 4ac
X =
2a

. —(—=17) £/ (=17)2 — 4 1 % 66

2x1
17 £ V289 — 264
X =
2
46
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17 £ V25
X =——""
2
17 +5 11
= —_ =
1745 |77 2 1
X =
2 17 —5
X, = > - X 6

Encontramos 2 valores possiveis para x. Mas observe o segundo fator da equacao:
log,(x — 6)
O logaritmando tem que ser maior que 0, como condicdo de existéncia. Assim,
x—6>0
x>6

Observe que x, = 6 ndo pode ser solugdo para nossa equagao pois, como calculamos pela condigdo de
existéncia, x tem que ser maior que 6. Logo, x, esta descartado.

Sendo assim, o conjunto solu¢do para nossa equacao sera:

(CESGRANRIO - 2017) Qual o maior valor de k na equacdo log(kx) = 2log(x + 3) para que ela tenha
exatamente uma raiz?

Gabarito: Alternativa E

a) 0
b) 3
c) 6
d) 9
e) 12

Comentarios:

Vamos aplicar a "volta" da propriedade do logaritmo da poténcia e calcular o valor de k para que a equacao
tenha exatamente uma raiz.

Obs: Houve uma imprecisao terminoldgica. A banca quis dizer "duas raizes reais e iguais" no lugar de "uma
raiz".
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log(kx) = 2log(x + 3)

log(kx) = log(x + 3)?
kx = (x + 3)?
kx =x*+6x+9
x>+ (6-k)x+9=0
Para que a equacdo tenha exatamente uma raiz, o delta de Bhaskara tem que ser igual a O.
A= b? —4ac =0
(6—k)?—4%x1%x9=0
36 —12k+k*—-36=0
k? —12k =0
k(k—12) =0

k=0 ou k=12

Entdo, o maior valor para k sera:

Gabarito: Alternativa E

INEQUACOES LOGARITMICAS

Sao desigualdades que apresentam logaritmos em um dos seus termos.
Assim, como estudado nas equacgdes logaritmicas, vamos dividir as inequagdes em trés tipos:

I. Desigualdades entre logaritmos de mesma base

log, f(x) > log, g(x)

Neste item, 2 pontos (a depender do valor da base) devem ser considerados.

Estudamos que quando a base a do logaritmo é maior que 1 (a > 1) a fungdo é crescente e quando a base
aestdentre0el (0 <a <1)afungdo é decrescente.

<0
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Relembrando:
o Sea > 1,afungdo serd crescente e dado x, > x1 = f(x3) > f(x1).

o Se0 < a < 1,afungdo serd decrescente e dado x, > x1 = f(x3) < f(x1).

1. a>1
Quando a base é maior que 1, iremos MANTER o sentido da desigualdade.
Sea>1, log, f(x) >logag(x) — f(x)>g(x)
2. 0<ax1
Quando a base é um nimero entre 0 e 1, iremos INVERTER o sentido da desigualdade.

Se0<a<1, log,f(x)>log,g(x) = 0<f(x)<gx)

Sea>1 - f(x)>gkx) mantémadesigualdade

] 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
: :
1

1 lo x) > lo X 1

a a

i Baf (1) 8a9(®) Se0<a<1l - 0<f(x)<glk) inverteadesigualdade i
1 1
1 1
1 1
1 1
[ 1

Il. Desigualdade entre um logaritmo e um nimero

log, f(x) S k

Para resolver este tipo de desigualdade, utilizaremos a definicdo de logaritmo.

Porém, assim como estudado no item acima, iremos inverter ou nao o sinal da desigualdade a depender do
valor da base a do logaritmo.
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Quando a base for maior que 1, iremos MANTER o sentido da desigualdade. Enquanto que, quando a base
for um numero entre 0 e 1, iremos INVERTER o sentido da desigualdade.

Sintetizando teremos:

Sea>1 - f(x)>a* mantém o sinal

log,f(x) >k
¢ Se0<a<1 - 0<f(x)<a® inverteo sinal

Observe que podemos ter também o caso de log, f(x) < k. Mas a ideia permanece a mesma. Mantém o
sinal quando a base é maior que 1 e inverte quando a base estiver entre 0 e 1.

Vejamos:

Sea>1 - 0<f(x)<a® mantém o sinal

log, f(x) <k
“ Se0<a<1 - f(x)>a* inverte sinal

lll.  Mudanga para uma incégnita auxiliar

Para resolver este tipo de equacgdo, assim como nas equacgdes logaritmicas, tomaremos como artificio o uso
de uma incégnita auxiliar para facilitar nossa soluc¢ao.

&

FIQUE

ATENTO!

Nas inequagodes logaritmicas iremos calcular também a condicao de existéncia de cada fator que
apresenta o logaritmo em seu termo.

Calcularemos o intervalo solugdo para cada logaritmando e também o intervalo solucao da inequacao.

E nossa resposta serd a intersecdo desses intervalos.

Vejamos nos exemplos e nas questdes de provas solucionadas abaixo como devemos proceder.

50
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Exemplo 1: Calcule o conjunto solucdo das inequacgdes abaixo:

a) logs(2x +5) <2

Vamos fazer o estudo do logaritmando da fung¢do e depois o estudo da inequagdo para calcularmos o
conjunto solugao.

o (I)— logs(2x+5)
Estudamos na condicao de existéncia do logaritmo que o logaritmando deve ser maior que 0. Logo,
2x+5>0
2x > —5

5

>__
*=73

o (II)— logs(2x+5) <2

Observe que se trata de uma inequacdo do tipo ll, isto é, desigualdade entre um logaritmo e um numero.

Utilizaremos a definicdo de logaritmo para calcular o valor de x que satisfaz a inequacgao. E nesse caso, a
base é maior que 1, ou seja, iremos MANTER o sinal da desigualdade.

Relembrando a teoria:

Sea>1 - 0<f(x)<a® mantém o sinal

log, f(x) <k
¢ Se0<a<1 - f(x)>a"* inverte sinal

Calculando x teremos:
logs(2x +5) <2
2x +5 < 52
2x +5<25
2x < 20
x <10

Vamos fazer o estudo das solugGes na reta e calcular a intersecdo das duas solucdes.
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o
e

0

5/2 |
(an E X
10
mnan o o x
-5/2 10

Sendo assim, o conjunto solucdo da inequacdo sera:

S = > <x<10
b) log/,(3x —2) <logy/, 7

Vamos fazer o estudo do logaritmando da fun¢do e depois o estudo da inequagdao para calcularmos o
conjunto solugao.

e (- logq/,(3x — 2)
Estudamos na condic¢do de existéncia do logaritmo que o logaritmando deve ser maior que 0. Logo,
3x—2>0

3x>2

2
*~3

e (II)— logy/2(3x —2) <logy/, 7

Observe que se trata de uma inequacao do tipo |, isto &, desigualdade entre logaritmos de mesma base. E
nesse caso, a base do logaritmo esta entre 0 e 1. Logo, devemos INVERTER o sinal da desigualdade.

Relembrando a teoria:

Sea>1 - f(x)>g(x) mantém adesigualdade

log, f(x) > log, g(x)
¢ ¢ Se0<a<1l - 0<f(x)<g(x) inverteadesigualdade

Resolvendo a inequacao:

log,/,(3x — 2) <logy/, 7

Ix—2>7
52
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3x>9

x>3

Vamos fazer o estudo das solugbes na reta e calcular a intersecdo das duas solucdes.

0 & f x
2/3 :
11 —
(1) 3\; X
(Hyn (D) Z C X
2/3 3

Sendo assim, o conjunto solu¢do da inequacgao sera:
S=x>3
c) (logy(x))?—5=xlog,(x) +6 >0

Mesmo procedimento dos outros dois exemplos. Vamos fazer o estudo do logaritmando da funcdo e depois
o estudo da inequacdo para calcularmos o conjunto solucao.

Como os dois fatores que apresentam logaritmos sao iguais, o estudo de um sera igual ao do outro.
o (1) — logz(x)
Estudamos na condicdo de existéncia do logaritmo que o logaritmando deve ser maior que 0. Logo,
x>0
e (ID — (log,(x))?> —5=+log,(x) + 6 >0

Observe que se trata de uma inequacao do tipo lll, isto é, necessitaremos de uma incdgnita auxiliar para nos
ajudar a encontrar o conjunto solucao.

Vamos chamar log, (x) de y e resolver para y.
y = log,(x)
y2—=5y+6>0
y?—5y+6=0

Duas raizes que a soma seja 5 e o produto 6.
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yi1=2 e y;=3

Faremos o estudo de y na reta. Trata-se de uma parabola com concavidade voltada para cima e raizes em 2
e 3.

Para ser maior que 0, nosso intervalo serd o intervalo positivo, isto é, o intervalo menor que 2 e o intervalo
maior que 3.

(0]
(0]
=

Porém, precisamos fazer o estudo da inequagdo em x. Sabemos que:

2=log,(x) - x=4

y =log;(x) -
2 3=log,(x) —» x=9

Logo, nossa reta em x sera:

4 9

Vamos fazer o estudo das solugdes na reta e calcular a intersec¢ao das duas solugdes.

) 5 5 X

0 .
(n o o X
4 g
(HnAn o o o X

Sendo assim, o conjunto solucdo serd igual a:
S=0<x<4o0ux>9
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Vamos analisar como este assunto é cobrado em prova.

HORA DE
PRATICAR!

(COTEC - 2020) Resolvendo-se a inequacdo log 2x > log(x + 1), obtemos:

a) S={x€eR| x< -1}
b) S={x€eR]| x> -1}
c) S={x€eR| x>1}

d S={x€eR| x>1/2}
e) S={x€eR| x<1/2}

Comentarios:

Vamos fazer o estudo do logaritmando das duas fun¢des e depois o estudo da inequacao para calcularmos o
conjunto solugao.

e (I)— log2x

Estudamos na condicdo de existéncia do logaritmo que o logaritmando deve ser maior que 0. Logo,

2x >0
x>0
e (ID—log(x+1)
Sendo o logaritmando maior que 0:
x+1>0
x>-1

o (III)— log2x >log(x + 1)

Relembrando a teoria:

Sea>1 - f(x)>g(x) mantém adesigualdade

lo x)>lo x
8a /(%) 82 9(%) Se0<a<1l - 0<f(x)<g(x) inverteadesigualdade

Como a base do logaritmo (10) é maior que 1, a desigualdade se mantém.
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logg f(x) >log, g(x) — f(x) > g(x)
log2x > log(x + 1)
2x >x+1
x>1

Entdo, chegamos a trés solucdes distintas para nosso valor de x.

Vamos fazer o estudo das solucdes na reta e calcular a intersecdo das trés solucdes.

) ; © 3

| 0 |

an o :

-1

(11D o

1!

Wnann qmy — ? ? o

Sendo assim, o conjunto solucdo serd igual a:

(FGV - 2013) Considere a desigualdade:

Gabarito: Alternativa C

log2013(1082014(1082015 X)) > 0

O menor valor inteiro x que satisfaz essa desigualdade é:

a) 20132014 +1
b) 20142013 +1
c) 20142015 +1
d) 2015201 +1
e) 2016

Comentarios:

Vamos resolver normalmente pela definicdo de logaritmo e, como as bases sao maiores que 1, iremos
MANTER o sinal da desigualdade.
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10g2013(1082014(l0g2015 X)) > 0
1082014 (1082015 x) > 2013°
1082014 (1082015 %) > 1
logyp15 x > 2014
x > 20152014

Perceba que x tem que ser maior que esse niumero. O primeiro inteiro maior que esse nimero é igual a esse
numero somado a unidade.

Sendo assim, o conjunto solu¢do pedido no enunciado sera:

§=2015%01% 1+ 1

(FUNCAB - 2014) Resolva a inequagao abaixo:

Gabarito: Alternativa D

logops(x —1) > 2
a) 11,5/4]
b) ]1,+oo[
c) ]-,5/4]
d) ]—oo,1]
e) 15/4 ,+oo|
Comentarios:
Vamos fazer o estudo do logaritmando da funcdo e posteriormente o estudo da inequacdo logaritmica.
e (I)-logps(x—1)
Estudamos que o logaritmando deve ser maior que 0. Logo,
x—1>0
x>1

e (l)-logps(x—1)>2

Vamos resolver pela definicdo de logaritmo. Porém, como a base do logaritmo esta entre 0 e 1, iremos
INVERTER o sinal da desigualdade.

Relembrando a teoria:
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Sea>1 - f(x)>a* mantém o sinal

log, f(x) > k
“ Se0<a<1 - 0<f(x)<a® inverteo sinal

Entdo,
loggs(x —1) > 2

x—1<0,5%

1 <2
x 4

1
XS

S
*S3

Vamos fazer o estudo das duas solucdes na reta e achar a intersecdo delas (que serad nosso resultado).

___E}____

0 1 x
) : 6 X
' 5/4
Hnan & o X

1] 5/4

Logo, o conjunto solucdo sera igual a:

Gabarito: Alternativa A
(MOURA MELO - 2011) Resolvendo em R a inequagdo logaritmica:
log,(x —3) —log,(x—4) <3
Obtém-se:
a) {xeR| x>29/7}
b) {xeR| 4<x<29/7}

c) {xeR| 4<x<29/7}
d) {xeR| x <4}
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Comentarios:

Vamos fazer o estudo do logaritmando das duas fungdes e depois o estudo da inequag¢ao para calcularmos o
conjunto solugao.

o logy(x—3)
Estudamos que o logaritmando tem que ser maior que 0. Entao,
x—3>0
x>3
o log(x—4)
Novamente, temos que o logaritmando deve ser maior que 0.
x—4>0
x>4
e log,(x—3)—log,(x—4) <3

Vamos resolver pela definicdo de logaritmo. A base do logaritmo é maio que 1, entdo, iremos MANTER o
sinal da desigualdade.

Relembrando a teoria:

Sea>1 - 0<f(x)<a® mantém o sinal

log, f(x) <k
¢ Se0<a<1 - f(x)>a* inverte sinal

Iremos aplicar a "volta" da propriedade do logaritmo do quociente e resolver para x.

log,(x —3) —log,(x —4) <3

1 (x_3)<3
08> —4

x—3<23
x—4
x—3<8
x—4

x—3<8x—32
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29 < 7x

29< >29
7 X oux -

Vamos fazer o estudo das trés solugdes na reta e achar a intersegao delas (que sera nosso resultado).

an o x
4
(amn & x
"29/7
O nann am : : o x
'3 4 T 29/7

Sendo assim, o conjunto solucdo serad igual a:

Gabarito: Alternativa A

Chegamos ao final da teoria. Iremos comentar agora uma bateria de questdes de concursos das mais
variadas bancas que sintetizam todo o conteudo estudado.

Vamos juntos!
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QUESTOES COMENTADAS —- CESGRANRIO

Logaritmo

1. (CESGRANRIO / BR - 2015) Sejam M =log30e N = log 300.
Na igualdade x + N = M, qual é o valor de x?
a) -2
b) -1
c) O
d) +1
e) +2
Comentarios:
Vamos substituir os valores na igualdade e calcular o valor de x.
x+N=M
x +1log 300 = log 30
x = log 30 —log 300

Iremos aplicar a "volta" da propriedade do Logaritmo do Quociente.

O logaritmo do quociente é igual a diferenca dos seus logaritmos.

X
log, (;) = log, x —log, y

x = log 30 —log 300

30
= ot (575)

x =log0,1 —>

Observe que nesta parte final aplicamos a definicdo de logaritmo para chegar ao resultado.
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10 elevado a que numero é igual a 0,1? Resposta: 10 elevado a -1.

Caso vocé tenha dificuldade, pode manipular algebricamente para se chegar ao resultado. Vejamos. 0,1 é
iguala 1/10 que é igual a 1071

x =log0,1
x =log107t

Aplicando a propriedade do logaritmo da poténcia.

: O logaritmo de uma poténcia é igual a esta poténcia vezes o logaritmo.

log, xP = p X log, x

x =—1xlog10

Sabemos que log 10 = 1. Entdo:

x =—1xXlog10

x=-1x1 —>

Gabarito: Alternativa B

2. (CESGRANRIO / Liquigas - 2014) A sequéncia {a,},n € N é uma progressdo geométrica de
termos positivos cuja razio é 1/64.

Considere {b,},n € N a sequéncia definida por:
b, = log,((a,)®)
A sequéncia {b,} é uma progressdo

a) aritmética de razdo -18.
b) aritmética de razdo -6.
c) aritmética de razdo 32.
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d) geométrica de razdo 16.
e) geométrica de razdo 12.

Comentarios:

Para resolver esta questdao, vamos arbitrar um valor para o primeiro termo da PG. Iremos chamar a; = 64.

Entdo, de posse de a, e da razdo 1/64, vamos montar esta PG até o terceiro termo.

{a,} = (64;1;% ,)

Observe que cada numero é obtido pelo nimero anterior multiplicado pela razao. De posse da PG,
podemos determinar a sequéncia {b,}. Antes de passar aos célculos, vamos aplicar a propriedade do
Logaritmo da Poténcia.

bn = log,((an)*)

b, = 3 xlog;(a,)
#+ Calculando by:

b; = 3 xlog,(a;)

b, = 3 x log,(64)

b, = 3 xlog,(a,)

4+ Calculando b,:

b, = 3 x log,(1)

bs = 3 xlog,(as)

#+ Calculando bs:

1
b3 == 3 X 10g2 (6_4>
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b;=3Xx—-6 — |b;=-18
Lembrando da aula de poténcia que 614 =276,

Entdo, escrevendo a sequéncia {b,} teremos:
{b,} =(18;0; —18;...)

Perceba que cada nimero é igual ao niimero anterior menos 18. Ou seja, a sequéncia {b,, } € uma progressdo
aritmética de razdo -18.

Gabarito: Alternativa A

3. (CESGRANRIO / BASA - 2013) Sabe-se que x e y sdo nimeros reais tais que:
y= 53x
Conclui-se que x é igual a

a) logs(y*)

b) logs(y/3)
c) log5(i/§)
d) —logs(3y)
e) :

3logs(y)

Comentarios:

Vamos aplicar "logs" nos dois lados da igualdade e desenvolver a expressao.
y = 53x%
logs y = logs 5%*

Aplicando a propriedade do Logaritmo da Poténcia.

: O logaritmo de uma poténcia é igual a esta poténcia vezes o logaritmo.

log, xP = p X log, x
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logs y = logg 53*

logs y = 3x X logs 5

Sabemos que logs 5 = 1.

logsy =3xx1

1
logsy=3x - x==Xlogsy

3
)
FIQUE

ATENTO!

Cuidado para ndao marcar a Alternativa B. Observe que a fracdo na expressdo acima estd FORA dos
parénteses, enquanto que na alternativa esta dentro. Sdo numeros totalmente diferentes.

Por fim, para chegar em umas das respostas, iremos aplicar a "volta" da propriedade do Logaritmo da
Poténcia vista acima.

1
x=§><log5y

x =logsy/? -

Gabarito: Alternativa C

4. (CESGRANRIO / PETROBRAS - 2010) Dado log; 2 = 0,63, tem-se que log,(24) é igual a

a) 1,89
b) 1,77
c) 1,63
d) 1,51
e) 1,43

Comentarios:

Iremos chamar y = logg(24) e calcular seu valor.
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Observe, primeiramente, que a banca nos fornece o valor de um logaritmo na base 3. Entdo, vamos comecar
desenvolvendo o valor questionado mudando sua base para a base 3.

: Dados a, x e b, nUmeros reais positivose a e b # 1, o logaritmo de x na base a pode ser escrito da seguinte :
: forma: :
log, x
log, a

log,x =

y = loge(24)

_log; 24
Y= log; 6

Reescrevendo os valores decompostos:

_log3(2° x 3)

Y = Togs (2 x 3)

Aplicando a propriedade do Logartimo do produto.

{0 logaritmo do produto é igual a soma de seus logaritmos.

log,(x *y) =log, x +log, y

_log32% +1log;3
Y = Togs 2 + logs 3

Iremos aplicar a propriedade do Logartimo da Poténcia no primeiro fator do numerador.

i O logaritmo de uma poténcia (base real positiva e expoente real) é igual a esta poténcia vezes o logaritmo. :

log, xP = p *log, x

_log3 2% +1log;3
y= logs 2 + logz 3
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_ 3 xlogz2+logs3

Y = Tlogs 2 + logs 3

Sabemos que log; 3 = 1 e que, conforme fornecido no enuncido, log; 2 = 0,63. Substituindo os valores:

3 X logz 2 +log; 3
y:

logs 2 +log3 3

3x063+1
0,63+1

2.89
= N
Y =163

y:

Gabarito: Alternativa B

5. (CESGRANRIO / BR - 2010) Se b é um nimero real positivo, diferente de 1, logo, deduz-se que

a) log, 7 >log, 3

b) logy, 12 = (log, 6)(logy 2)

c) logy, 24 = (logp 3) + 3(logy, 2)
d) log,(—10)"1% <0

logp 5
e) log, V4 = _12224

Comentarios:
Vamos analisar item a item.
a) log, 7 >log, 3

INCORRETO. Perceba que ndo podemos generalizar esta desigualdade. Essa alternativa seria correto se b >
1.

Porém, se b estiverentre 0 e 1, isto é, 0 < b < 1, a desigualdade inverte o sinal:

log, 7 <logy 3

Logo, nem sempre essa assertiva é verdadeira.
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b) log, 12 = (log, 6)(logy 2)
INCORRETO. A banca aplicou erradamente a propriedade do Logaritmo do Produto. O correto seria:

logy, 12 = log, (6 X 2) =log, 6 + log,, 2

c) log, 24 = (logy, 3) + 3(logy, 2)
CORRETO. Vamos decompor o numero 24.
log, 24 = log, (23 x 3)
Iremos aplicar a propriedade do Logaritmo do Produto.
log, (23 x 3) = log,, 23 + log,, 3
Por fim, aplicamos a propriedade do Logaritmo da Poténcia:
log;, 23 +log, 3 = 3 X log,, 2 + log,, 3

Sendo assim, a assertiva esta correta.

d) log,(—10)"1° <0

INCORRETO. Estudamos (na teoria) que a condicdo de existéncia é:

Kv logaritmando

log, x = y log, x=y & a’¥=x

[ Condicio de existéncia: @ > 0ea+1e x>0

base

Sendo assim, a alterntiva contraria a condicdo de existéncia do logaritmo, uma vez que —10 < 0.

e) log, V4 = logp >

- logp 4
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INCORRETO. Vamos desenvolver log,, V4.

log,, V4 = log,, 41/°

Aplicando a propriedade do Logaritmo do Produto:
1
log, 41/5 = T X log, 4

Logo, a assertiva esta errada.

Gabarito: Alternativa C

6. (CESGRANRIO / PETROBRAS - 2010) A magnitude de um terremoto na escala Richter
corresponde ao logaritmo (na base 10) da medida da amplitude de determinadas ondas
sismicas, sob caracteristicas padronizadas, produzidas durante um terremoto.

O poder destrutivo de um terremoto é proporcional a poténcia 3/2 de sua amplitude. A razdo do poder
destrutivo entre dois terremotos, de escalas 5 e 6 na escala Ritcher, é de

a) (10)*%
b) (10)~*°
c 1
d) (1/100)"1°
e) (1/10)%°
Comentarios:
O poder destrutivo D de um terremoto é proporcional a poténcia 3/2 de sua amplitude A. Ou seja,

D = A3/2

A magnitude M de um terremoto na escala Richter corresponde ao logaritmo (na base 10) da medida da
amplitude de determinadas ondas sismicas.

M =logA

Vamos calcular a Magnitude e o poder Destrutivo para dois terremotos, de escalas 5 (terremoto 1) e 6
(terremoto Il) na escala Ritcher.

+ |: 5 na escala Ritcher.
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M =logA

M; = log 4,
De posse da Amplitude, calculamos o poder destrutivo D:
D = A3/2
D, = A>?

D, = (10%)3/2

M =logA

4+ |l: 6 na escala Ritcher.

M;; = log Ay,
D.e posse da Amplitude, calculamos o poder destrutivo D:
D = A3/2
Dy = 14113/2
Dy = (106)3/2

Sendo assim, a razdo d do poder destrutivo entre dois terremotos, de escalas 5 e 6 na escala Ritcher, é de:

g2
Dy
107,5
4=10
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Gabarito: Alternativa B

7. (CESGRANRIO / PETROBRAS - 2011) Sejam x, M, N e P numeros reais positivos que tornam
verdadeiras as igualdades

logM logN logP

> G 2 = logx
Qual é o valor de K para o qual
2
N L
VMP
a) -1
b) 3
c) 4
d) 6
e) 9

Comentarios:

Vamos trabalhar com as igualdades uma a uma e calcular o valor de M, N e P em funcdo de x.

4 M em funcdo de x:

log M
2

= log x

logM =2 X logx

log N
6

4 N em fun¢do de x:

= log x

logN = 6 X logx

logN =logx® — | N=x®
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4 P em func3o de x:

log P

2 = logx

logP = 4 X logx
logP =logx* - | P=x*

Agora, de posse do valor das incégnitas em funcdo de x, vamos subsitituir os valores na igualdade fornecida
e calcular o valor de k.

Gabarito: Alternativa E

8. (CESGRANRIO / PETROBRAS - 2011) Se

1
y = loggy (ﬁ) e xER,
sdo tais que x¥ = 8, entdo x é igual a:

a) 1/16
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b) 1/2
c) log;8
d) 2

e) 16

Comentarios:

Vamo desenvolver a expressao de y:

= togar (5;)
Yy = 10831 27

Escrevendo em termos da poténcia de 3.

1
y =108 (53)
y = logs4(373)

Aplicando simultaneamente as propriedades da Logaritmo da Poténcia e da Base elevada a um expoente:

: O logaritmo de uma poténcia é igual a esta poténcia vezes o logaritmo.

log, xP = p Xlog, x

: Quando a base estiver elevada a um expoente, o logaritmo é igual ao produto do inverso da base vezes o :
: logaritmo. :

Sabemos que log; 3 = 1. Entdo:
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O enunciado nos informa que x¥ = 8.

Vamos aplicar log, nos dois lados e desenvolver a igualdade:
xY =23
log, x¥ = log, 23
y X log, x = 3 X log, 2

Substituindo y = _73:

Txlog2x=3

3X4
-3

log, x =

log, x = —4

Gabarito: Alternativa A
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QUESTOES COMENTADAS — CESGRANRIO

Funcao Logaritmica

1. (CESGRANRIO / FINEP - 2011) Sejam F e G fungdes reais definidas em dominios convenientes,
de modo que existam nimeros reais y, e y, tais que

F(x) =y, = log5)

Gx) =y, = x3

Com as devidas restri¢des, a saber, y, # 0, podemos calcular F(y,) e, nesse caso, encontraremos

a) —3y;
b) -y,
c) Vi

d) 3y,
e) (}’1)3

Comentarios:

Sabemos que y, = x3. Ent3o, estamos em busca do valor de:

F(yz) » F(x%)

O enunciado nos informa que:

F(x) = y1 = log5)

Sendo assim, F(x3) serd igual a:
3 1
F(x?) =log <_x3>

F(x3) =log (x_13>

= s}

3
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Aplicando a propriedade do Logaritmo da poténcia:

F(x3) =3x log<1>

x
A banca nos informa que y; = log G) Substituindo teremos:
1
F(x3) =3 X log (;) -

Gabarito: Alternativa D

2. (CESGRANRIO / PETROBRAS - 2010) Dada a fungdo f(x) = logx, de dominio R+, tém-se
f(2)=0,3ef(3)=0,48.5e f(p) = 1,38, entdo p é igual a

Comentarios:

Observe que esta questdo é uma "volta" do que estamos acostumados a fazer. Viemos trabalhando sempre
com a decomposi¢cdo de um numero e a substituicdo pelos Logaritmos para achar um valor final.

()

w’HQUE
ATENTO!

Por exemplo, a banca fornece o valor de log 2 e log 3 e nos pede para calcular o log 24. Este é o caso que
estamos "acostumados". Iriamos decompor o nimero 24 e substituir em funcdo de 2 e 3.

Porém, nesta questdo, a banca fornece o resultado e nos questiona o nimero que apresenta este resultado.
E como se ela fornecesse o resultado de log 24 (sem dizer que a resposta é 24) e perguntasse qual nimero
resulta na resposta fornecida.

Vamos entdo decompor o resultado dado em func¢ado de 0,3 e 0,48.
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[ f(p)=1,38=0,3+0,3+0,3+0,48 ]

Iremos substituir os resultados pelas respectivas fung¢des (entendeu agora como este exercicio é a volta?
Estamos acostumados a substituir a fungao pelo resultado dela. Agora substituimos o resultado pela fungdo).

f(p)=138=0,3+03+0,3+ 0,48
f(p) =1,38 =log2 +1log2 +log2 + log 3

Aplicando a "volta" da propriedade do Logaritmo do Produto:

f(p) =log2+1log2+log2 +log3

f(p) =log(2x2x2x3)

Fp) = 10g24) -

Gabarito: Alternativa C
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QUESTOES COMENTADAS — CESGRANRIO

Equac¢des Logaritmicas

1. (CESGRANRIO / PETROBRAS - 2018) Se x e y sdo numeros reais, tais que 2 log(x — 2y) =
log x + log y, qual valor de x/y?

O
~
U b W N -

Comentarios:

()

ESTAE

DIFICIL!

Vamos desenvoler a igualdade acima aplicando a "volta" da propriedade do Logaritmo da Poténcia do lado
esquerdo da igualdade e a "volta" do Logaritmo do Produto do lado direito.

H
! O logaritmo de uma poténcia é igual a esta poténcia vezes o logaritmo.

log, xP = p *log, x

O logaritmo do produto é igual a soma de seus logaritmos.

log,(x xy) =log,x +1log,y

2log(x — 2y) =logx + logy

log(x — 2y)? = log(xy)

Logo,
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(x —2y)* = xy

x? —4xy + 4y? = xy
x2—=5xy+4y*=0

Vamos desenvolver a equagao do segundo grau para calcular o valor de x em fungdo de y.

—b + Vb2 — 4ac
X =
2a

—(=5y) £/(=5y)2 — 4 X 1 x 4y2
X =
2x1

_ 5y+ J25y2 — 16y?
- 2

x
5y +/9y?
X =
2
( _5y+3y 8y _4
S5y + 3y !x— 2 2 r=2y
X =

2 5y -3y 2y ~
l_ 2 2 r=y

Entdo, achamos duas igualdades: x = 4y e x = y. O enunciado nos questiona o valor de 5 Vamos trabalhar

separadamente com cada igualdade.

+ x =4y

Observe que achamos duas respostas. Alternativa A e Alternativa D. Porém, nao podemos esquecer de um
"pequeno grande" detalhe.

Aprendemos em logaritmo que o Logaritmando ha de ser maior que zero. Entdo:
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x—2y>0

> 2 x>2
x>2y - =
y

X . .. X .
Logo, dado que 5 tem que ser maior que 2, eliminamos a segunda resposta (; = 1). Sendo assim, nossa

resposta serd igual a:

Gabarito: Alternativa D

2. (CESGRANRIO / PETROBRAS - 2011) Se log x representa o logaritmo na base 10 de x, entdo o
valor de n talquelogn =3 —log2 é

a) 2.000
b) 1.000
c) 500
d) 100
e) 10

Comentarios:
Se vocé recordasse que 3 é igual ao log 1.000 mataria esta questao rapidamente. Vejamos:
Sabemos que log 1.000 = 3, pois pela defini¢do de logaritmo 103 = 1.000. Substituindo 3 por log 1.000:
logn =3 —log?2
logn =1log 1.000 — log 2

Aplicando a "volta" da propriedade do Logaritmo do Quociente.

O logaritmo do quociente é igual a diferenga dos seus logaritmos.

X
log, (;) =log, x —log,y

logn =1og 1.000 — log 2
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1.000
logn = log (T)

logn = log 500 —>

"Professor, e se eu na hora da prova, por nervosismo esquecesse?"

Entdo, caro Aluno. Neste caso iriamos desenvolver a expressdao. Ndo mudaria muita coisa a resolugdo.
Vejamos:

logn =3 —log?2
logn +log2 =3

Aplicando a "volta" da propriedade do Logaritmo do Produto.

: O logaritmo do produto é igual a soma de seus logaritmos.

log,(x Xxy) =log,x +log, y

logn +log2 =3
log(2n) = 3
2n =103

2n = 1.000

~1.000
n=

Gabarito: Alternativa C

3. (CESGRANRIO / PETROBRAS - 2017) Qual o maior valor de k na equacgdo
log(kx) = 2log(x + 3)

para que ela tenha exatamente uma raiz?
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Comentarios:

*

Observe que o enunciado nos pergunta o valor de k para que tenha exatamente uma raiz, ou seja, nesse

momento na hora da prova, vocé tem que ter em mente que, de alguma forma, vocé tem que chegar a uma
eqguacdo do segundo grau.

E mais, uma equacdo do segundo grau e que o delta de Bhaskara seja igual a 0, pois como estudamos nas
aulas de equacdo do segundo grau, para um delta igual a 0 a equacdo aprensenta extamente uma raiz.

Iremos desenvolver a igualdade acima para buscar uma equacdo quadratica. Vejamos passo a passo.
log(kx) = 2log(x + 3)

Vamos aplicar a "volta" da propriedade do logaritmo da poténcia.

i O logaritmo de uma poténcia (base real positiva e expoente real) é igual a esta poténcia vezes o logaritmo. :

log, x? = p xlog, x

log(kx) = 2log(x + 3)
log(kx) = loglog(x + 3)?
kx = (x + 3)?
kx =x*+6x+9

x24+6x—kx+9=0
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x2+(6-k)x+9=0

Esta é nossa equacdo do segundo grau. Para que tenha apenas uma raiz, A= 0.

Vb2 —4ac=0

JO6—k)2—4x1%x9=0

J(6—Kk)?2-36=0
Elevando os 2 lados ao quadrado:
(6—k)?*-36=0
(6 —k)2 =36
Para (6 — k) ao quadrado ser igual a 36, o valor de dentro dos parénteses tem que ser igual a 6 ou —6.

6—k=6 - | k=0
(6—k)* =36
6—k=—-6 - k=12

A banca nos questiona o maior valor. Logo,

Gabarito: Alternativa E

4. (CESGRANRIO / PETROBRAS - 2010) Em calculadoras cientificas, a tecla log serve para calcular
logaritmos de base 10. Por exemplo, se digitamos 100 e, em seguida, apertamos a tecla log, o
resultado obtido é 2. A tabela a seguir apresenta alguns resultados, com aproximagao de trés
casas decimais, obtidos por Pedro ao utilizar a tecla log de sua calculadora cientifica.

Resultado obtido apos

Numero digitado
apertar a tecla log

2 0,301
3 0,477
7 0,845
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Utilizando-se os valores anotados por Pedro na tabela acima, a solugdo da equagdo log 6 + x = log 28 é:
a) 0,563
b) 0,669
c) 0,966
d) 1,623
e) 2,402
Comentarios:
Vamos reescrever a igualdade com os numeros decompostos.
log6 + x = log 28
log(2 % 3) + x = log(7 x 22)

Iremos aplicar a propriedade do Logaritmo do Produto.

O logaritmo do produto é igual a soma de seus logaritmos.

log,(x Xxy) =log,x +log, y

log(2 X 3) + x = log(7 x 22)
log2 + log3 + x = log 7 + log 22

Aplicando a propriedade da Logaritmo da Poténcia no ultimo fator.

: O logaritmo de uma poténcia (base real positiva e expoente real) é igual a esta poténcia vezes o logaritmo. :

log, xP = p X log, x

log2 +log3 + x = log 7 + log 22
log2 +1log3+x =1log7+ 2 Xlog?2

x =log7 +log2 —log3
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Por fim, vamos substituir os valores fornecidos no enunciado e calcular o valor de x.
x =log7 +log2 —1log3

x=0,845+0,301-0477 - x=0,669

Gabarito: Alternativa B

5. (CESGRANRIO / PETROBRAS - 2010) Os valores de x que satisfazem ao sistema

{y =log(x — 1)

y2—1=0

a) 1;-1
b) 1;10
) 10:1/10
d) 10;1/11
e) 11;11/10

Comentarios:

Vamos desenvolver a segunda equacao:

Ouseja,y=1ou y=-1.

Vamos substituir separadamente esses valores na primeira equacao e calcular os valores de x.

+ y=1
y =log(x — 1)
1 =log(x—1)
10t=x-1
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y =log(x — 1)
-1 =log(x — 1)
107 =x—-1
E:X—l
X:1—O+1 -

Logo,x =11loux = %.
Apenas lembrando que as 2 solu¢des satisfazem a condicdo de existéncia do Logaritmo.
x—1>0
x>1

Gabarito: Alternativa E
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QUESTOES COMENTADAS —- CESGRANRIO

Inequacdes Logaritmicas

1. (CESGRANRIO / BR - 2015) A estabilidade de um determinado processo industrial é avaliada a
partir de um indice N, que € um numero real positivo. O processo é considerado estavel se, e
somente se,

3<log;(N)<4
O processo é dito instavel se, e somente se, 0 mesmo nao for estavel.

Dessa forma, o referido processo industrial é considerado instavel se, e somente se, o indice N pertence ao
conjunto

a) ]—,9[ U 12, +oo[
b) 10,27[ U |81, oo
) 10,9[ U 12, +oo[
d) 19,12[

e) 127,81]

Comentarios:

Vamos calcular o intervalo que o processo sera estdvel e, por consequéncia, o intervalo restante é onde o
referido processo é instavel (nosso gabarito).

3 <log;(N)<4
IB< N<3*
27 < N <81

Ent3o, o processo é estavel no intervalo (27 ; 81). Logo. ele serd INSTAVEL em todo o restante.

INSTAVEL 27 ESTAVEL 81  INSTAVEL

—co : : o0
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Conforme estudamos na parte tedrica, o Logaritmando ha de ser maior que 0. Entao,

N>0

Entdo, observe que na parte esquerda da reta acima, estaremos limitados aos valores maiores que zero, uma
vez que, conforme vimos, N > 0.

0 INSTAVEL 27 ESTAVEL 81 INSTAVEL

1 } +co

Logo, o referido processo industrial é considerado instavel se, e somente se, o indice N pertence ao conjunto

10,27[ U 181, +o[

Gabarito: Alternativa B
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LISTA DE QUESTOES —- CESGRANRIO

Logaritmo

1. (CESGRANRIO / BR - 2015) Sejam M = log 30 e N = log 300.

Na igualdade x + N = M, qual é o valor de x?

2. (CESGRANRIO / Liquigas - 2014) A sequéncia {a,},n € N é uma progressio geométrica de
termos positivos cuja razdo é 1/64.

Considere {b,},n € N a sequéncia definida por:
b, = log,((an)*)
A sequéncia {b,} é uma progressdo

a) aritmética de razdo -18.
b) aritmética de razdo -6.
c) aritmética de razdo 32.
d) geométrica de razdo 16.
e) geométrica de razdo 12.

3. (CESGRANRIO / BASA - 2013) Sabe-se que x e y sdo niimeros reais tais que:
y= 53x
Conclui-se que x é igual a

a) logs(y*)
b) logs(y/3)
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c) logS(i/;)

d) —logs(3y)
1

3logs(¥)

4. (CESGRANRIO / PETROBRAS - 2010) Dado log; 2 = 0,63, tem-se que log¢(24) é igual a

a) 1,89
b) 1,77
c) 1,63
d) 1,51
e) 1,43

5. (CESGRANRIO / BR -2010) Se b é um numero real positivo, diferente de 1, logo, deduz-se que

a) log, 7 >log, 3

b) log, 12 = (log, 6)(logy 2)

c) logy, 24 = (logp 3) + 3(logy, 2)
d) log,(—10)"1° <0

logp 5
e) log, V4 = —12224

6. (CESGRANRIO / PETROBRAS - 2010) A magnitude de um terremoto na escala Richter
corresponde ao logaritmo (na base 10) da medida da amplitude de determinadas ondas
sismicas, sob caracteristicas padronizadas, produzidas durante um terremoto.

O poder destrutivo de um terremoto é proporcional a poténcia 3/2 de sua amplitude. A razdo do poder
destrutivo entre dois terremotos, de escalas 5 e 6 na escala Ritcher, é de

a) (10)®

b) (10)_1'5

c 1

d) (1/100)_1'5
e) (1/10)¥°
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7. (CESGRANRIO / PETROBRAS - 2011) Sejam x, M, N e P numeros reais positivos que tornam
verdadeiras as igualdades

logM logN logP

=1
2 6 g 8%
Qual é o valor de K para o qual
2
N L
VMP
a) -1
b) 3
c) 4
d) 6
e) 9

8. (CESGRANRIO / PETROBRAS - 2011) Se

1
=lo (—) e xXER
y 881 27 +
sdo tais que x¥ = 8, entdo x é igual a:

a) 1/16
b) 1/2
c) log;8
d) 2

e) 16
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GABARITO

® N o U B W N BB
> mMm W@ O W O > W
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LISTA DE QUESTOES —- CESGRANRIO

Funcao Logaritmica

1. (CESGRANRIO / FINEP - 2011) Sejam F e G fungdes reais definidas em dominios convenientes,
de modo que existam nimeros reais y, e y, tais que

F(x) =y, = log5)

Gx) =y, = x3

Com as devidas restri¢des, a saber, y, # 0, podemos calcular F(y,) e, nesse caso, encontraremos

a) —3y;
b) -y,
c) Vi

d) 3y,
e) ()’1)3

2. (CESGRANRIO / PETROBRAS - 2010) Dada a fungdo f(x) = logx, de dominio Rx+, tém-se
f(2)=0,3ef(3)=0,48.5e f(p) = 1,38, entdo p é igual a

a) 12
b) 18
c) 24
d) 30
e) 36

Banco do Brasil - Matemaética - 2023 (P6s-Edital) 95

, www.estrategiaconcursos.com.br 102



Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 16

GABARITO

1. D
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LISTA DE QUESTOES —- CESGRANRIO

Equac¢des Logaritmicas

1. (CESGRANRIO / PETROBRAS - 2018) Se x e y sdo numeros reais, tais que 2 log(x — 2y) =
log x + log y, qual valor de x/y?

O
~
U b W N -

2. (CESGRANRIO / PETROBRAS - 2011) Se log x representa o logaritmo na base 10 de x, entdo o
valor de ntalquelogn =3 —log2 é

a) 2.000
b) 1.000
c) 500
d) 100
e) 10

3. (CESGRANRIO / PETROBRAS - 2017) Qual o maior valor de k na equacgdo
log(kx) = 2log(x + 3)

para que ela tenha exatamente uma raiz?

o
o o w o
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4. (CESGRANRIO / PETROBRAS - 2010) Em calculadoras cientificas, a tecla log serve para calcular
logaritmos de base 10. Por exemplo, se digitamos 100 e, em seguida, apertamos a tecla log, o
resultado obtido é 2. A tabela a seguir apresenta alguns resultados, com aproximacao de trés
casas decimais, obtidos por Pedro ao utilizar a tecla log de sua calculadora cientifica.

Resultado obtido apos

NGmero digitado
apertar a tecla log

2 0,301
3 0,477
7 0,845

Utilizando-se os valores anotados por Pedro na tabela acima, a solugao da equagdo log 6 + x = log 28 é:

a) 0,563
b) 0,669
c) 0,966
d) 1,623
e) 2,402

5. (CESGRANRIO / PETROBRAS - 2010) Os valores de x que satisfazem ao sistema

y =log(x — 1)
y2—1=0
Sao

a) 1;-1

b) 1;10

c) 10;1/10

d) 10;1/11

e) 11;11/10
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GABARITO

g b W N =
m o m O O
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LISTA DE QUESTOES —- CESGRANRIO

Inequag¢des Logaritmicas

1. (CESGRANRIO / BR - 2015) A estabilidade de um determinado processo industrial é avaliada a
partir de um indice N, que € um numero real positivo. O processo é considerado estavel se, e
somente se,

3<log;(N)<4
O processo é dito instdvel se, e somente se, 0 mesmo nao for estavel.

Dessa forma, o referido processo industrial é considerado instavel se, e somente se, o indice N pertence ao
conjunto

a) |—,9[ U ]12,40o0]
b) 10,27[ U ]81,+o[
c) 10,9[ U ]12,+oo[
d) 19,12[

e) 127,81[
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GABARITO

1. B
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