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Prefacio

Ola!

Aqui é onde vocé ird de fato construir o seu conhecimento. A parte mais
importante desse curso fica a seu cargo: realizar os exercicios. Essa apostila
tem um monte deles, e alguns sao bem desafiadores: o importante é fazer
0 méaximo que puder e ndo abusar do Livro das Respostas. O seu empenho
em tentar resolver os exercicios conta muito mais do que olhar a resposta ja
pronta.

Isso porque é passando pelo desafio de quebrar a cabeca resolvendo os
exercicios que vocé ira de fato construir uma base sélida em Célculo. O
aprendizado ocorre de forma ativa e ndo passiva. E é nos exercicios que esta
0 seu momento de agir.

Antes de cair na tentacdao de olhar a solucao no Livro das Respostas, va
primeiro na Apostila de Aulas. Tente encontrar ali aquilo que falta para
chegar na resposta. Esse processo de busca vai consolidar muito mais o seu
conhecimento do que ver a solugdo pronta de mao beijada. Vai ajudar vocé
a entender o que realmente é importante naquela questao, e assim, evoluir
nos seus estudos. E falando nisso... bons estudos!

Daniel Nunes
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Conjuntos

Exercicio 1. Escreva com simbolos:

(a) o conjunto dos multiplos inteiros de 3, entre -10 e 10;
(b) o conjunto dos divisores inteiros de 42;

(¢) o conjunto dos multiplos inteiros de 0;

(d) o conjunto das fragées com numerador e denominador compreendidos entre 0 e
3.

Exercicio 2. Quais dos conjuntos abaixo sao unitarios?

Az{x x<%ex>g}

B={x|0-z =2}
C’={:z:|:1:éinteiroe:c2=3}

D={z|2z+1=T}

Exercicio 3. Quais dos conjuntos abaixo sao vazios?

A={z]|0-2=0}

B:{x x>gex<§}
4 5

C = {x|x é divisor de zero }

D = {x|x é divisivel por zero }

Exercicio 4. Sendo A ={1,2}, B={2,3}, C'={1,3,4} e D ={1,2,3,4}, classifique

em V ou F cada sentenga abaixo e justifique.

(a)AcD (b)AcB (¢)BcC (d)BcD (e)C=D
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Exercicio 5. Quais das igualdades abaixo sao verdadeiras?

(a) {a,a,a,b,b} ={a,b} ) {z|2?*=4}={z | z#0e2®-42=0}
(c) {x|2x+7=11}={2} (d) {x|z<0ex>20}=0

Exercicio 6. Faca um diagrama de Venn que simbolize a situacao seguinte: A, B,

C e D sao conjuntos nao vazios, Dc C'c B c A.

Exercicio 7. Dados os conjuntos A = {a,b,c}, B ={c,d} e C = {c,e}, determine
AuB, AuC, BuC, AuBuC(.

Exercicio 8. Classifique em V ou F:

(a) c(AuB) (b) (AuB)cA (¢c) (AuB)c (AuB)
(d) Bc(AuB) (e) (AuB)c(AuBu()

Exercicio 9. Dados os conjuntos A = {a,b,c,d}, B = {b,c,d,e} e C ={c,e, [},
determine An B, AnC, BnC, AnBnC.

Exercicio 10. Classifique em V ou F:

(a) c(AnB) (b) Ac(AnB) (c) Ae(AnB)
(d) (AnB)c(AuB) (e) (AnB)cB (f) (AnBn(C)c(AnB)

Exercicio 11. Sabe-se que AUBUC ={neN|1<n<10}, AnB ={2,3,8},
AnC={2,7}, BnC={2,5,6} e AuB={neN|1<n<8}. Determine C.

Exercicio 12. Sejam os conjuntos A = {a,b,c,d}, B ={c,d,e, f,g} e C ={b,d,e,g}.

Determine:

(a) AAB (b) B\A (c) C\B (d) (AuB)\B (e) AA\(BnC) (f) (AuB)\(AnC)
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Exercicio 13. Classifique em V ou F as seguintes sentencas:

(a) (A\B)u(B\A)=(AuB)\(AnB) (b) se Ac B, entdao B c A
(c) A\Bc A¢ (d) A\Bc B¢

Exercicio 14. Desenhe um diagrama de Venn representando quatro conjuntos,
A,B,C e D, nao vazios, de modo que se tenha A ¢ B, B¢ A, (AuB) c C e
Dc(AnB).

Exercicio 157 (Leis de DeMorgan) Mostre que
A\(Bu Q) = (A\B) n (A\C)

A\(BnC) = (A\B) u (A\C)

Exercicio 16. Classifique em V ou F as seguintes sentengas:

(a) se z € | J A, entdo x € A para ao menos um AeC
AeC

(b) se x e | J A, entdo z € A para todo AeC
AeC

(c) se xe[) A, entao x € A para ao menos um A € C
AeC

(d) se x e () A, entao z € A para todo AeC
AeC

Exercicio 17. Dados os conjuntos A, B e C, expresse cada um dos conjuntos
abaixo em termos de A, B e C usando os simbolos de unido, intersecao e diferenca

de conjuntos:

D={z|zeAe(xeBouxec(C)}
E={z|(reAexeB)ourxeC}
F={z|xeAe (sexeB, entao x €C)}

Exercicio 187 Prove as seguintes propriedades bésicas de conjuntos:
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(a) (A=A (b) AcB=BcA (o) (ECA)C:QCAC (d) (QCA)C:ECAC
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Numeros

1 Propriedades Basicas

Exercicio 1. Expanda (a+b)® = (a+b)(a+0b)(a+b)

Exercicio 2. Seja H = {n € N |2 <n <40, n miltiplo de 2, n ndo multiplo de 3}.

Qual é o numero de elementos de H?

Exercicio 3. Sendo A={n|n=2p-1epe B}, qual é a condi¢ao sobre B para

que A seja o conjunto dos nimeros naturais impares?

Exercicio 4. Quais das proposicoes abaixo sao verdadeiras?

() 06N (b) (2-3)eN (¢) NcZ (d) (-3)2€Z\N () (-4)-(-5) €N

Exercicio 5. Faga a decomposicao em fatores primos dos seguintes niimeros:

(a) 2024 (b) 91 (c) 735 (d) 456 (e) 231 (f) 4096

Exercicio 6. Determine os seguintes nimeros inteiros:
(a) mdc(2,3)
(b) mde(-4,6)

(¢) mdc(-6,-14)

Exercicio 7. Mostre que se 1 e ry 820 racionais, 71 < 9, entao existe um racional

r tal que r <r <ry.

Exercicio 8. Avalie cada expressao sem usar calculadora:
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4 4 -4 5% 2\~ -3/4
(a) (-3) (b) -3 (c) 3 (d) = () {3 () 16
Exercicio 9. Simplifique cada expressao. Escreva sua resposta sem expoentes

negativos.

(2) V200 - /32 (b) (3% (401 o (20m)

22112

Exercicio 10. Expanda e simplifique

(a) 3(z+6)+4(2z-5) (b) (z+3)4z-5) (c) (Va+Vb)(Va-Vb)
(d) (z+2)3 (e) (21 +3)?

Exercicio 11. Quais das proposigoes abaixo sao verdadeiras?
1
(a) 3eR (b) NeR (c) 5 €R\Q (d) V4eR\Q

3V2

(e) V4eR\Q (f) V2-3V3eR\Q (g)5—me

Q

Exercicio 12. Mostre que se a € Q\{0} e z € R\Q entao a + x,ax € R\Q.
Exercicio 13. Mostre que V4+2v3=1+/3

Exercicio 14. Racionalize a expressao e simplifique:

V10 VAa+h-2

@) Je (0) =

Exercicio 15. Simplifique as expressoes racionais:

Y
2+ 3z +2 2 z+1 202 -x-1 x+3 5_5
b B . d
(a) x2-x-2 (b) x2-4 x+2 (©) ?-9  2r+1 ) 1.1
y T

Exercicio 16. Diga se cada equagao é verdadeira ou falsa:
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(c) Va*>+b?=a+b
Ve 1
ar-blr a-b

(a) (p+q)*=p*+¢

(b) Vab=+/avb
111

1+7TC
(d)fc—y_g_; °) c

1+7 (f)

Exercicio 17. Suponha que t seja um numero irracional. Explique por que 1/t

também é irracional.

Exercicio 18. Dé um exemplo de dois niimeros irracionais cuja soma seja irracional.

Exercicio 19. Dé um exemplo de dois niimeros irracionais cuja soma seja racional.

Exercicio 20. Expanda a expressao dada:
(a) (z-y)(z+w-t)
(c) (z+y+2z)

(e) (b=3)(b+3)(b*+9)

(b) (x+y-r)(z+w-1t)

(d) (z+1)(x-2)(x+3)
(0 sy o) (5 -+)

Y
(g) (m=2)(m*+2m?> +4m? + 8m + 16)

Exercicio 21. Simplifique as expressoes dadas o maximo possivel:

() 42m+3n)+Tm  (b) 3(2m+4(n+5p)) +6n  (c) %+§

@ 35+ © 35 () —
0560 Wi OF-

) W (k) ﬁa‘% ) § m;3+1

Exercicio 22. Demonstre que (a+1)? = a®+1 se e somente se a = 0.

Exercicio 23. Dentre os reais —1,0,1,2 e 3, qual nao pode ser escrito sob a forma

z+1
r =

, com x € R?

Tem Ciéncia
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Exercicio 24. Sejam a,b € [0,00). Mostre que

(a+b)2 a? + b2
<
2 2

Exercicio 25. Prove que se p é primo entao /p ¢ Q. Conclua que se n € N for

tal que sua decomposicao em fatores primos possua poténcia impar de algum primo,

entdo \/n ¢ Q.

Exercicio 26. Prove que se a,b, c e d sao racionais, p é primo positivo e a + b\/p =
c+d\/p,entao a=ceb=d.
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2 Principio da Indugao Finita

Exercicio 17 Demonstre, usando o principio da inducao finita, que:

) = (n+1)(4+3n)
2

(b) 2°+2' +2%+ .. +2"' =27~ 1, para todo n e N

(a) 2+5+8+...+(2+3n , para todo n € N;

o n(n+1)(2n+1)

- 6

n(n+1)
2

(c) 12+22+3%+ ... +n , para todo n € N;

2
(d) 13+23+33+...+n3=[ ],paratodoneN;

(e) 8 divide 3*" - 1 para todo n € N;

1 1 1 1 n
(f) + + o+ =
1-2 2.3 3-4 n(n+1) n+1

, para todo n € N;

1
(g) (1+1)-(1+%)-...-(1+—)=n+1, para todo n € N;
n

(h) 2" >n para todo n € N.

Exercicio 2. Dado um niimero natural a, seja Y ¢ N um conjunto com as seguintes

propriedades:
(i) aeY;
(iil) neY=n+1leY.

Prove que Y contém todos os niimeros naturais maiores do que ou iguais a a.

Exercicio 37 Mostre que o nimero de diagonais de um poligono convexo de n lados
éd, = —
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3 Simbolo Somatorio

Exercicio 1. Ache os valores numéricos das seguintes somas:
5 3 4

(a) ik (b) >>2"2 (c) 2% (d) Y. n" (e) i(zul)

k=1 n=2 r=0 n=1

Exercicio 2. Escreva as seguintes somas na notacao de somatorio:

(a) 2+4+6+...+100 (b) 1+3+5+...+201 (c) g+%+%+...+%

Exercicio 3. Diga se é V ou F (e justifique):

100 100 100 99 100
(a) Yon'=>n (b) Y(i+1)2=Y 4 (c) Y 2=200
n=0 n=1 i=1 =0 =0

(d) §(2+k)=2+1§k (e) ﬁk?’:(lgk)-(gkz) (f) ngg’:(gk)

Exercicio 4. Mostre que

Y2k -1) = n?

k=1

(Sugestdo: 2k —1=k* - (k-1)?)

Exercicio 5. Escreva sob a forma de somatério e encontre o valor da expressao

1 1 1
— et — .t —
1-3 24 n(n+2)
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4 Teorema do Binomio, Produtos Notaveis, PA e PG

Exercicio 1. Calcule:

@) o () @) @) @) o) i)

Exercicio 2. Demonstre que

n

n!
2. Rk 2

k=0

Exercicio 3. Expanda e simplifique:

() (2-v3)’ (b) (3-V6)

Exercicio 4. Determine a décima linha do triangulo de Pascal.

Exercicio 5. Determine o coeficiente de #*" na expansao de (¢ +2)*.

8 )200.

Exercicio 6. Determine o coeficiente de w'*® na expansao de (w + 3

Exercicio 7. Demonstre que

(&)

I
—
S
S
~—

-k

Exercicio 8. Explique por que

1000 999
YomP= Y (m*+2m+1)
m=1 m=0

Exercicio 9. Expanda na forma de produto do maior niimero de fatores com

coeficientes reais que conseguir:
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(a) (a’+b7) (b)) (1-t%) () («¥ -1)

Exercicio 10 Prove as seguintes identidades:
n n n n n

()1+(1)+(2) ...+(n_1)+(n)—2

n n n (™)

(b) 1-(1)+(2) (3)+...+(-1) (n)_o

(c) (?) + 2(721) + 3(2) .o+ n(Z) =n(2"1)

n+l _
(d) 1+1(n)+1(n)+m+ 1 (n):2 1
2\1 3\2 n+1\n n+1

Exercicio 11. Determine a soma de todos os inteiros positivos com quatro digitos.

+

Exercicio 12. Determine a soma de todos os inteiros positivos impares com quatro

digitos.

Exercicio 13. Calcule:

(a) 302+ 305+ 308 + ... + 6002 + 6005 + 6008  (b) 300 + 293 + 286 + ... + 55 + 48 + 41

(c) %:):1(4 +5m) (d) 125)0(% -2)

Exercicio 14. Determine a soma dos 100 primeiros inteiros positivos que deixam

resto 3 na divisao por 7.

Exercicio 15. Se 3-z,—-x,V9—x,... ¢ uma progressao aritmética, determine x e

calcule o quinto termo.

Exercicio 16.* Podem os ntimeros \/5, V3e Vs pertenceram a uma mesma pro-

gressao aritmética?

Exercicio 17. Calcule:
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WY OYE © 2D @ X"

Exercicio 18. Quanto vale o produto (a)(aq)(aq¢?*)(ag?®)...(ag"™1)?
Exercicio 19. Calcule o valor da soma de n parcelas 1+ 11+ ...+ 111...1.

Exercicio 20 Mostre que o nimero 444...488...89, formado por n digitos iguais a
4, n -1 digitos iguais a 8 e um digito igual a 9, ¢ um quadrado perfeito (ou seja, k?

para algum k € N). Determine a sua raiz quadrada.

Exercicio 21. Determine os limites das somas abaixo:

2 2 2 121212
b —

(¢) 1+2x+32*+42® +...,onde -1<x <1 (d)
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5 Intervalos na Reta Real, Desigualdades e Valor Absoluto

Exercicio 1. Represente sobre a reta real cada um dos seguintes conjuntos:

A={reR|1<x<2}
B=(0,3)
C={zxeR|x<0ouzxz3}
D=(-1,0)u[3,00)

Exercicio 2. Sendo A =[0,5) e B =(1,3), determine B\A.

Exercicio 3. FEncontre o conjunto solugao das seguintes igualdades e desigualdades:

(a) |[z-1]=4 (b) lr+1]<2  (c¢) |Jx=1<]z=5] (d) |[x-2|+|r+4|=8

1
xil‘:z (o) [z +3|=2+5 (h) [z=5|=5-z

(e) |lt=2|+|x+4]=1 (f)

Exercicio 4. Resolva cada desigualdade e escreva a resposta usando a notagao de
intervalo:

290—3<1

(a) -4<5-3x<17 (b)) z(z-1)(x+2)>0 (c) 1 S

(d) 22 <22 +8 (e) |lv—4]<3

Exercicio 5. Escreva cada uma das unioes sob a forma de um tdnico intervalo:
(a) [2,7)u][5,20) (b) [-8,-3)u[-6,-1) (c) [-2,8]u(-1,4)

(d) (3,00) U [2,8] (e) (—o0,4) U (—2,6] (f) (—00,-3) U [—5, 00)

(g) (—00,-10] U (-00,-8]

Exercicio 6. Escreva cada conjunto como um intervalo ou uma uniao de dois

intervalos:
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(a) {z||r-4<1/10} (b) {x||x+2]<1/100} (c) {z ||z +4|<¢€/2} (onde €>0)
(d) {z[lz[>2} (e) {z]lr-5[>3} (f) {x|]z+6]>2}

Exercicio 7. Escreva cada intersecao como um unico intervalo:

(a) [2,7)Nn[5,20) (b) [-8,-3)n[-6,-1) (c) (3,00)N[2,8]
(d) (=o0,4)n(-2,6] (e) (=o0,-3)N[-5,00) (f) (=3,00)N[-5,00)

Exercicio 8. Determine:

1 1 1

0,— b 0,— 0, —
@N[o;] o) (07] ©N ()
Exercicio 9. Determine todos os nimeros reais x que satifazem a desiguadade
dada:

20 +1 5 —3 T -2 4r+1
4 1

(2) a:—3< (b) ac+2|< (c) 3£E+1<2 (d) r+3 <2

Exercicio 10. Cada desigualdade (a;) a seguir é equivalente a uma desigualdade
(b;). Por exemplo, |z| < 3 se e s6 se -3 < x < 3, portanto, (a;) é equivalente a (by).

Estabeleca todos os pares equivalentes.

(ar) |z| <3 (by) 4<x<6

(az) |lxr-1]<3 (b)) -3<x<3

(a3) |3z -2|<1 (b3) x>3ouz<-1

(ag) |1+22|<1 (by) %<x<1

(as) |z -1|>2 (bs) -2<x<4

(ag) |t +2|25 (bg) —V3<ar<-loul<z<V3
(a7) p-27<1 (by) x>2

(ag) | -5 <|x+1] (bs) x<-Touz>3

(a) |12 -2/ <1 (by) %<x<i

(ap) r<2*-12<4x (bio) —1<2<0

Tem Ciéncia , :
Professor Daniel Nunes Domina ndo (o] Calculo




Licensed to Marco Antbnio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br

Exercicio 11. Dizer se cada uma das afirmacoes a seguir é V ou F. Justifique sua

resposta.

(a) x <5 implica |z| < 5.

(b) |z —5| <2 implica 3<z < 7.

(c) |1 +3z| <1 implica z > —%.

(d) Nao h& nenhum nimero real x para o qual |z - 1| = |z - 2|.

(e) Para cada x > 0, existe um y > 0 tal que |2z +y| = 5.

Exercicio 12. Demonstre que se b é um niimero positivo e a < b, entao

a a+1

b br1

Exercicio 13. Prove que

n
D a
k=1

n
<)l
k=1

Exercicio 14. Demonstre que, para quaisquer a,b € R,

[la] = Jol] < la = 0]
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6 Numeros Complexos

Exercicio 1. Escreva cada uma das expressoes abaixo na forma a+bt, onde a,b € R:

(a) (4+20)+(3+8) (b) (5+3i)-(2+9) () (6+2i) - (9-Ti)
(d) (2+30)(d+5)  (¢) (5+60)(2-Ti)  (f) (4-3)(=2+30)

(8) (3+4i)° (h) (5-2i)7 (i) (4+/3i)?
() (V5-Ti)? (k) (2+30)° 0 (%_?2)3
(m) %% (n) 41903 (0) 555

© 55 o

Exercicio 2. Determine dois ntimeros complexos que satisfacam a equacdo 22 +
4z +6=0.

Exercicio 3. Determine um nimero complexo cujo quadrado seja igual a 5+ 12i.

Exercicio 4. Determine um nimero complexo cujo quadrado seja igual a 21 — 20s.

Exercicio 5. Determine dois nimeros complexos cuja soma seja igual a 7 e cujo

produto seja igual e 13.

Exercicio 6. Determine dois nimeros complexos cuja soma seja igual a S e o

produto seja igual a P.

Exercicio 7. Calcule (v/3+1)°.

Exercicio 8. Calcule o médulo dos seguintes niimeros complexos:

(a) (1+i)* (b)

1+
2—2¢

(c) (1+i)(2+2i)(4+4i) (d) (1-4)*
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Exercicio 9. Mostre que se a + bi # 0, entao

- a-bi
a+bi  a?+b?

Exercicio 10. Explique por que nao existe um nimero real b tal que |5 + bi| = 3.

Exercicio 11. Demonstre que se z € C, entao sua parte real e sua parte imaginaria

estao no intervalo [-|z], |z]].
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7 Representacao Decimal

Exercicio 1. Determine as geratrizes das dizimas periddicas:

(a) 0,14141414... (b) 0,345454545... (c) 1,711111111...

Exercicio 2. Diga se as afirmagoes sao V ou F:

(a) Se um ntmero real a tem expansao decimal infinita, entao ele é irracional;
(b) Todo nimero racional tem expansao decimal finita;

(c) Se a expansao decimal de a é infinita e nao periédica, entao a é irracional;
(d) 7 tem expansao decimal infinita e periddica;

(e) V2 tem expansao decimal que se estende indefinidamente sem se repetir num

padrao.
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Funcoes

1 Propriedades basicas

+2
Exercicio 1. Suponha que f(x) = xz

. Calcule:
2 +1

(a) £(0)  (b) F(1) (c) f(=1) (d) f(=2) (e) f(2a)
() f(0/3) (g) f(2a+1) (h) f(22"+3) (i) f(a/b-1)

r-1
Exercicio 2. Suponha que g(z) = ot Simplifique as seguintes expressoes:
x

9(x) - 9(2) 9(x) - 9(3) g(x+h)-g(x)
(a) -9 (b) T -3 (c) A

Exercicio 3. Encontre o dominio da func¢ao:

@) F@) = 2 ) gy = L

(¢) h(z)=Vi-z+Va2-1

e simplifique sua

Exercicio 4. Se f(x) = 2®, calcule o quociente

f2+h) - f(2)
h

resposta

Exercicio 5. Explique por que nao existe uma fungao cujo dominio seja {-1,0,3}

e cuja imagem seja {3,4,7,9}.

Exercicio 6. Se f(z)=2?+2r-1e g(r) = 2z -3, encontre cada uma das seguintes

fungoes:

(a) fog (b) gof (c) gogog

Exercicio 7. Para cada par de funcoes f e g abaixo, expresse fog e go f da forma

mais simplificada que puder:
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(@) f@)=a+1, g)=— () [@) =@, g()=>

) f(x):xll’ g(z) ==*+2  (d) f(x):gjc?—;ll’ g(x):i:i

r+1

Exercicio 8. Expresse a funcao na forma f o g, identificando as funcoes f e g:

oz

(a) F(z)=(2z+22)! (b) F(x) =cosz (©) 6@ =7
(d) G(z) = e/lfx (e) u(t) =sec(t?) tan(t?)  (f) u(t) = 138‘;;

Exercicio 9. Expresse a fun¢ao na forma f o go h, identificando as funcoes f,g e h:

(a) R(x)=vVvVz-1 (b) S(x)=+/2+|z|] (c) T(x)=sen?(cost)

Exercicio 10. Suponha que f(x)=ax+be g(x) =cx +d. Mostre que fog=go f

se, e somente se, d(a—1) =b(c-1).
Exercicio 11. O que ¢ uma fungao injetora?
Exercicio 12. Determine se as seguintes fungoes sao injetoras:

(a) f(z)=22-3 (b) f(z)=a"-16 (c) f(z)=1-senz (d) f(z)="z

Exercicio 13. Encontre a funcao inversa das seguintes funcgoes:

2T
T +3

(@) @)= 2 () f@)= (O )= s (d) f()=a+8

Exercicio 14. Indique os intervalos onde as func¢oes abaixo sao positivas:

(a) f(z)=22-1 (b) f(z)=1-3x (¢) f(z)=-2*+5x-6
(d) f(x)=2?+22+2 (e) f(z)=l|x|-2 (f) f(x)=2x-|z|
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(@) f@)=-*=3 () @)= -2 () (Ber )2 D)
. dxr+4 4 N 1-2z
U) T (k) (52 +4)"(Tz -2) () G-0)B-2)

(m) (1-42*)(22°+32) (n) (222 -Twx+6)(22* - T +5) (o) 22°-62%+x -3

Exercicio 15. Determine a imagem das seguintes fungoes definidas em R:

@) y=s-3r () y=-red () y=rtere]
(d) y=-20+V7 (¢) y=VTr+2 (f) y=-42®+8zx+12

Exercicio 16. Resolva as seguintes equagoes e inequagoes modulares, determinando

seu conjunto solugao:

|z _ |z 1]

l|-|z|=22+1 b
(@) o+ 1l-lel =20 41 () B =B

(c) 3x-2|<4 (d) 1<]z-1|<3

Exercicio 17. Um baldo esférico com raio de r centimetros tem o volume V(r) =

4 . . . .
—mr3. Econtre uma funcdo que represente a quantidade de ar necesséria para inflar

o baldao de um raio de r centimetros até um raio de r + 1 centimetros.

Exercicio 18. Um retangulo tem um perimetro de 20 m. FExpresse a area do

retangulo como uma funcao do comprimento de um de seus lados.

Exercicio 19. Uma janela normanda tem o formato de um retangulo em cima do
qual se coloca um semicirculo. Se o perimetro da janela for de 10 m, expresse a area

A da janela como uma funcao de sua largura x.
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2 Graficos de Funcoes e Simetria

Exercicio 1. Um aviao decola de um aeroporto e aterrissa uma hora depois em
outro aeroporto, a 400 km. Se t representa o tempo em minutos desde a partida do

aviao, seja x(t) a distancia horizontal percorrida e y(t) a altura do avido.
(a) Esboce um possivel gréfico de x(t).

(b) Esboce um possivel grafico de y(t).

(¢) Esboce um possivel grafico da velocidade no solo.

(d) Esboce um possivel grafico da velocidade vertical.

Exercicio 2. Como os graficos das fungoes sao obtidos a partir do grafico de f?

(a) y=-f(z) () y=2f(x)-1 (c) y=[f(z-3)+2

Exercicio 3. Esboce a mao, no mesmo sistema de coordenadas, os graficos das

seguintes funcgoes:

(a) f(@)=2 (b) g(x)=2* (c) h(z)=2" (d) j(z)=2a"

Exercicio 4. Sem usar calculadora, faga um esbogo grosseiro do gréfico:

(a) y=—/2 (b) z=1 (c) y=3z+2 (d) y=-z-1
() y=-3c (D) y=3 (g) y=2u+1 (h) y=-2z+1
(i) y=2° ) y=@+1)* (k) y=(r-2’+3 (1) y=4-2°
(m) y=vz  (n) y=2Vx (o) y=-2° (p) y=1+a™"

Exercicio 5. Calcule f(-2) e f(1) e esboce o grafico de

1-2%2 sex<0
f(z) =

20+1 sex>0
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Exercicio 6. Calcule f(-3), f(0) e f(2) e esboce o grafico de

1-22 sex<0 x+2 sex<0
(a) f(x)= (0) f(x)=
20+1 sex>0 -2 sexz>20
1
3—-—-z sex<?2 lz] sex<1
(c) f(x)= 2 (d) f(x)=
2r -5 sewx>2 I sex>1

Exercicio 7. Esboce o gréfico de:

(a) f(z)=az+]e] () g(t) =[1=3t] () h(®) =[]+ [t+1] (d) f(z)=lz|-1]

Exercicio 8. Determine se a funcao é par, impar ou nenhum dos dois:

(a) f(x)=2"+x (b) g(z)=1-2* (c) h(z) =2z -2?
(@) f@)= () J(2)= = (1) f(x) =l

(g) f(x)=1+322-2* (h) f(2)=

r+1

Exercicio 97 Se f e g sao pares, f + g é par? Se f e g sao impares, f + g é impar?

O que se pode dizer se f for par e g for impar?

Exercicio 10. Se f e g sao pares, fg é par? Se f e g sao impares, fg é impar? O

que se pode dizer se f for par e g for impar?

Exercicio 11. Mostre que f(z) = mx+b é impar se, e somente se, b =0, e é par se,

e somente se, m = 0.

Exercicio 12. Mostre que f(x) = az? + bx + ¢ é uma funcao par se, e somente se,
b=0.
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3 Poténcias

Exercicio 1. Escreva 93 como poténcia de 3.

Exercicio 2. Escreva 500

como poténcia de 25.

Exercicio 3. Escreva 2!%0.42%.83% ¢omo poténcia de 2.

Exercicio 4. Simplifique as expressoes:

@WFE 0 © 87 @ a@ () 1)
@) etV (Y
0 GF wmEE w2 o (B5E) 0 reeny

Exercicio 5. Determine os nimeros reais x que satisfazem a cada uma das equagoes:

(a) 2-5v/x+6=0 (b) 2 +323=10 (¢) 2-vx=6 (d) 2*-322=10

Exercicio 6. Calcule (sem usar calculadora):

(a) 253/2 (b) 323/5 (C) 32—4/5 (d) (_8)7/3 (e) 85/3
(h) 8191 (g) 80 (W) (-2 () VZVE () 3¥12

Exercicio 7. Encontre uma féormula para a inversa das seguintes fungoes:

(a) f(z)=2° (b) f(x) =2  (¢) f(x)=2""  (d) f(z)=aF
(@) f(2)= 5 (f) f(z)=320° (g) f(x)=6+a® (h) f(z)=4a¥"-1
(i) f(z)=7+8z°

Exercicio 8. Demonstre que:
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B Ry RSy E S Y R

(c) V9-4/5=5-2 (d) (23-8VT)2=4-V7

Exercicio 9. Demonstre que se z,y >0, com x # y, entao

amy
VN

Exercicio 10. Explique por que a equacao V2 = x nao é vélida para todo z € R e

deve ser substituida pela equagao V2 = |z|.

Exercicio 11 Explique por que

V< drseld<a<l

V>V sex>1.

Esboce os graficos das funcoes /= e </ no mesmo par de eixos coordenados no
intervalo [0, 4].
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4 Polinomios

Exercicio 1. Escreva na forma de somatorio o polinomio

p(z) =1+2z +42* +82% + ... + 2"a"

Exercicio 2.  Mostre que os polinémios f(z) = (22 +V2z +1)(2®> - V2z +1) e
g(x) = 2* + 1 sdo iguais.

Exercicio 3. Dividindo o polinémio p(z) por 2% -3x+5, obtemos o quociente z%+ 1

e resto 3z — 5. Determine p(z).

Exercicio 4. Divida f(x) por g(x) e verifique sua resposta, multiplicando quociente

pelo divisor e somando ao resto:

) f(z) =32 -2 +22% +42 -3 e g(x) =2 - 20 +1
b)
(c) f(z)=a®+2+x+1eg(x)=202+3
(d) f(z)=a*+22%+22+4v -2 ¢ g(x) = 2° +2

(a
(

f(z)=a*-22x+13eg(x) =2’ +x+1

Exercicio 5. Dados p(x) = 22° + ax + 3b e ¢(x) = 2> - 3z + 9, determine a e b de

modo que a divisao de p(x) por ¢(z) seja exata.

Exercicio 6. Fatore cada expressao:

(a) 42%-25 (b) 2° =322 -4z +12  (c) 322 - 9212 4 627/
(d) 22 +5z-12  (e) 2"+ 27z (f) 23y -4y

(g) 2%- (h) x'® (i) 2°-82%+15

(j) a° 39:3—10 (k) z*-22%-15 (1) z*+52%-14

Exercicio 7. Reescreva, completando o quadrado:
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(a) *+x+1 (b) 222 -12z+11 (c) 2*+7Tx+12 (d) -32°+5zx -1

Exercicio 8. Determine todas as escolhas de b, ¢ e d tais que 1 e 4 sejam os 1inicos

zeros do polinoémio p(z) = 2* + ba? + cx + d.

Exercicio 9. Determine o vértice do grafico das seguintes funcoes:

(a) 722 -12 (b) (z-2)*-3 (c) -22*+52-2 (d) 2°-6x+2

Exercicio 10. Esboce o gréafico das seguintes fungoes:

(a) y=-222+42-1 (b) y=(z-2)*+2 (¢) y=2*-32+2 (d) y=vVz+2-1

Exercicio 11. Para cada uma das fungoes abaixo, definidas em [1,00), determine

sua imagem, uma férmula para sua inversa, bem como dominio e imagem da inversa:

(a) f(z)=2*+3x+5 (b) g(z)=2*+42+7

Exercicio 12. Encontre todas as solucoes reais das equagoes:

(a) 2+5=14-2  (b) 22-2-12=0 () 2z(d—-2) 2 -3VI-2=0

2
20 2x-1
d) 2*-322+2= =
(d) z*-3z°+2=0 (e)aﬂ_1 "

(f) 222 +4z+1=0

() 3lr-4]=10

Exercicio 13." Mostre que nao existem dois nimeros reais cuja soma é 7 e cujo

produto é 13.

Exercicio 147 Sem usar calculadora nem efetuar nenhum calculo, explique por que
p(z) = 22 + 87559743x — 787727821 nao possui raizes inteiras.
(Sugestao: compare a paridade de t € Z. com a paridade de p(t))
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Exercicio 15. Suponha que b, c € R sejam tais que f(z) = 2% + bx + ¢ nio tenha

raizes reais. Mostre que g(z) = 2 + bz — ¢ possui duas raizes reais distintas.

Exercicio 16. Explique por que o polinomio p(x) = 2% + 1002 + 5 nao tem zeros

reais.

Exercicio 17. Dé um exemplo de um polinomio de grau 5 que tem exatamente

dois zeros.

Exercicio 18. Suponha que a,b e ¢ sejam inteiros e que p(z) = az® + bx® + cx + 9.

Explique por que toda raiz de p que for inteira estd no conjunto {-9,-3,-1,1,3,9}.

Exercicio 19. Prove que se z € C é raiz do polindémio de coeficientes reais p(z) =

a,x" + ...+ a1 + ag, entao z também ¢é raiz de p.

Exercicio 207 Descubra todas as raizes reais dos seguintes polinomios e os escreva

como produto de fatores lineares com fatores quadraticos irredutiveis em R:

(a) 2*+ 23 =322 -2 +2 (b) 2+ 22" - 162% - 32

Exercicio 21. Existe um numero real que é exatamente uma unidade a mais do

que seu cubo? Justifique.

Exercicio 227 Mostre que se n for um natural par entao o polnémio
p(z)=a"+2" '+ . +x+1

nao possui raiz real.
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5 Funcoes Racionais

Exercicio 1. Escreva sob a forma de uniao de intervalos os dominios das seguintes

fungoes:
53 — 1222 + 13 2+ 324 -6
= b = —-—mm——
(@) y= 20120 (h) y= T2
427 +8x2 -1 629 + 25+ 8
e d) y=—— "2 "°
() ¥="275, 7% D) y=

Exercicio 2. Escreva
2+ 623+ 11l +7

2+ 4

ar+b

——— . onde f(2) é um polinomio.
L f(z) p

na forma f(z) +

Exercicio 3.  Escreva cada expressao como a soma de um polinémio e de uma

funcao racional cujo numerador tem grau menor que seu denominador:

2 + 1 4x -5 2
(a) r-3 (b) T+7 (C) 3r-1

2 26+ 323 +1 26— 422 +5
d - fy ———
(d) dr + 3 () 2 +2x+5 () 2 -3z +1

Exercicio 4. Esboce o gréafico das seguintes fungoes:

-2 @vigpE W © v g

=1 (b) y "

(a) y=2+

Exercicio 5. Suponha que p seja um polinomio e t seja um ntmero real. Explique

por que existe um polinémio g(z) tal que

p(z) -p(t)

=g(x ara todo z # t.
9@

Exercicio 6. Prove que \/r nao é uma funcio racional. (Sugestio: inspire-se na

prova de que \/2 ndo é um nimero racional)

Tem Ciéncia , :
Professor Daniel Nunes Domina ndo (o] Calculo




Licensed to Marco Antbnio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br

6 Exponencial

Nas aulas sobre limites, veremos que o nimero de Euler e é definido como

1 1 1 1 1
€:1+ﬂ+5+5+5+5+...~2,71828

Ele é a base do logaritmo natural, que denotamos por log. Ou seja,
log x = log, x para todo x > 0.

OBS: Portanto, o logaritmo na base 10 (que praticamente nao utilizaremos nesse

curso) serd denotado como log,, .

Exercicio 1. Uma cultura de bactérias comeca com 500 individuos e dobra de

tamanho a cada meia hora.

(a) Quantas bactérias existem apds 3 horas?

(b) Quantas bactérias existem ap6s t horas?

(c) Quantas bactérias existem apés 40 minutos?

(d) Estime o tempo para a populagao atingir 100.000 bactérias.

Exercicio 2. Um is6topo de sédio, ?*Na, tem meia-vida de 15 horas. Uma amostra

desse is6topo tem massa de 2 g.
(a) Encontre a quantidade remanescente apés 60 horas.
(b) Encontre a quantidade remanescente apds t horas.

(c¢) Faga uma estimativa da quantidade remanscente apds 4 dias.

2

dr-x
Exercicio 3. Determine o menor valor da expressao (5) .

Exercicio 4. Esboce o gréfico das seguintes fungoes:
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() y=47+1 () (057" () y=10"2 (@) y=1-3¢7 (o) y=2(1-¢")

Exercicio 5. Comecando com o grafico de y = €, encontre as equagoes dos graficos

que resultam ao
(a) refletir em torno da reta y =4

(b) refletir em torno da reta x =2

Exercicio 6. Resolva as seguintes equagoes:

(a) 27 - 64v/2 (b) 8% = = (¢) (V3)* = V81

gz
@ (5) =120 () (VB =¥0 (1) (VB = (ViG>
(g) 93z-1 _ 39 (h) 52e*+32-2 _ | (i) 32z-1 gdz+d _ grr+l

(i) (27)" =4 (k) 479 =412 (1) VY2 /Res =g

Jz2.9¢  81% . o ) )
(m) 2435x+1 - 273-4x (n) 4% - 2% = 56 (0) V5T=2. /25225 _ X /5395—2 =0

Exercicio 7. Se f(z) = 5", mostre que

f(x+h)—f(x):5x(5”—1)

h h

Exercicio 8. Prove que

1-ellz
L+elle

f(x) =

é uma fungao impar.
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7 Logaritmo

Nas aulas sobre limites, veremos que o nimero de Euler e é definido como

1 1 1 1 1
€:1+ﬂ+5+5+g+5+...~2,71828

Ele é a base do logaritmo natural, que denotamos por log. Ou seja,
log x = log, x para todo x > 0.

OBS: Portanto, o logaritmo na base 10 (que praticamente nao utilizaremos nesse

curso) serd denotado como log;, .

Exercicio 1. Calcule (sem usar calculadora):

1
(a) log, 64 (b) ]ngﬁg (c) log,2 (d) logg 128

1
(e) log;, 10000 (f) logmm (g) log, g1 (h) log,; 81

Exercicio 2. Determine a > 0 tal que:

(a) logoa=7  (b) logoba=8  (c) logya=-5 (d) logya=-9

(e) log,64=1 (f) log,64=6 (g) log,64= g (h) log, 64 = g
Exercicio 3. Resolva as seguintes equagcoes:
(a) log|z| =2 (b) |logz| =2 (c) logs(bz+1) =2

Exercicio 4. Resolva a equacio ¢°~3% = 10.
. 1 L :
Exercicio 5. Expresse loga + > logb como um tunico logaritmo.

Exercicio 6. Sabendo que logsx =5,3 e logyy = 2,1, calcule:
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T 3
(a) logs(9zy) (b) logs(z?y®) (c) log3@ (d) loggﬁ (e) logy '

Exercicio 7. Se f(x) =2z +logz, encontre f~!(2).

Exercicio 8. Encontre a inversa das seguintes fungoes:

(a) f(x)=3" (b) f(x)=2"" (c) f(z)=4-5"
(d) f(x)=logsz  (e) f(x)=logs(3z+1) (f) f(z)=8+9logy(dx -T7)
(g) f(x)=log, 13 (h) f(x)=log;,6

Exercicio 9. Esboce o gréafico das seguintes fungoes:

(a) y=loglz| (b) f(z)=logx+2 (c) g(z)=log(xz-1)-1

Exercicio 10. Resolva cada equagao ou inequacao em x:

(a) e =6 (b) log(z?*-1)=3  (c) 2" °=3
(d) log(logz) =1 (e) e -3e"+2=0 (f) " =Ce" ondea#b
(g) logz +log(z-1)=1 (h) 1<e**'<2 (i) 1-2logz <3

Exercicio 11. Calcule (log, 3)(log;4)(log, 5)...(logs; 32)

Exercicio 127 Mostre que log,,2 ¢ irracional.

Exercicio 13. Determine z >0 tal que

para todo b>0, b+ 1.

Tem Ciéncia , :
Professor Daniel Nunes Domina ndo (o] Calculo




Licensed to Marco Antbnio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br

Exercicio 14. Sejam b,y >0, com b ¢ {1/2,1}. Demonstre que

log, y

1 =_—obd
89 = 1 og, 2

Exercicio 15. Resolva a inequacio log(2? -2z —2) > 0

Exercicio 16. Suponha que a,b>0, com a# 1 e b+ 1. Mostre que

1
log, a

log, b =

Exercicio 17 Mostre que a funcao
f(x) =log(x+ Va2 +1)

¢ impar e calcule a sua inversa.
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Trigonometria

1 Angulos, Geometria Basica e o Circulo Unitario

Exercicio 1. Converta de graus para radianos:

(a) 300° (b) -18° (c) 36° (d) 9°

Exercicio 2. Converta de radiano para graus:

(a)

om

6

M2 ©-T (@

Exercicio 3. Encontre o comprimento de um arco de um circulo de raio 12 cm,

cujo angulo central é 30°.

Exercicio 4. Um circulo tem raio de 1,5 m. Qual o angulo subentendido no centro

do circulo por um arco de 1 m de comprimento?

Exercicio 5. Determine o raio de um setor circular com angulo 37 /4 e comprimento

de arco 6 cm.

Exercicio 6. Encontre os valores exatos:

(a) tanm/3 (b) sen(77/6) (c) sec(bm/3)

Exercicio 7. Expresse os comprimentos a e b na figura abaixo em termos de 6.
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Exercicio 8. Determine todos os nimeros ¢ tais que (1/3,t¢) seja um ponto sobre

o circulo unitario.

Exercicio 9. Qual o angulo entre o ponteiro das horas e o ponteiro dos minutos

em um relégio marcando 4 horas e 30 minutos?

Exercicio 10." Mostre que a soma das medidas dos angulos (em radianos) de um

poligono convexo de n lados é S,, = (n —2)7.
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2 Funcgoes Trigonométricas

Exercicio 1. Encontre o dominio da funcao:

COS T 1

() J() = o (b) g(x) =

—-senx 1-tanzx

1
Exercicio 2. Sesenz = 3 e secy = Z, onde z,y € [0,7/2], avalie sen(z +y).

Exercicio 3. Demonstre as identidades:

2tand
(a) tan@sen® + cosf = secl (b) Totag =50 20

Exercicio 4. Encontre todos os valores de x tais que sen2x =senz e x € [0,27].

Exercicio 5. Determine o menor niimero 6 > 4x tal que cosf =0

Exercicio 6. Determine o menor niimero 6 > 67 tal que senf = —.

Exercicio 7. Encontre o menor nimero z > 0 tal que sen(e®) =0

COosS T

1
Exercicio 8. Explique por que 7 > 1 para todo z € R.

Exercicio 9. Esboce o grafico da funcao y = 1 + sen2x sem usar recursos compu-

tacionais.

Exercicio 10. Demonstre as identidades:

(a) cos(g—x) =senx (b) sen(g+:1;)=cosx

(c) sen(m—xz) =senx (d) senfcot = cosf
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(e) (senz +cosx)?=1+sen2z (f) cot?x +sec? z = tan®x + cossec’ x
2tant 1 1

_=tant h ;

1-tan?6 () l1-senf 1+send

sen(z +y) (i) tan(0+z)=—cot9
COS T COS Y 2

(g) tan26 = = 2sec?f)

(i) tanx +tany =

1 )
Exercicio 11. Se senz = 3 esecy =1, onde x,y € [0,7/2], calcule:

(a) sen(zx+y) (b) cos(z —y) (c) sen2y
(d) cos(x+y) (e) sen(z —y) (f) cos2y

Exercicio 12. Esboce o grafico das seguintes funcoes:

(a) y:COS(x_g) (b) y=%tan(:]g—g)

(c) y=[sen] (d) y=2+sen(q:+%)

Exercicio 13. A funcao arco cosseno é par, impar ou nenhuma das duas opgoes?

E quanto a arco seno?

Exercicio 14 Mostre que, para todo t € (-1,1),

arcsent = arctan
1-¢2
Exercicio 15. Mostre que

cos(36) = 4cos®§ — 3cosd

Exercicio 16. Mostre que
tan? L _ 1-cosx
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Exercicio 17 Demonstre que cos20° é um zero do polinémio 8z% — 6z — 1.

Exercicio 18. Mostre que

r+y r—1vy
sen

2 2

senx —seny = 2cos

Exercicio 19. Prove uma identidade andloga a do exemplo anterior para senx +

seny.

Exercicio 20. Mostre que

rT+y y—x
9 sen 9

cosST — cosy = 2sen

Exercicio 21. Prove que

T+Y COST—COSY

tan =
2 seny —senx

Exercicio 227 Mostre que

o V2eV2e v

COS —— =
32 2

Exercicio 237 Mostre a identidade
arctanl + arctan2 + arctan3 =7

(Sugestdo: calcule tan(arctan 2 + arctan 3))
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3 Numeros Complexos na Forma Polar

Exercicio 1. Escreva na forma polar:

1+1 1 1

(a) 2-2 (b) =3+3V3i (¢) 4 (d) 1+V3i (e) =3i (f) % (&) -3
Exercicio 2. Demonstre que

. cosf —isend

cosf+isenf
Exercicio 3. Escreva na forma polar:
(a) (cos T tisen E) (cos T +isen z) (b) (cos T +isen E) (cos T _isen i)

7 7 9 9 ) ) 11 11
Exercicio 4. Calcule:
100
1

() (2-20)5  (b) (=3+3v/3i)" (c) (? - 5@)

Exercicio 5 Calcule todas as raizes n-ésimas abaixo:

(a) V=T+24 (b) V5+12i (c) V-8+8V3i (d) V=8i (e) V-1

Exercicio 6 Determine trés nimeros complexos distintos tais que z° = 4s.

Exercicio 7! Determine quatro ntimeros complexos distintos tais que 2% = —2.
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Geometria Analitica

1 Plano Cartesiano e Retas

Exercicio 1. Determine a distancia entre os dois pontos:

(a) (1,1) e (4,5) (b) (1,-6) e (-1,-3) (c) (a,b) e (b,a)

Exercicio 2. Determine a inclinagao da reta que passa por P e Q:

(a) P(1,5) e Q(4,11) (b) P(-1,-4) e Q(6,0) (c) P(-3,3) e Q(-1,-6)

Exercicio 3. Mostre que o triangulo com vértices A(0,2), B(-3,-1) e C(-4,3) ¢

isosceles.

Exercicio 4. Ache uma equacao da reta que satisfaca as condigoes dadas:
(a) Passa pelo ponto (2,-3) e tem inclinagao 6.

(b) Passa pelo ponto (1,7) e tem inclina¢ao —3.

(¢) Inclinacéo 3 e cruza o eixo y em —2.

(d) Intersecao com o eixo x em 1, e com o eixo y em —3.

(e) Passa pelo ponto (4,5), paralela ao eixo x.

(f) Passa pelo ponto (1,-6), paralela a reta x + 2y = 6.

(g) Passa pelo ponto (-1,-2), perpendicular & reta 2x + 5y + 8 = 0.

1 2
(h) Passa pelo ponto ( 3 _§)’ perpendicular a reta 4x - 8y = 1.

Exercicio 5. FEncontre uma equacao para a reta que passa pelo ponto (2,-5) e:

(a) tem inclina¢ao —3
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(b) é paralela ao eixo x
(c) é paralela ao eixo y

(d) ¢é paralela a reta 2z -4y =3

Exercicio 6. Sejam A(-7,4) e B(5,-12) pontos no plano:
(a) Encontre a inclinacao da reta que contém A e B.

(b) Encontre uma equagao da reta que passa por A e B. Quais s@o as intersegoes

com os eixos?
(c¢) Encontre o ponto médio do segmento AB.
(d) Encontre o comprimento do segmento AB.

(e) Encontre uma equagao para a mediatriz de AB, ou seja, a reta perpendicular ao

segmento AB que passa pelo seu ponto médio.

(f) Encontre uma equagao para o circulo para o qual AB é um diametro.

Exercicio 7. Esboce as regioes do plano xy definidas pelas equagoes ou inequagoes:
(a) -1<y<3 (b) |z|<dely<2 (c) y<1—g

(d) yza?-1  (e) 2?2 +y*<4 (f) 922 + 16y = 144

Exercicio 8.  Determine w tal que a reta que passa pelos pontos (1,w) e (3,7)

tenha inclinacao 5.

Exercicio 9. Mostre que se as intersegoes com os eixos x e y de uma reta sao
os numeros a e b, diferentes de zero, entao a equacao da reta pode ser colocada na
forma

r Y
—+==1
a b

Exercicio 10. Determine um niimero m tal que as trés retas y=maz+3, y =4x+1

e y =b5xr + 7 possuam o mesmo ponto de intersegao.
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Exercicio 11. Determine ¢ tal que a reta que contém os pontos (4,t) e (1,6) seja

perpendicular a reta que contém os pontos (4,7) e (1,11).

Exercicio 127 Calcule a distancia do ponto P a reta r nos seguintes casos:
(a) P(2,0)er:2z+3y-5=0
(b) P(1,-1)er:x+3y—-5=0

(c) P(0,0)er:ar+by+c=0
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2 Conicas

Exercicio 1. Encontre uma equagao para o circulo que tem centro (-1,4) e passa
pelo ponto (3,-2).

Exercicio 2. Encontre o centro e o raio do circulo com equacao z2+y*~62+10y+9 = 0

Exercicio 3. Determine uma equacao de uma circunferéncia que satisfaca:
(a) Centro (3,-1), raio 5.
(b) Centro na origem, passa por (4,7).

(¢) Centro (-1,5), passa por (—4,-6).

Exercicio 4. Mostre que a equacao representa uma circunferéncia e determine seu

centro e raio:

(a) 22 +y* -4z +10y+13=0 (b) 2*+y*+6y+2=0
(c) 22 +y*+x=0 (d) 162? +16y* + 8z +32y+1=0
(e) 22° +2y° —w+y =1

Exercicio 5. Que condicoes nos coeficientes a,b e ¢ fazem com que a equagao
2?2 +y? +ax + by + ¢ = 0 represente um circulo? Quando a condicdo for satisfeita,

determine o centro e o raio do circulo.

Exercicio 6. Esboce o gréfico das seguintes fungoes (nao é necessario marcar

pontos; apenas desloque os gréficos padroes das conicas envolvidas):

(a) y=2? (b) 2? +4y* =16 (c) y*-22=1
(d) x = (e) ¥ —y*—4x+3=0 (f) 9y*-2*=9
(g) zy=4 (h) 9(z-1)*+4(y-2)* = (i) z=y*-1

(j) 162? - 25¢% =400 (k) 42* +9y* — 162 + 54y + 61 =0
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Exercicio 7. Determine uma equacao da parabola com vértice (1,-1) que passa
pelos pontos (-1,3) e (3,3).

Exercicio 8 Mostre que os focos da elipse

2 2
.T_+y_=1
a? b2

sao os pontos (Va?-02,0) e (-Va?-102,0), onde a>b>0.

Exercicio 9. Encontre uma equagao da elipse com centro na origem que passe
pelos pontos (1,-10v/2/3) e (-2,5V/5/3).

Exercicio 10. Suponha que a érbita de um planeta em torno de uma estrela seja
a elipse 32 + 7y* = 1. Qual é a localizagao da estrela? (Suponha que a primeira

coordenada da estrela seja positiva.)

Exercicio 117 Mostre que os focos da hipérbole

sao os pontos (0,-Va?+b?) e (0,Va?+b?)

Exercicio 12. Suponha que a 6rbita de um cometa em torno da uma estrela seja

o ramo superior da hipérbole 3y* - 22% = 5. Qual é a localizacao da estrela?

Exercicio 13. Determine a equacao do lugar geométrico dos pontos que equidistam

do eixo x e do ponto (0,2).

Exercicio 147 Determine os valores de k tais que a reta y = kx é tangente ao circulo
2% + 9% - 202 + 36 = 0.
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Limites e Continuidade

1 Limites de sequéncias

Exercicio 1. Calcule os seguintes limites:

3n+5 dn -2 2n2 +5n+1
li lim ———
() lim o0 =7 b lim=ms @ e
™?—-4n+3 ) 3\" ) 1

@ Jim e @ Jm (7)) g (ros(3+ ) -1083)
1 \" 1

(g) lim n(log(1+—)) (h) lim (1——) (i) lim n(log (7+—)—10g7)
n—oo n n—o0o n n—00 n

Exercicio 2. Calcule as seguinte somas infinitas:

>3 > 8 ® 5 > 8
(a)Zﬁ (WZ@ (c) ZG—m (d) 23—m
k=1 k=1 m=2 m=3

Exercicio 3. Calcule:
(a) lim nsen— (b) lim ntaml
Exercicio 4 Calcule

lim Vn?2+n-n

Exercicio 5. Mostre que, para todo = € R,

¢® = lim (1+f)

n—00 n

Exercicio 6. Mostre que:

(@) lim (Vo T-vm)(yfn+ ) =4 (b) lim (Vv 1-m)=0
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- . n!
Exercicio 7 Prove que lim — =0.

n—oo NN

Exercicio 8 Mostre que:

(a) lim (i+3+...+£)=%

n—00 n2 n2 n2
1 1 1
b) L —t———t . +t——|=
(b) noves n2+(n+1)2+ +(2n)2) 0
(¢) lim L+ ! +...+L = 00
oo\ \/m i+ 1 V2n
1 1 1
d) lim + +o+t—]=1
@ noeo \\/n2+1  Vn2+2 \/n2+n)

Exercicio 9. Calcule lim

n—oo | ]_n

Exercicio 10" Mostre que a sequéncia \/5, \/2\/5, V 2\/2\/5, ... converge e calcule

o seu limite.

s, . 2n+1
Exercicio 11 Prove que lim ~“Vn2+n=1.

n—o0

Exercicio 127 Prove que o limite da sequéncia

\/§,v2+¢§, \/2+\/2+\/§,...

existe e é igual a 2.

Exercicio 13 Prove que a sequéncia

1 1
+. o+ —
n+1 2n

1
ap = —+
n

converge e que o seu limite esta entre % el
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2 Calculo de limites de funcoes

Retas assintotas: Quando estudarmos o grafico de fungoes (durante o estudo das
derivadas), veremos com mais detalhes o conceito de reta assintota. Por enquanto,

tenha em mente que a reta y = L é uma assintota horizontal de f(z) se
limf@)=L o Jm @)=L
Por outro lado, a reta z = a é uma assintota vertical de f(z) se
lmlf@l=e  on  lm (@) - o0

T—=>A+

Exercicio 1. Explique com suas palavras o significado da equacao
lim f(z) =5
r—2

E possivel que a equagao anterior seja verdadeira, mas que f(2) =37 Explique.

Exercicio 2. Explique o que significa dizer que
lirél flx)=1 e lirél f(x)=5
Nessa situagao, é possivel que lin% f(x) exista? Explique.

Exercicio 3. Esboce o grifico de um exemplo de uma funcao que satisfaca a todas

as condigoes dadas:

(@) Jim f(2) =2, lim f(2) =2, f(1)=2

(b) li%l f(x)=1, lim f(x)=-1, lil’%l f(x)=0, lilél f(x) =1, f(0) nao definido.
r—0_ T=>0+ T—>2- T2+

() T f(x) =4, lim f(x) =2, lim [(2)=2, [(3)=3, f(2)=1

Exercicio 4. Calcule:
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. x+1l r+1 . 9 . secw
() lim — (b) lim — (c) lim log(a”-25) (d)aggi .
: . x? -2 . (1
(e) lim cot x (f) QE?_ ) (2) mlir& (E -log x)

Exercicio 5. Encontre as assintotas verticais da funcao

2+ 1

y:3x—2w2

Exercicio 6. Dado que
lin% flx)=4 lin%g(x) =-2 liIr% h(z) =0,

encontre, se existir, o limite. Caso nao exista, explique por que.

(a) im[f(z) +5g(z)]  (b) lim\/f(x)  (c) lim[g(x)]* () Efgzzigg)
_g(x) . ICLIC)
() lim =

Exercicio 7. Calcule os seguintes limites, justificando em cada passagem as pro-

priedades basicas de limites que foram utilizadas:

tt-2
: 4 2 . 2 2 . b= a
(a) mlirzlz(fix +2r°-xz+1) (b) mlir{ll(m +2)(3z° +6) (c) tlirg 57~ 3119
(d) lim V' +3u+6 (e) lim(1+ V) (2 - 622 + %)

Exercicio 8. Calcule:

. 22+x-6 , 2?2+ 3x . (-5+h)?2-25
(a) fiy ——— ) fim e O
_(2+h)3-8 o1 _z-3
(d) Jing (e) lim 25— f) lim 57
1_1
(e) Tim Y23 (h) lim YA LIZ3 ) T

h—0 h u—2 u— 2 x—=3 I — 3

n o V1I+t—=V1-t
(j) lim

(k)gg( ! —1) (1) Tim

=0 t i+l t h—0 h
1 1
. (@+h)2 ~ 22
(m) lim -———
h—0 h
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4

Exercicio 9. Demonstre que linax cos — = 0.
z— T

Exercicio 10. Se 4z -9 < f(x) < 2® — 4z + 7 para x > 0, encontre liﬂi f(x).

Exercicio 11. Calcule lim /z e***"/®).

x—04

Exercicio 12. A fungao sinal é definida por

-1 sex<0
sgnr =49 0 sex=0
1 sex>0
Encontre ou explique por que nao existe cada um dos limites a seguir:
(a) lim sgnaz (b) lim sgnz (c) lim sgn (d) lim |sgn z|
xr— xr— Tr—>

(L'—>0+ 0-

(e) lim sgn(senz) (f) lim sgn(senz) (g) limsgn(senz) (h) lim|sgn(senx)]

T4

22+x-6
|z -2
diga se lin% g(x) existe e calcule seu valor em caso afirmativo.
xr—

Exercicio 13. Seja g(z) = . Encontre os limites laterais quando x - 2 e

Exercicio 14 Calcule lim M
V3i-x-1

r—2

Exercicio 15. Encontre as assintotas horizontais e verticais de cada curva:

5+4x 222 +1
= b =
(@) y="73 b v=5m o1
- 2e®
(c) Y= 2 _6z+5 (d) Y= 5

Exercicio 16. Encontre a € R tal que exista

3x2+ax+a+3

e>-2  x?2+x-2
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e calcule o valor do limite nesse caso.

senx

Exercicio 17. Calcule lim

Tr—>00 X

Exercicio 187 Sejam p e ¢ polinomios. Encontre

se:
(a) o grau de p for menor que o grau de g;

(b) o grau de p for maior que o grau de g.

Exercicio 19. Calcule os limites:

. x3+8 . sen(z?-1) _ 1
(a) xlirflz o (b) lim — 1 (c) il_r)%x sen -
1- 2 - -1
(@) Tim 222y gy SREET) g, VE
z—0 :1’,'2 z—>m[2 xr—T z—1 \/E -1
senzx tan 6z
li h) I 1) 1i
(2) lim — (h) lim . (1) lim cossec sen(sen )

Exercicio 20. Prove que lim (cos7z)*" existe para todo z € R e vale 1 ou 0

dependendo de x ser inteiro ou nao.
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3 Definicao precisa de limite

Exercicio 1. Demonstre cada afirmacao usando a definicao €, de limite:

@im(eg)-2 O e © dnggnee
. ZIZ’2+JJ—6 . . 3
(d) }Cl_lgﬁ—5 (e) lime = ¢ (f) lim z° = 0
g) lim +x= im |x| = i) lim(x*+2x-7) =
lim /6 0 h) limfz[=0 (i) lim(a®+22-7) =1
1 1
. . 2_ — . 3= . - _
0) lim@-1=3 (9 lmat=8 () Iy -3
(m) }Cin;\/fz\/a sea>0
Exercicio 2 Considere a funcao definida por
0 sexe@Q
f(z) =
1 sexeR\Q

Mostre que nao existe lir% f(x).
xT—
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4 Continuidade

Exercicio 1. Explique por que as seguintes fungoes sao descontinuas no ponto
dado a:

1
(a) f(ac)—x+2 em a=-2
1
sex -2
(b) f(z)={z+2 em a = -2
1 se x=-2
r+3 sex<-1
(c¢) f(x)= ema=-1
2° sex>-1
22—
sex+1
(d) f(z)={2*-1 ema=1
1 sex=1

Exercicio 27 Para que valores de x a fungao abaixo é continua?

0 sexeQ
1 sexzeR\Q

f(x) =

Exercicio 3 Se a e b sao nimeros positivos, prove que a equagao

a . b B
23+202-1 23+x-2

possui no minimo uma solugao no intervalo (-1, 1).

Exercicio 4. Um monge tibetano deixa o monastério as 7 horas da manha e segue
sua caminhada usual para o topo da montanha, chegando 14 as 7 horas da noite. Na
manha seguinte, ele parte do topo as 7 horas da manha, pega o mesmo caminho de
volta e chega ao monastério as 7 horas da noite. Mostre que existe um ponto no
caminho que o monge vai cruzar exatamente na mesma hora do dia em ambas as

caminhadas.
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Exercicio 5. Dada uma fungdo continua f :[0,1] - [0,1], mostre que f tem um
ponto fixo: existe c € [0, 1] tal que f(c) = c. (Sugestao: olhe para g(x) = f(z) - z)

Exercicio 6. Scja f(z) = tanz. Embora f(n/4) =1 e f(3w/4) = -1, ndo existe
nenhum z € [7/4,3mw/4] para o qual f(x) = 0. Por que isso nao contraria o Teorema

do Valor Intermedidrio?

Exercicio 7. Mostre que cada uma das fungoes abaixo é injetora em toda a reta

real e determina sua inversa.

(a) flz) =2z +1 () f(x)=1-=
T se x <1
(c) f(z) =2 (d) f(z)={a? sel<zr<4
8Vr sex>4

Exercicio 8. Se f(z) é continua em x =a e f(a) > 0, mostre que o dominio de f

contém um interalo aberto ao redor de a tal que f(x) > 0 para todo = nesse invervalo.

Exercicio 9. * Se f(x) ¢é continua em R e sua imagem estd contida em Q, com
f(1/2) =1/2, mostre que f(z) =1/2 para todo z € R.

Exercicio 10 Se f(x) satisfaz a relagao funcional

fr+y)=f(x)+ f(y)

para todo z,y, encontre f(x) para x € Q e prove que se f for continua entdo f(z) = cz

para alguma constante c € R.

Exercicio 11. Se f(z) = 2", dado € > 0, encontre 0 > 0 (que pode depender de a)
tal que

[f(x) = f(a)l <€
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se
|z —al<§

Exercicio 12.* Considere um triangulo fixado no plano. Mostre que, para cada
direcao possivel, existe uma reta com essa direcao que divide o triangulo dado em

duas partes de mesma area.

Exercicio 13.* Prove que se f(x) é monétona em [a,b] e satisfaz a propriedade
do valor intermedidrio (ou seja, se f(x) < ¢ < f(y) entao existe z entre x e y tal
que f(z) =c), entao f é continua. Podemos concluir a mesma coisa quando f nao é

monotona?
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Derivada

1 Definicao de derivada

Exercicio 1. Uma curva tem equagao y = f(x).

(a) Escreva uma expressao para a inclinagao da reta secante pelos pontos P(3, f(3))

e Q(z, f(z)).
(b) Escreva uma expressao para a inclinagao da reta tangente em P.

Exercicio 2. Encontre a equacio da reta tangente & parabola y = 42 — 22

(1,3).

no ponto

Exercicio 3. Encontre a equacdo da reta tangente a curva y = 3 + 422 — 22° no

ponto x = a.

Exercicio 4. Encontra a inclinagio da reta tangente a curva y = 1/y/x no ponto

Tr=a

Exercicio 5. Se uma pedra for lancada para cima no planeta Marte com velocidade
inicial de 10 m/s, sua altura (em metros) apés ¢t segundos é H(t) = 10t — 1,86t>.
Determine a fungao V(t) da velocidade instantanea da pedra e diga quando ela

atinge a superficie e com que velocidade.

Exercicio 6. Encontre f'(a) usando a defini¢ao de derivada:

(a) f(z)=322-4x+1 (b) f(t) =23+t () f(¢)= 2;:31
(@) f(a)=a™ © J@) VT2 () J@) = =
® f@)=1 ixxz (h) f(t) =" (i) f(z)=2a"

(3) f(x)=1+§ k) f(z) =¥z
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Exercicio 7. Mostre que:
(a) A derivada de uma funcao par é uma fungao impar.

(b) A derivada de uma fungao fmpar é uma fungao par.

Exercicio 8. Esboce o grafico das seguintes funcoes, diga onde elas sao derivaveis

e calcule f'(x):

(a) f(z) = zlx| (b) f(x) =x+|z]

Exercicio 97 Suponha que f seja uma funcao que satisfaca a relagao

flz+y) = f(@)+ f(y) + 2’y + 2y’
para todo x,y € R. Suponha também que

limM =1
z—-0

(a) Encontre f(0). (b) Encontre f'(0). (c) Encontre f'(x).

Exercicio 107 Seja f definida em toda a reta e tal que

(@) = fW)l <o =yl

para quaisquer x,y € R. Prove que f é constante.

Exercicio 117 Suponha que f seja uma funcao com a propriedade de que |f(z)| < 22
para todo z € R. Prove que f(0) = f'(0) = 0.
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2 Propriedades basicas de derivacao: Poténcias, Funcoes

Racionais e Exponencial

Exercicio 1. Calcule a derivada das seguintes fungoes:

(a) f(z)=22°-322 -4 (b) f(z)=2(1-22) (c) y=a®P-g72
(@ 50) = © s@)=vE-p () G@)=(1+q")

7

Exercicio 2. Encontre uma equacao da reta tangente e da reta normal a curva no

ponto dado:
(a) y=22°-2+2em (1,3) (b) y=30+z em (2,3) (c) y=+v/z—-xem (1,0)
x

(d) y=2-+/x em (1,0) (e) y*=2% em (1,1)

Exercicio 3. Onde a reta normal & pardbola y = 2% — 1 no ponto (-1,0) intecepta

a parabola uma segunda vez?

2 ¢ uma equacdo diferencial, pois envolve

Exercicio 4. A equacao 3" +y' -2y ==z
uma fung¢ao desconhecida y e suas derivadas. Encontre as constantes a, b e ¢ tais que

y = ax® + bz + c satisfaca essa equacdo.

Exercicio 5. Determinar os valores de a, b, ¢ tais que os gréficos dos dois polindmios
f(z)=2®+ax+be g(x) = 2%~ c se intersectem no ponto (1,2) e admitam a mesma

tangente naquele ponto.

Exercicio 6. Calcule o limite quando n — oo do valor absoluto da n-ésima derivada

de 1/z no ponto x = 2.
Exercicio 7. Como é definido o ntimero e?

Exercicio 8. Derive:
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v —2ve?

@) f@) =32 (0 f0) = (©) y=e+1
(d) f(z)= (322 +52)e”  (e) g(x) = (x+2V/x)e” M) y=>
® @ - W F) (- 2w 0y
0 u-(FrenE ) f0 -
Exercicio 9. Encontre f'e f":
() F@) =@+ e () f@) =VEe (0) F@)= oy () () = 5
Exercicio 10. Se g(z) = e%’ encontre ¢ (z) para todo n € N.
Exercicio 11. Se h(2) =4 e h'(2) = -3, encontre
d (h(x)
r-1

Exercicio 12. Encontre as equagoes de retas tangentes a curva y = a1 que sejam
T+

paralelas a reta x — 2y = 2.

- _ dan
Exercicio 13. Encontre uma expressao para o (mke“), onde n < k.
x
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3 Derivadas Trigonométricas e Regra da Cadeia

Exercicio 1. Derive:

(a) f(x)=2"senzx
(d) g(t) =t*cost

(8) flw)=—2

(j) y =2secx — cossec

(m) f(z)=

1+coszx

tanx — 1
secx

Exercicio 2. Encontre:

d99
——o Senx
dxr9?

(a)

Exercicio 3. Derive:

(a) y=sendzx

X

() f(z)=

r+1
ud —1\°
u3+1)

(m) 9(w) - (
(p) v = tan(sec(cost))
(s) y= V1 +xe2e

(b) f(z)=¢€"cosx

(e) h(x) =cossecx +e” cotx

tsent
h) v =
( )y 1+¢

(k) g(t) =4sect +tant

435
(b) e (zrsenx)

(b) y = tan(senx)
(e) y=(1+z+2%)%
(h) y = cos(a?)

1+sent
1+ cost

(k) s(t) =

(n) g(0) =sec?(m#)

(q) f(t) = tan(et) + etant

(t) y =sen(sen(senz))

(¢) f(x)=xcosx+2tanz
(6) y=>—

(i) f(x)=zcosxsenz

2—tanzx

(1) f(t) =te'cott

(¢) y=v4+3x
() y= 3;_1

(i) f(t)=e"senbt
(1) y = etana:

(0) y = cot*(senf)

(I‘) y _ 234:v
1

W)= o tan )2

Exercicio 4. A equacao do movimento harménico simples é dada por s(t) =

Acos(wt +6). Quando a velocidade é zero?

Tem Ciéncia

Professor Daniel Nunes

Dominando o Calculo




Licensed to Marco Antbnio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br

Exercicio 5. Escreva |z| = Va2 e use a regra da cadeia para mostrar que, para

todo x # 0,
d 2] = x
de'"™" |z
Exercicio 6. Calcule as derivadas das seguintes fungoes e diga onde elas nao
existem:
(a) f(z) =[senz| (b) g(x) = sen|z|

Exercicio 7 Mostre que

d ( sen? x . cosZx
dr\l+cotz 1+tanz

)=—cos2x

Exercicio 8. Se n e N, mostre que

d
d—(sen”wcos nx) =nsen" ' zcos(n +1)x
T

Exercicio 97 Mostre que, para todo n € N,

al—(sem4 x+costz) = 4" cos(4x + nw/2)
xn

Exercicio 10. Mostre que, para todo n € N,
n

T (e senbx) = r"e® sen(bx + nb),

onde a,b >0, 72 = a? +b? e 0 = arctan(b/a).

Exercicio 11. Calcule a segunda derivada de f[g{h(x)}].
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Exercicio 12. Que condicgoes os coeficientes «, 3, a, b, c devem satisfazer para que

ar+ [

Vax?+bx +c

tenha derivada finita em toda a reta e que jamais se anula?

dn
Exercicio 13.* Mostre que o (ew2/2) = u,(2)e” 2, onde u, é6 um polindmio de
x

grau n. Mostre a relagao de recorréncia

Ups1 = Ty + UL,

Exercicio 14. Usando a regra de Leibniz aplicada a

d 2 2
T2[2Y _ z?/2
_dx (6 ) xTre s

conclua que

Up+l = TUp + NUR—1

Exercicio 157 Com base nos dois ultimos exercicios, obtenha a equacao diferencial
uy + xu,, —nu, =0

satisfeita por u,(z).

Exercicio 16 A funcao f definida sobre a reta satisfaz a relagao

flx+y)=f(x)f(y).

Asssumindo que f é diferencidvel, prove que ou f(z) =0 para todo x ou f(z) = e™.
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4 Derivagao Implicita e Inversa

d
Exercicio 1. Encontre d_m derivando implicitamente:

Y
2
(a) 2* —day+y*=4 (b) at+ 2%y -y3=5 () —— =y2+1
T+y
(d) 2?y*+xseny =4 (e) e®lV=a—y (f) arctan(z?y) = x + zy?
(g) sen(xy) =cos(zx+y) (h) e’senz=1z+xy (i) xy =22 +y?
(j) xseny+ysenz =1 (k) tan(z-y) = 133:2 (1) xsecy =ytanx

Exercicio 2. Se f(z)+2*[f(z)]*=10e f(1) =2, encontre f'(1).
Exercicio 3. Se g(z) +zseng(x) = 2, encontre ¢'(0).
Exercicio 4. Use derivacao implicita para encontrar uma equacao da reta tangente

a curva no ponto dado:

(a) ysen2x =wcos2y, (r/2,7/4) (b) 2*+zy+y*=3, (1,1)

() ? —zy-y*=1,(2,1) (d) 2% +y? = (22" +2y° - 2)?, (0,1/2)
(&) a4y =4, (-3V3,1) (1) 2a?+yD)? = 25(a2— y?), (3.1)
Exercicio 5. A equacdo xsenzy + 222 = 0 define y implicitamente como uma

funcao de z. Admitindo que a derivada 3y’ exite, mostre que ela satisfaz a equacao

y'x? cos xy + xy cos xy + sen xy + 4z = 0.

Exercicio 6. Encontre y” por derivacao implicita.

(a) 2 +4y*=4 (b) seny+cosz=1 (c) ay+eV=¢c

Exercicio 7. Encontre uma equacao da reta tangente as seguintes curvas no ponto

(20, 40):
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22 a2 _ 2y o
(a) = + ¥ _ 1 (elipse) (b) o 22—2 =1 (hipérbole)

Exercicio 8. Mostre que a soma das coordenadas das interse¢oes com o0s eixos e

y de qualquer reta tangente & curva /z + /y = \/c é igual a c.

Exercicio 9. Usando derivacao implicita, mostre que qualquer reta tangente em

um ponto P a um circulo com centro O é perpendicular ao raio OP.

Exercicio 10. Encontre a derivada da funcao e simplifique quando possivel:

(a) y = arctan+/z (b) y =arcsen(2z +1) (c) f(x)=mwarcsec(z?)
(d) y=arctan(x - V1+2z2) (e) h(t)=arccot(t) + arccot% (f) g(x) = arccos/x

b+acoszx

(i) y = arccos(arcsent)

a+ bcos:c) (h) y = arctan

(g) y= arccos( Tra
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5 Logaritmo e Funcoes Hiperbdlicas

Exercicio 1. Derive:

(a) f(z)=zlogzr -z (b) f(x) =sen(logx) (c) Vogz
(d) f(z)=1log,(1+cosz) (e) F(t)=(logt)?’sent (f) y=log(cossecx —cotx)

®) o) =VTTlogt )y () u = log]secx
() v=loglog(ogn) () y=log(e+logs) () J(2) =lox\/ g

Exercicio 2. Use a derivagao logaritmica para encontrar a derivada da funcao:

(a) y=(22+1)°(z*-3)" (b) y= (c) y=a (d) y = (cosx)”

(e) y=a""" (f) y=(senz)s* (g) y=(vx)" (h) y=(tanz)"*
() y=vae (o + 1728

Exercicio 3. Calcule y":

(a) y=log(z*+y?) (b) a¥=y"

Exercicio 4. Encontre:

(a) senh0 (b) coshO (c) tanh0  (d) cosh(log5) (e) senh(log4)
(f) arsenh1 (g) arcoshl

Exercicio 5. Mostre que coshz é par e senhz é impar.

Exercicio 6. Mostre as seguintes identidades:
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tanh x + tanh y

(a) coth’z -1 =cossech®z  (b) tanh(z +y) = 1+ tanhztanhy

(¢) senh2x = 2senhzcoshz  (d) cosh2z = cosh® z + senh?® z
x?-1
x2+1

(e) tanh(logz) = (f) (coshz +senhx)® =coshax +senhay (VaeR)

Exercicio 7. Mostre que

senh a +senh b = QSenh(a;b)COSh(a;b)

Exercicio 8. Encontre os seguintes limites:

senh z

(a) lim tanhz (b) lim

r—00 T—>00 e

Exercicio 9. Derive e simplifique:

(a) f(z)=e"coshz (b) f(x)=senh®x (¢) f(x)=log(coshx)

1 +senht

(d) f(z)=sechz(1l+logsechx) (e) f(t)= . (f) y =senh(coshx)

—-senht
(g) y=xartanhz +logV1-22 (h) y=arsech(e™)

Exercicio 10. Demonstre as seguintes identidades:

(a) d . [1+tanhz ex/?
dr \ 1-tanhz 2

(b) % arctan(tanh x) = sech 2z
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6 Aproximacao linear, diferenciais e taxas relacionadas

Exercicio 1. Se V for o volume de um cubo com aresta de comprimento z e, a

medida que o tempo passa, o cubo se expandir, encontre dV /dt em termos de dzx/dt.

Exercicio 2.  Suponha que petrdleo vaze por uma ruptura e espalhe-se em um
padrao circular. Se o raio do petréleo derramado crescer a uma taxa constante de 1

m/s, quao rapido a drea do vazamento estéd crescendo quando o raio é igual a 30 m?

Exercicio 3. O comprimento de um retangulo estd aumentando a uma taxa de 8
cm/s e sua largura estd aumentando numa taxa de 3 cm/s. Quando o comprimento

for 20 cm e a largura for 10 cm, quao rapido a area do retangulo esta aumentando?

Exercicio 4. Um tanque cilindrico com raio 5 m esta sendo enchido com agua a

uma taxa de 3 m?®/min. Quao rdpido a altura da agua estd aumentando?

Exercicio 5. Se y =Vx+1, onde x e y sdo fungdes de ¢, encontre dy/dt quando
x =4 sabendo que dz/dt = 3.

Exercicio 6. Um avido voa horizontalmente a uma altitude de 2 km, a 800 km /h,
e passa diretamente sobre uma estacao de radar. Encontre a taxa segundo a qual a

distancia entre o aviao e a estagao aumenta quando ele estd a 3 km além da estagao.

Exercicio 7 Um holofote sobre o solo ilumina uma parede a 12 m de distancia. Se
um homem de 2 m de altura anda do holofote em direcao a parede a uma velocidade
de 1,6 m/s, quao répido o comprimento de sua sombra diminui sobre a parede quando

ele estd a 4 m dela?

Exercicio 8. Um homem comega a andar para o norte a 1,2 m/s a partir de um
ponto P. Cinco minutos depois uma mulher comega a andar para o sul a 1,6 m/s de
um ponto 200 m a leste de P. A que taxa as pessoas estao se distanciando 15 min

apos a mulher comegar a andar?
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Exercicio 9. O ponteiro dos minutos de um relégio mede 8 mm, enquanto o das
horas tem 4 mm de comprimento. Quao rapido estd variando a distancia entre a

ponta dos ponteiros a 1 hora?

Exercicio 10. Encontre a linearizagao (aproximagcao linear) no ponto x = a das

seguintes fungoes:

(a) f(z)=2*-22+3,a=-2 (b) f(x)=Vr,a=4 (c) f(z)=2",a=0

Exercicio 11. Encontre a diferencial das seguintes fungoes:

1+2u
= —dx = =
(a) y=uze (b) y TT 30 (¢) y=tanV/t
(d) y=1log(senf) (e) y=0%sen20 (f) y= : i =

Exercicio 12. Encontre a diferencial dy e avalie dy para os valores dados de x e
dz:

1
(a) y=cosmz, ng,dx:0,0Q (b) y=V3+a? rx=1dr=-0,1

Exercicio 13. Use uma aproximagao linear (ou diferencial) para estimar o niimero
dado:

(a) 1,999 (b) V1001 (c) €™ (d) ﬁ (e) /100,5 (f) cos29°

Exercicio 14. A aresta de um cubo tem 30 cm, com um possivel erro de medida
de 0,1 cm. Use diferenciais para estimar o erro maximo possivel, o erro relativo e o

erro percentual no céalculo do volume do cubo e da sua area de superficie.

Exercicio 15. Use diferenciais para estimar a quantidade de tinta necessaria para
aplicar uma camada de 0,05 cm de tinta a um domo hemisférico com diametro de 50

m.
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Exercicio 16. Quando o sangue flui ao longo de um vaso sanguineo, o fluxo é

proporcional a quarta poténcia do raio R do vaso:
F =kR*

Uma artéria parcialmente obstruida pode ser alargada por uma operacao chamada
angioplastia, na qual um cateter-balao é inflado dentro da artéria a fim de aumenté-la
e restaurar o fluxo normal do sangue.

Mostre que uma variagao relativa em F' é de cerca de quatro vezes a variagao

relativa em R. Como um aumento de 5% no raio afeta o fluxo do sangue?

Exercicio 17. Mostre que se duas retas de inclinacoes m; e msy se intersectam em
um angulo «, entao
Mo — 1
tanq = ——
1+ mimso

Exercicio 18. O angulo de intersecao entre duas curvas é definido como o angulo
formado pelas tangentes as curvas no ponto de intersecao. Usando o exercicio ante-

rior, determine o angulo entre o seguinte par de curvas em cada ponto de intersecao:

?-y*=3 e 2*-4dr+y*+3=0
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7 Teorema do Valor Médio

Exercicio 1. Seja f(z) = 1 - 2?/3. Mostre que f(1) = f(-1) = 0, mas que f'(z)
nunca se anula no intervalo [-1,1]. Explique como isso é possivel em face do Teorema
de Rolle.

Exercicio 2. Seja f(z) = (2 - 3) Mostre que nio existe um valor c em (1, 4) tal
que f(4)-f(1) = f'(¢)(4-1). Por que isso nao contradiz o Teorema do Valor Médio?

Exercicio 3. Mostre que o teorema do valor médio pode ser escrito na forma

flx+h)=f(x)+hf'(x+0h), onde 0 € (0,1)

Exercicio 4. Mostre que a equacao tem exatamente uma raiz real:

a) 2z +cosx =0 b) 23 +e*=0
(a) (

Exercicio 5. Seja f um polinomio. Um nimero « diz-se um zero de multiplicidade

m se f(z)=(z-a)"g(x), com g(a) #0.

(a) Se f tem r zeros no intervalo [a,b], prove que f’ tem pelo menos r — 1 zeros
e que, em geral, a derivada de ordem k, f*), tem pelo menos r — k zeros em
[a,b]. (Cada zero é contado tantas vezes quantas as unidades do seu grau de

multiplicidade).

(b) Se a derivada de ordem k, f (%) tem exatamente r zeros em [a,b], o que se pode

concluir relativamente ao niumero de zeros de f em [a,b]?

Exercicio 6 Mostre que um polinomio de grau n tem, no maximo, n raizes reais.

Exercicio 7. Utilize o Teorema do Valor Médio para concluir as seguintes desi-

gualdades:
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(a) |senz —seny| < |x -y

) ny" Nz -y)<a" -y " <nx" Nz -y)seO<y<zeneN.

Exercicio 8. Demonstre que

r-1
arcsen
z+1

= 2arctan /z — g

Exercicio 9. * Um numero real a é chamado de ponto fixo de uma funcao f se
f(a) = a. Demonstre que se f'(z) # 1 para todo = € R, entdo f tem no méximo um

ponto fixo.

Exercicio 10. Se f é continua em [a—¢, a+€], possui derivada em (a—¢,a)u(a,a+e)

e lim f'(x) = L, mostre que f’(a) existe e é igual a L.

r—>a

Exercicio 117 Seja f(x) definida e derivdvel sobre toda a reta real. Mostre que se
F(0)=0ce|f'(x)| <|f(z)| para todo z € R, entdao f(z) =0 para todo z € R.

Exercicio 127 Calcule

i (z+2)e — g1/
im
z—oo (1 + 3)Hw — glle
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8 Maximos e Minimos

Exercicio 1. Explique a diferenca entre minimo local e minimo absoluto.

Exercicio 2. Encontre os pontos criticos da funcao

(a) f(x)=522+4x (b) f(x)=22%-322-36x (c) f(x)=|3z-4

(d) g(z) = sc;v——_:cl-kl (e) f(0)=2cosf+sen’*d  (f) h(t) = 3t —arcsent
(g) f(z)= 105250 (h) f(z) =2 (i) g(f) =46 - tand

Exercicio 3. Encontre os valores maximo e minimo absolutos no intervalo dado:

a) f(z)=32*-1220+5,[0,3] (b) f(z)=2>-3z+1, [0,3]
O ()= -4 [-23] (@) f@)=w+ [0.24]
)
)

(a)
()
(e) f(t)=t-t, [-1,4] (f) f(t)=2cost+sen2t, [0,7/2]
(g) f(z)=2"logx, [1/2,4] (h) f(x)=x-2arctanz, [0,4]

Exercicio 4. Encontre os intervalos nos quais f é crescente ou decrescente, seus

valores de maximo e minimo locais e seus intervalos de concavidade e pontos de

inflexao:

(a) f(z)=2°-32"-9x +4 (b) f(z)= xij—?,

(c) f(z)=senz+cosx, 0<x <2 (d) f(x)=cos’z—-2senz, 0 < <27
(e) f(z)=e**+e" (f) f(z)=2logx

Exercicio 5. Encontre os pontos criticos de f(z) = 2*(z - 1)® e determine se sao

extremos locais e de que tipo.

Exercicio 6. Mostre que a curva y = (1 +x)/(1+ 2?) tem 3 pontos de inflexdo e

todos ficam sobre uma mesma reta.
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Exercicio 7. Mostre que os pontos de inflexao da curva y = zsenx estao sobre a

curva y?(2? +4) = 42°.

Exercicio 8 Considere as funcoes

f(z)=2" sen%, g(x) = z* (2 +seni), h(x) = z* (—2+sen%).

Mostre que 0 é um ponto critico das 3 fung¢oes, mas suas derivadas mudam de sinal
infinitas vezes ao redor de z = 0. Mostre também que f nao tem extremo local em

x =0, ao passo que g tem um minimo local e h tem um méximo local.

Exercicio 9. Um objeto de massa m ¢é arrastado ao longo de um plano horizontal
por uma forga agindo ao longo de uma corda atada ao objeto. Se a corda faz um

agulo # com o plano, entao a intensidade da forca é

frmg

F=—T"———
psenf + cosf

onde p é o coeficiente e atrito e 0 € [0,7/2]. Mostre que F' é minimizada quando

tanf = p.

Exercicio 10. Demonstre que a fungao

0 5

ARy |

nao tem extremos locais.

Exercicio 11. Uma janela normanda tem a forma de um retangulo tendo em cima
um semicirculo (o didmetro é igual a largura do retangulo). Se o perimetro da janela
for 10 m, encontre as dimensoes da janela que deixam passar a maior quantidade

possivel de luz.

Exercicio 12. Se lhe for oferecida uma fatia de uma pizza redonda e a fatia precisar
ter um perimetro de 60 cm, qual diametro da pizza vai recompensa-lo com a maior
fatia?

Tem Ciéncia , :
Professor Daniel Nunes Domina ndo (o] Calculo




Licensed to Marco Antbnio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br

Exercicio 13. Uma companhia opera 16 pogos e petréleo em uma area designada.
Cada bomba, em média, extrai 240 barris de petréleo por dia. A companhia pode
adicionar mais pogos, mas cada poco adicional reduz a saida didria de cada um dos
pocgos em 8 barris. Quantos pocgos a companhia deveria adicionar para maximizar

seu lucro?

Exercicio 14. Prove que, dentre todos os retangulos de mesma area, o quadrado

¢ o que tem o menor perimetro.

Exercicio 15. Dada uma esfera de raio R, determinar o raio r e a altura h do

cilindro circular reto de maior superficie lateral 2wrh que pode ser inscrito na esfera.

Exercicio 16. Se a e b sao os catetos de um triangulo retangulo cuja hipotenusa é

1, determinar o maior valor de 2a + b.

n
Exercicio 17. Dados n numeros reais ai, as, ..., ,, prove que a soma Z(w —ag)?
k=1
¢ minima quando x é a média aritmética de ay,aq, ..., a,.

Exercicio 18." Dentre todos os triangulos com dada area, mostre que o triangulo

equildtero é aquele com menor perimetro.

Exercicio 19. Prove que,sep>lex>0, 2P -12p(x-1).
Exercicio 20. Prove que tanz >z se 0 < x < 7/2.
Exercicio 21. Prove que 1> (senz)/z >2/m se 0 <z < 7/2.

Exercicio 22. Prove as seguintes desigualdades:

(a) e > se x>0 (b) e*>1+log(l+x) sexz>0.

r+1
(c) e >1+(1+x)log(l+x)sex>0.
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:r+y) ‘ f(2)+ f(y)

Exercicio 23 Se f”(x) >0, mostre que f( 5 5

Exercicio 24 Dada uma esfera de raio r, encontre a altura da piramide de menor
volume cuja base é um poligono regular de n lados e cuja base e faces triangulares

sao todas tangentes a esfera.

Exercicio 25 Suponha que uma bola de neve derreta de maneira que seu volume
decresce a uma taxa proporcional a area de sua superficie. Se levar trés horas para
a bola de neve derreter para a metade de seu volume, quanto demorara para a bola

de neve derreter completamente?
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9 Indeterminacoes e Regra de L’Hopital

Exercicio 1. Calcule os seguintes limites:

. 312+2x-16 . x?-4x+3 . senhx —senx
(a }cl—lg 22—z -2 (b) }ﬂl—I}?l’ 222 - 13z +21 (c) }cl—{% x3
. (2-x)er-—x-2 log(cosax) . xr-—senx
d) 1 lim ————= f —_—
(d) 20 a3 (¢) 20 log(cos bx) ®) 220 (zsenx)3/?
(¢) Tim Vr-va+vr-a (h) Tim - (i) Tim arcsen 2z — 2 arcsen x
2as 72— 2 e>1, 1 —x +logx 20 x3
D S L) . (sendx)(sen3x) _ ( 1 )m
lim =—=——— k) 1 1) 1 log —
() w1—>1 r—-1 (k) x—1>1732 Tsen 2 1) xg& 08 T
(m) lit{l log xlog(1 - ) (n) li%l (=1 (o) lim a—b, (a>1)
PR 2=0, z—oo
. cosh(z+1) ) sen(1/z)
1 N 7 1 1 — 9z )senz 1 e St A A
(p) lim — 2 (a) lim (1-2%) (r) lim arctan(1/z)

Exercicio 2. A corrente I(t) que circula num circuito elétrico num instante ¢ é
definida por
E
(1) = 1 - ey,
(1) = (1= )

com E, R e L nimeros positivos. Determinte o valor limite de 1(¢) quando R — 0,.

Exercicio 3. Determinar ¢ de modo que

lim (x+c) =4

o\ —C

Exercicio 4. Se um montante inicial de dinheiro A for investido a uma taxa de

juros r capitalizada n vezes ao ano, o valor do investimento apds ¢ anos sera
nt
r
A= A (1 . _)
n

Se n — oo, nos referimos a capitalizagao continua de juros. Usando a regra de
L’Hopital, mostre que se os juros forem capitalizados continuamente, entao o mon-

tante apds t anos sera
A= A()ert
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a, "+ ... +a1x +ag

entao
bram + .+ bz + by

Exercicio 5. Mostre que se r(z) =

i 7). _ O
T—o0 pn—m A,

Exercicio 6. Usando o exercicio anterior, conclua que e* nao é uma funcao racional.

Exercicio 77 Prove que €” nao pode satisfazer uma equacao algébrica com coefici-

entes que sejam polinémios em x.

Exercicio 8. Prove que f(x) = (z?)%, f(0) =1 é continua em x = 0.
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10 Grafico de Funcoes

Exercicio 1. Esboce o grafico das seguintes fungoes:

11 y
@ y=1ri-g (ly=e (© y=VaT¥T-z  (d) y=log(1-loga)
_ er _ Jarctanx _ 1'2—4 _ 3
(e)y_l—em (f) y=e (g)y—x2+4 (h) y=sen’z
-1
(i) y=xtanx (j) y =cossecx —2senz (k) y=2s+ec% (1) y:arctanz+1

Exercicio 2. Encontre as assintotas obliquas as curvas:

(a) y=x—arctanz. (b) y=Va?+4

Exercicio 3. Esboce o grafico da funcao y = (22)*, y(0) = 1. Essa funcao tem

maximos, minimos ou pontos de inflexao?
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11 Meétodo de Newton

Exercicio 1. Use o método de Newton para aproximar uma raiz das seguintes

equagoes com precisao de 6 casas decimais:
(a) senx =22  (b) 2cosz =2?

1
27 =2-22 (d) logz = ——
(© #(d) logr = ——

Exercicio 2. Aplique o método de Newton a equacao 1/z —a = 0 para deduzir o
seguinte algoritmo para os inversos:
_ 2
T4l = 2T, — AT,

(Esse algoritmo possibilita a um computador achar os inversos sem realmente dividir).

Use essa técnica para calcular 1/1,6984 com precisao de 6 casas decimais.

Exercicio 3. Explique por que o método de Newton nao funciona para encontrar

as raizes de ® — 3z + 6 = 0 se o valor inicial escolhido for zo = 1.

Exercicio 4.  Explique por que o método de Newton falha quando aplicado a

equacao &/x = 0 para qualquer valor inicial xq # 0.
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12 Primitivas

Exercicio 1. Encontre uma primitiva de cada uma das seguintes fungoes:

(2) flz) =dz+7 (b) f(x)=2(120+8) (o) f(x)=V2
(d) f(z)=3Ve-2Vx (e) f(x)=%_§
1+t+1¢2

(f) g(t) = 7 (g) h(0)=2senf —sec?d (h) f(x)=2"+4senhzx

(1) f(x)=1+28enx+% G) f(x)=Va2+a/z (k) 7(0) =secHtanf - 2¢’
3

(1) g(v) =2cosv - —

Exercicio 2. Encontre f:

(a) f"(x)=202%-122+62 (b) f"(z)=2z+3e" (c) f'(x)=1/2?
(d) f(t) =t -2cost (e) f"(t)=12+sent (f) f"(x) =2 +senhx

Exercicio 3. Uma particula move-se de acordo com os dados a seguir. Encontre

sua funcéo de posicio:

(a) v(t) =sent - cost, 5(0) =0

(b) v(t) =12 - 3v/t, s(4) =8

(e) a(t) =2t+1, s(0) = 3, v(0) = -2

(d) a(t) =10sent + 3cost, s(0) =0, s(27) =12

Exercicio 4. Um carro estd viajando a 80 km/h quando seu condutor freia
completamente, produzindo uma desceleragao constante de 7 m/s?. Qual a distancia

percorrida antes do carro parar?

Exercicio 5.  Um carro é freado com uma desaceleracio constante de 5 m/s?,
produzindo marcas de frenagem meindo 60 m antes de parar completamente. Quao

rapido o carro estava viajando quando o freio foi acionado pela primeira vez?
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Integral e Teorema Fundamental do Calculo

1 Propriedadas basicas da integral

Exercicio 1. Escreva uma expressao para a soma de Riemann das fungoes abaixo

no intervalo dado (nao é necessario calcular o limite):

(a) f(93)=%,1<w<3 (b) f(x) =2 +V1+2x, 4<2<T

(¢) f(x)=+/senz, 0<z <7

b
Exercicio 2. FEscreva as expressoes abaixo na forma de integral / f(x)dz, deter-
minando a,b e f(x): ’

°3 31 KT i

(a) 7}1_130;5 1+E (b) %L%;Rtan@

Exercicio 3. Expresse como um limite a drea sob a cirvay=a23dexr=0axz=1¢e

calcule o seu valor, usando o fato de que

2
13+23+33+...+n3=[@]

Exercicio 4. Seja A, a area de um poligono regular de n lados inscrito em um
circulo de raio r. Dividindo o poligono em n triangulos congruentes com angulo

central de 27 /n, mostre que

1 2
A, = =nr?sen (—W)
2 n

e calcule lim A,,.

n—oo

Exercicio 5. Expresse o limite como uma integral definida no intervalo dado:

n x; n

Az, [0,1] (b) lim » wn/1+23Ax, [2,5]
i

1=
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() lim Y a;log(l+22)Az, [2,6] (d) lim Y "= Az, [r,2r]
nTee il i

Exercicio 6. Usando o limite de somas de Riemann, calcule as seguintes integrais:

(a) /:15(1+33:)dx (b) [;(x2+x)dx (c) /(;2(2x—x3)dx

™ 0
Exercicio 7. Dado que [ sen* z dx = 37/8, calcule f sen* 6 df.
0 T

Exercicio 8. Usando as propriedades bésicas das integrais, demonstre (sem calcular

as integrais) as seguintes desigualdades:

4 1 1
(a) [ 2 -4 +4dr >0 (b) f v1+x2<f V1+zdr
0 0 0

/3

1
(c) 2sf V1i+a2de<2v/2  (d) 1</‘ senxdﬂcéﬁ
-1 T

12~ Jass 12

Exercicio 9. Expresse o limite como uma integral definida:
nogd 1

n—oo __1 n n—-oo n N

Exercicio 10.  Seja f positiva e mondtona em [a,b], onde 0 < a < b. Seja ¢ a
inversa de f, a = f(a) e f = f(b). Usando a interpretacao da integral como uma

area, verifique que

T o)y =8 —aa— [ f(x)de
J. /.

Exercicio 11. Use o exercicio anterior para calcular (1 <a <b)

b
[ log x dx

a
Exercicio 12. O que podemos dizer sobre / f(z)dx quando f é impar? E
quando f é par? ‘
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Exercicio 13. Avalie

R

Exercicio 14. * (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Mostre que, para qualquer

sequéncia de nimeros reais ay,...,a, € by, ..., by,

(£)(£)> ()

calculando o minimo da func¢ao

g(t) = Z(al + tbl)2 20
=1

Exercicio 15.* (Desigualdade de Cauchy-Schwarz para integrais) Mostre que, se

f(x),g(z) sao fungdes continuas, entao

[v@p [ ( [ @t )

Exercicio 16.* Seja f continua e positiva em [a,b] e seja M o seu valor maximo.

M = lim \/f [f(z)]"

1 1
Exercicio 17 Calcule lim + T
n=com+1 n+2 2n

Prove que
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2 Teorema Fundamental do Calculo

Exercicio 1. Calcule ¢'(z) de duas formas: usando o TFC parte 1 e calculando a

integral usando o TFC parte 2 e derivando.

(a) g(x)z/lxtht (b) g(x)=f0z2+sentdt

Exercicio 2. Encontre as derivadas das seguintes fungoes:

(a) fx)= /0 “Trsecidt  (b) h(z) - fl “logtdt () y= /1 L g

1+¢3
tanz w/4 3z 2 1
d)y= [ Vievia - [ oranga -/ d
(d) y= |, Vi () y=J _ Otan (0 y=| 5 du
1+2x 2x senx
(g) f(z)= tsentdt  (h) g(z) = f\/_ arctantdt (i) / log(1+2v) dv
1-2zx T cosx
Exercicio 3. Calcule a integral
3 1 1
(a) / 2?2+ 2x - 4dw (b) / 7% dx (c) f 240 dx
1 -1 0
™ 49 4 2 /4
(d) // sen 6 df (e) NG dx (f) // cossect cot t dt
/6 1 X /6
2 )3 6 1 1
(g) f Y +43U dv (h) / x°+e"dx (i) f e du
1 0 -1

() [04 2°ds (k) ﬁs%dx (1) LZWCOSGdH
(m) [12(3u—2)(u+1)du (n) [ﬂ:?)cosse(:20d0 (0) f032senx—e’”dx
(p) [Olcoshtdt (q) /1/1/\/5 4 dx

2 1-a?

Exercicio 4. Em que intervalo a curva

T t2

= —dt
4 0 t24+t+2

é concava para baixo?
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T
Exercicio 5. Seja f(x) = f e”’dt. Encontre uma equacao da reta tangente a

curva y = f(z) no ponto com coordenada x = 2.

Exercicio 6 Calcule os seguintes limites:

w4

(a) lim Z(l—+i)

(b) liml( l+\/§+ §+...+ E)
n—co n n n n n

1 1 1 1
c) lim + fot ——
()”"m(\/ﬁ n+1 \/ﬁ n+2 nvn+3 \/ﬁ\/n+n)

(d) lim ! + ! + ! _
nooo \\/p2_(0 n?-1 n?2-4 n?-(n-1)>2
19 +2%+ 3%+ ..+ n®

(e) lim , ondea>-1
n—>00 na+1

Exercicio 7. Se f é continua e g, h sao derivaveis, encontre uma féormula para

"y ar
d!l?/(m) 1)

Exercicio 8. Calcule:

(a) /x1’3+7x2’5dx (b) /v(v2+v)2dv (c) /f/ﬁdaz
d) f\/f(t2+3t+2) dt  (e) [COSSGC2t—26tdt (f) [2+tan29d0

(e) [(ﬂ)2 dt (h) fsect(sect+tant)dt (i) /SGHdex

t senzx

Exercicio 9. Encontre:

s 4 1
a) f 5e” + 3senw dr f 4+6u (c) / (Y + V) do
0 0

/4 1 + cos2 0 7/3 sen @ + sen O tan? 0
© [ w 0 [ 2
0 sec2 0

do

1
(d) / 21+ 107 dx
0

82+t . /4
(g) 0 VB dt f i (i) /(; sec tan 6 df

cos2 0
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10 x 3m/2
() / 2¢ dz (k) f |sen x| dx
- 0

10 senh x + cosh x

Exercicio 10. A &dgua escoa pelo fundo de um tanque de armazenamento a uma
taxa de r(t) = 200 — 4¢ litros por minuto, onde 0 < ¢ < 50. Encontre a quantidade de
agua que escoa do tanque durante os primeiros dez minutos.

Exercicio 11. O custo marginal de fabricacao de  metros de um certo tecido é

C'(x) =3-0,01z +0,000006x>

em délares por metro. Ache o aumento do custo se o nivel de producao for elevado
de 2000 para 4000 metros.

Exercicio 12. Calcule

Exercicio 137 Mostre que se f for continua e

f@ = [

entao f(x) é identicamente nula (ou seja, f(z) =0 para todo = € R).

Exercicio 14:

(a) Verifique que, se z > -1, log(z +1) = / du
0

u+1

(b) Mostre que, para todo n € N, se 0 <z < 1, entao

22 3 22n 22 3 p2n+l
r-—+—-..-—<log(l+x)<z-—+—=-...+
2n 2 3 2n+1

(Sugestao: compare 1/(u+ 1) com uma progressao geométrica)

Exercicio 15 Prove que se f ¢é continua no intervalo [0, 1] entéo

l:i_r)%x /: fij) dz = f(0)
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Exercicio 16 Prove que se uma particula percorre uma distancia de 1 em tempo
1, comegando e terminando em repouso, entao em algum momento no intervalo de

tempo [0, 1] a particula estava sujeita a uma aceleragao igual a 4 ou mais.

Exercicio 177 Suponha que f tem primeira e segunda derivadas em toda a reta real.

Prove que se f for sempre positiva e concava em todo ponto, entao f é constante.
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3 Meétodo da Substituicao

Exercicio 1. Calcule a integral fazendo a substituicao sugerida:
(a) / cos2xdr, u =2z (b) / ze ™ dx, u = -z

(c) [x2\/x3—+1dx, u=2>+1 (d) /senzecosedﬁ, u =senf
(e)[ v dr, u=12*-5 (f) f\/2t—+1dt,u=2t+1

-5

Exercicio 2. Calcule a integral indefinida:

(a) f V122 dz (b) f (31— 2)%0 dx (c) [ cos(t[2) dt
(@) [ senmtar © [cososenoar (1) [ ﬁdu
(g) %m (h) f (loi’;—wydx (M) f cos* Bsen 0 d
() f 2 do (X) f sentv1+costdt (1) f sec? 20 do
m) [u-gtay @) [erar O [ i
0) [snrsen(eosa)dr  (a) [av/rrada o [

(s) / (22 + 1) (2% +32) dz (1) f 5! sen 5 dt (u) :;;Zi dz
v) f ¢t son ¢ dt (w) f e (x) f C"ngﬁdx

Exercicio 3. Calcule:

2t dt
a dt b f C f senh? x cosh z dz
(a) f2t+3 (b) cos?t\/1 +tant (©)
cos(logt) [ x sen 2z
(d) [ t dt () 1+24 du () 1+ cos?x dr
dx 1+zx

h f dz i f x(2x + 5)8 dx

(&) / V1 - 22 arcsen (b) 1+a? ) ( )

() /fUZ\/de (k) fx3vgc2+1dx (1) /tan295e020d9

Exercicio 4. Calcule as seguintes integrais:
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(a) [O cos(rt/2) dt (b) [ T Trde (c) fo "0 sent

cos?t

2 pl/z /4 2
(d) [  dr [ 23+ 2t tanx do (f) [ xVz - 1ldr
1 1

x2 71'/4

a 1/2 arcsen x
V2 +a?dx [ i dx
) /0‘ T logx () 0 V1-2a2

1 dz

(1+/x)!

2m/3
() f/ cossec?(t/2) dt [ cosrsen(senz)dr (1)
/3

Exercicio 5. Mostre que

3
OS/ sen /rdr <1
-2

Exercicio 6. Se f é continua em [0, 7], use a substitui¢ao u = 7—x para demonstrar

que

waf(senx)dx=g[oﬂf(senx)dx

Exercicio 7. Use o exercicio anterior para calcular

T rsenx
—2d:c
0o 1+cos?z

1
Exercicio 8. Calcule f V1-27-V1-a3dx
0
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4 Areas entre curvas e Volumes

Exercicio 1. Esboce a regido entre a curva x = 2y — 4> e o eixo y e calcule a sua

area.

Exercicio 2. Esboce a regido entre as curvas y = 1, y = ¥/ e o eixo y e calcule a

sua 4area.

Exercicio 3. Esboce a regiao entre as curvas e calcule sua area:

y=1/z,y=/rex=8 (b) y=e*,y=ae” ex=0
c) z=y*-2,x=¢’,y=ley=-1 (d) y=sec’x,y=8cosz, -1/3<z<7/3

(a)
()
(e) y=Vo-lex-y=1 (f) y=cosmz e y=42"-1
()

Exercicio 4. Encontre a area da regido delimitada pela pardbola y = 22, pela reta

tangente a pardbola no ponto (1,1) e pelo eixo x.

Exercicio 5. Existe uma reta que passa pela origem e que divide a regiao delimitada

2

pela parabola y = x—x° e 0 eixo & em duas regides de areas iguais. Qual é a inclinacao

dessa reta?

Exercicio 6. Encontre o volume do sélido obtido pela rotagao da regiao delimitada

pelas curvas dadas em torno das retas especificadas.

(a) y=x+1, y=0, =0, x=2 em torno do eixo x
(b) y=vz-1, y=0, z=5 em torno do eixo =

(¢c) y=e", y=0, x=-1, x=1 em torno do eixo z
(d) y=logz, y=1, y=2, x=0 em torno do eixo y

(e) x=2-y% wx=y* em torno do eixo y
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(f) y=2%, y=1, =2 em tornodey=-3
(g) y=senz, y=cosz, O0<x<7/4 em tornodey=-1

(h) y=2, y=+/ em tornode x =2

Exercicio 7. Cada integral representa o volume de um sélido. Descreva o sélido.

s 1
(a) WL senz dx (b) WA yt -8 dy
4
1

(©) 7r/07r/2[(1+cosw)2—1]dx @ 7 [ -6 Vaylds

Exercicio 8. Encontre os seguintes volumes:

(a) Tronco de cone circular reto com altura h, raio da base inferior R, raio da base

superior 7.
(b) Calota de esfera de raio r e altura h.

(¢) Tronco de piramide com base quadrada de lado b, topo quadrado de lado a e

altura h.

Exercicio 9. Uma tigela tem a forma de um hemisfério com diametro de 30
cm. Uma bola pesada com diametro de 10 cm é colocada dentro da tigela, e depois
despeja-se dgua até uma profundidade de h centimetros. Encontre o volume de agua

na tigela.

Exercicio 10. Um barril com altura h e raio maximo R é construido pela rotagao
em torno do eixo x da pardbola y = R - cz?, —h/2 < x < h/2, onde ¢ é uma constante
positiva. Mostre que o raio de cada extremidade do barril é r = R—d, onde d = ch?/4.

Em seguida, mostre que o volume delimitado pelo barril é

V= %ﬁh (2R2 +72 - %dz)

Exercicio 11. Calcule o volume do sélido obtido pela rotagao da regiao entre as

curvas y =0 e y = z(x — 1)? em torno do eixo y.
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Exercicio 12. Calcule os volumes dos solidos de revolucao em torno do eixo y das

seguintes regioes:

(a) y=1/z, y=0, z=1, z=2 (b)y=e™, y=0, =0, z=1
(c) y=2* y=06x-22?

Exercicio 13. Calcule os volumes dos sélidos de revolugao em torno do eixo z das

seguintes regioes:

(a) y=2a®, y=8, x=0 (b)y=a%% y=8 =0
() z=1+(y-2)% z=2 (d) z+y=4, x=y*-4y+4

Exercicio 14. Calcule o volume gerado pela rotacao da regiao delimitada pelas
curvas dadas em torno da reta dada:
(a) y=2*, y=8 =0 em tornodexr=3

(b) y=2%, y=2-2> emtornodez=1

(¢) y=vx, x=2y emtornodexz=5
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5 Integracao por partes

Exercicio 1. Calcule as integrais usando integracao por partes com as escolhas de

u e dv indicadas:

(a) [a:ehdx, u=x, dv=e*dx (b)[\/f?log:cdx, w=logw, dv=+/vdu.

Exercicio 2. Calcule a integral

(a) f x cos br dx
(d) [ arccos x dx

(c /(mz +2x) cosz dx
(f / t cossec? t dt

)
)
(g) f log ¥/x dz (i) f arctan 2y dy
(i) f zcoshagz de (k [ 1; dz 1) [ arctan 4t di

3 . re® / log x
(m) [ z°e*dz (n) FSE dx (0) - dx
T /3
(p) f xrsenzcosxdr (r) f sen zlog(cosx) dx
0 0

?logy )
(s) L /7 dy (u) [(arcsenx) dx

(t) [xtaandx

(v) f12w210gwdw (w) /;ﬁarctan(l/x)dﬂc (x) fol&dm

(v) fo e*sen(t-s)ds  (z) [ arctan~/z dx

Exercicio 3. Calcule:
N

(a) f V7 di (b) [\/793008(92)d9 (c) f zlog(1 + ) da
/2

(d) /cos(logm) dr  (e) fﬁe‘mtsen%dt (f) fwdx
0

T

Exercicio 4. Encontre:

(a) [sen2xdx (b) fsen4xdx
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Exercicio 5 Mostre as seguintes férmulas de reducao:

(a) /(log x)"dx = z(logx)" -n f (logz)" ' dx

1 n-1
(b) [ cos" zdx = —cos" T xsenz + f cos"? zdx
n n

(c) / et dr =a"e" —n f " e dx

t n—-1
(d) [tan"xdx: an lx—ftan”‘zxdﬂc
n_

tanxzsec"2x n-2 9

(e) [ sec" xdr = + sec™”

n-1 n-1

xdx

1
Exercicio 6. Mostre que se n € N entao [ (logz)"dx = (-1)"n!
0

220 (nl)?

1
Exercicio 7. Mostre que se n € N entao [0 (1-2*)"dr = @n+1)!

s . 2
Exercicio 8 Mostre que, para todo n € N*, [ e 2?1 dz pode ser expressa por

meio de funcgoes elementares.
Exercicio 9. Prove que

[Ox[fouf(t)dt] du:foxf(u)(x—u)du

Exercicio 107 Prove que

(Z) = [(n+ 1) /;1:5’“(1 ) dx]_l
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6 Integrais Trigonométricas

Exercicio 1. Calcule:
(a) f sen® z cos® v dx (b)
(d) f cos*(2¢) dt (e)
(2) [ cot x cos? z dx (h)
§) f tanzsec® z dx (k)
(m) f tan® zsec r dx (n) ftan xdz (o) f xsecxtanx dz

/4 3
p) /; o cot? z dx (q) Seri/l/_ (r) f rsen® xdr

(s) Aw/2(2—sen9)2d€ (t) fwdt (u) fcos@cos5(sen0)d0

t2

/2 /2
sen’ fcos®0df  (c) / cos? 6 df
0

/2

sen’zcos’rdr  (f) f\/cosesen30d9

sen? x sen 27 dx (i) f tsen®t dt

=55

tan® r dx 1) ftan4xse06:vdx

~~

Exercicio 2. Calcule

sent 4 6 /2 A 4
(a) [ S dt (b) f cossec* zcot’xdr  (c) / cossec” f cot* 0 df
cos° t /4

/6

(d) f sen8z cosbrdr  (e) / sen 26 sen 66 d6 (f) V1 +cos2xdx

1-tan?zx .
®) [ e [ cosz—1 (i) [ wsen’(z%) da
() f sendzsenbrdr (k) f sec! (/2) de (1) [ cosTHsenT

sen 2x

Exercicio 3. Mostre que se m,n € N entao

n 0 sem#+n
/ senma sennx dr =

™ T osem=n

Exercicio 4. Uma série finita de Fourier é dada pela soma

N
F(z) =) a,sennz
n=1
=qrsenx +assen2x + ...+ aysen Nx
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Mostre que o n-ésimo coeficiente a,, é dado pela férmula

an = 1 [ﬂF(w) sennz dx

us

Exercicio 5 Mostre que, para todo a € R

[77/ 2 sen® x p T
T =—
0 sen® x + cos* 4

(Sugestao: mostre primeiro que / f(x)dx = / fla—2x)dx para toda fun¢ao
0 0
continua f(x))
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7 Substituicao Trigonométrica e Hiperbdlica

Exercicio 1. Calcule a integral usando a substituicao trigonométrica indicada:

1
a r, x=3secl (b [x3 9-a22dx, x=3senf
(@) F ONEY
(c)

z=3tanf

Nz

Exercicio 2. Calcule:

2 2 _ a
& m YLy, (c) f __dr
/65— .2 4 o (a2 +a2)32
3 dr 1/2 NZSI
—_— 1-4x2 f
d)‘/2 (x2_1)3/2d33 (e) TV x2dx  (f) p dx
)/a:):2\/a2—x2dx
0

) dx
mdz 0 J (-5

) [2/3 dx ) 2 dt f
Y S /o1 0 VirE @
N
Lra dx o)f VvV -a?dr
0

x
n —_—
) [\/x2+2x+5

f(x2 x22;2)2 (@) fx L-atde

)foxVQ— 1-a22dx

0 [ i

Exercicio 3. Use a substituicao hiperbdlica x = asenht para mostrar que

[ d—x = arsenh(f)
Va2 +a? a

Em seguida, use a substituicao trigonométrica z = atant na mesma integral para
obter

f\/%=log(x+ \/$2+G/2)

Exercicio 4.  Calcule, primeiro usando substitui¢ao trigonométrica e depois hi-

22
f (22 + a?)3/2 dr

perbdlica, a expressao
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Exercicio 5. A pardbola y = 2?/2 divide o disco 2 +%? < 8 em duas partes. Calcule

a area de ambas as partes.
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8 Integral de funcoes racionais

Exercicio 1. Escreva na forma de decomposicao em fracoes parciais. Nao é
necessario determinar os coeficientes.

4+ r -6 1

&) TranGon ) % () ot
— 93 4 12 4 9 4, 64
Bt e
2 _ 5
) #3022—1 (k) (x2—:c)$(vx:+12:172+1)
Exercicio 2. Calcule a integral:
2
SN =1 ®) [ zoqe O K e e
@ [t @ f4—””3;2x2;4dw 0 [l
0 222+3x+1 3 2 1 y(y+2)(y-3)
2 3
f (xi;)f ; iz) f m (i) (3;(?1)(?)1)261
0 [t 0 [ 0 f S
3 2 _ 4 2
N e LN e s O el

Exercicio 3. Faca uma substitui¢ao para expressar o integrando como uma fungao

racional e entao calcule a integral:

il v [ ws © | gy
>fﬁdw e
Tl O oo D e
0 | tieiiint+2d ® s O Bt
/ (ev — 2)(62w+1) () / senh;: ihsinh4tdt
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Exercicio 4. Calcule:

(a) [ log(z? —x +2) dx (b) [ xarctanz dx

Exercicio 5. Usando a substitui¢do t = tan(x/2), calcule:

dx /2 1
. b f d
(2) fl—cosx (b) /3 l+senx —cosx .

1 ™2 gen 2z
doe (@) [T
(c) [3senx—4cosx v (d) 0 2+cosw ‘

dx
x4 +1

Exercicio 6 Calcule f

Exercicio 7 Se f for uma fungao quadratica tal que f(0)=1e

f%dx

for uma fungao racional, encontre o valor de f'(0).

Exercicio 8" Se a #0 e n € N, encontre a decomposicao em fragoes parciais de

o
a"(x-a)

fx) =

dx
7 -z

Exercicio 9. Calcule f

Exercicio 10X Calcule f Vitan z dx

dz
6+ 1

Exercicio 117 Calcule f
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9 Integrais Improprias e Testes de Convergéncia

Exercicio 1. Explique por que cada uma das seguintes integrais é impropria:

W [ a0 [Teete @ [T lga @ [(eotea
a 1:1;_11) _ooxe X C 0 1+x3x 0 cotr ax

Exercicio 2. Determine se as seguintes integrais sao convergentes ou divergentes e

calcule seu valor quando convergirem:

©  dx 0 dx * s
(2) fg oo P st h (c) fz ¢dp
(d) /oo v dx (e) /mseHQada (f) /oo vl dx
0 1+ 3 0 1 22+ 2z
1 o 2

(&) femmdx W [ sde () [:Z4i4dz
B Y Ay

0o x V1
0 *© dx o el/e
2" —_—
(m) [oo dr () /1 (2z+1)3 (0) /1 x? da
(p) fooseDQGCosedb’
0

Exercicio 3. Determine se as seguintes integrais sao convergentes ou divergentes e

calcule seu valor quando convergirem:

e dz R g
(a,)/(; 22+32+2 (b)f viet dw

(©) f“logxdx
1

T2

@ 7

@ [ e

(f) /05 %l__xdx

. 1 dx
i) [
0 1-22

_o; ;
(e) @
1 Jr+a/x
(h) /°° xarctanx da
0

~~

(1+22)2
T w/2
(k) / / cossec z dx (1) / tan? 0 do
-/2 0
0 el/z 2 cosd
n dx 0 f do
(n) [1 3 (0) 0 /sen6

Exercicio 4. Determine se as seguintes integrais convergem ou divergem:
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© 7 © r+1 Lsec?
d b d f d
(a) L O e (b) 1 i v (0 0 /T *

© 1 +senz * arctanx T sen?x
d s f dr  (f f d
(d) 1 vV z (0 o 2ter ®) 0o Vr !

Exercicio 5. Calcule:

RN e L e b

Exercicio 6. Encontre os valores de p para os quais a integral converge e calcule

o valor da integral para esses valores de p.

Exercicio 7. Calcule, para todo n € N, f e " dx
0

Exercicio 8.

(o)

(a) Mostre que / xdz é divergente.

— 00

t
(b) Verifique que tlim f xdr=0.

oo t

Isso mostra que NAO podemos definir f rdx = lim xdx.

—oo t—oo J_¢

Exercicio 9. Se f(t) é continua para t > 0, sua transformada de Laplace é a fungao
I definida por

F(s) = fo T et dt

e o seu dominio é o conjunto dos niimeros s para os quais a integral converge. Calcule

as transformadas de Laplace das seguintes funcgoes:

(a) f®) =1 (b) f()=€"  (c) f(t)=t
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Exercicio 10. Mostre que se |f(t)| < Me™, entao a transformada de Laplace F(s)

de f existe para s> a.

Exercicio 11. Mostre que

[ 1 [
f e dr = = [ e dx
0 2 Jo

Exercicio 127 Mostre que

oo 1
/ e‘mzd:c=f v/ -logydy
0 0

Exercicio 13. Encontre o valor da constante C' para o qual a integral converge e

calcule o valor da integral:

(a) fow( xi+4‘w(j2)dx (b) [ooo(x2x+1_3x(il)dx

Exercicio 14. Suponha que f é continua em [0,00) ¢ que lim f(z) = 1. E possivel

que f f(x)dx seja convergente?
0

o 1
Exercicio 15 Prove que f sin? [7r (:c + —)] dx nao existe.
0 x

oo 4 2
Exercicio 16 Calcule f ( a ) dx
-1 \1+2a6

© dz
Exercicio 17 Prove que lim — =
k—oo Jo 1+ kx10

Exercicio 18. Mostre que se a > 0, entao

a
lim ——dr =7
h—0+ J-q h2 + .’L'2

Tem Ciéncia , :
Professor Daniel Nunes Domina ndo (o] Calculo




Licensed to Marco Antbnio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br

Exercicio 19 Se f /() dzx converge para todo a >0 e se lir% f(z) = L, mostre
a T T

que

[T Hen-10n,,

converge para « e [ positivos e tem o valor L log é
o
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10 Comprimento de Arco

Exercicio 1. Usando a férmula de comprimento de arco, calcule o comprimento

de arco das seguintes curvas e compare com o resultado da geometria basica:

(a) y=2x-5, xe[-1,3] (b) y=V2-2%2 xe[0,1]

Exercicio 2. Encontre o comprimento das seguintes curvas:

(a) y=1+62%2 2€[0,1] (b) 36y = (22 -4)%, z€[2,3], y>0

() y=log(cosz), € [0,2]  (d) y=log(secw), x € [0,%]
(e) y=3+3cosh2z, x€[0,1] (f) y=Va-2?+arcsen/z

(g) y=log(1-2?), z€[0,3]

1
Exercicio 3. Para a funcao f(x) = Zew + e™®, demonstre que o comprimento de

arco em qualquer intervalo tem o mesmo valor que a area sob a curva.

Exercicio 4. Encontre a funcao de comprimento de arco para a curva y = arcsen x +
V'1-22 com ponto inicial (0,1).

Exercicio 5. Um vento continuo sopra uma pipa para oeste. A altura da pipa acima
do solo a partir da posicao horizontal z = 0 até x = 25 é dada por y = 500, 1(z-15)%

Ache a distancia percorrida pela pipa.

Exercicio 6. Um fio pendurado entre os postes localizados nas retas z =-bex =b
adota o formato de uma catenaria, dada pela equagao y = ¢ + acosh(x/a). Calcule o

comprimento do fio.
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Exercicio 70 Prove que a curva definida por

1
x?sen— sel<zx<l

Y= e
0 sex=0

tem comprimento finito, ao passo que a curva continua definida por

1
rsen— selO<x<l
’y: 37
0 sex=0

nao é retificivel (ou seja, tem comprimento infinito).
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11 Areas de Superficies de Revolucao

Exercicio 1. Calcule a area das superficies de revolucao obtidas pela rotagao ao

redor do eixo z:

(a) y=a° z€[0,2] (b) y=V5-=x, x€[3,5] (c) y¥*=x+1, 2€[0,3]
(d) 92 =9*+18,2€[2,6] (e) y=cos(z/2), xe[0,7] (f) y=senwx, x€[0,1]

Exercicio 2. Calcule a drea das seguintes superficies de revolu¢ao em torno do

eixo y:

(a) 2?3 +y*P=1,y€[0,1] (b) y=12*-1Llogr, v€[1,2]

x

Exercicio 3. Se a curva infinita y = e™, x > 0 é girada em torno do eixo z, calcule

a area da superficie resultante.

Exercicio 4. Encontre a area da superficie de revolucao obtida a partir da elipse

1.2 y2
g-i'?:]_ a>b

em cada caso:

(a) giro em torno do eixo z (elipsoide ou esferoide prolato)

(b) giro em torno do eixo y (esferoide oblato)

Exercicio 5. Encontre a drea da superficie do toro obtido pela rotagao do circulo

(- R)*+y*=7r% em torno do eixo y (R > 7).

Exercicio 6. Mostre que, se girarmos a curva y = /% + 72 em torno do eixo
x, a area da superficie resultante tem o mesmo valor que o volume englobado, para

qualquer intervalo a < x < b.
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Exercicio 7. Mostre que um observador a uma altura H acima do polo norte de

uma esfera de raio r pode ver uma parte da esfera que tem &area

2mr2H
r+H

Exercicio 8" Duas esferas com raios r e R estao colocadas de modo que a distancia
entre os seus centros é d, onde d > r + R. Onde deve ser colocada uma luz na reta

que liga os centros de modo a iluminar a maior area total de superficie?
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Séries

1 Sequéncias e Séries

Exercicio 1. Usando a definicao formal de limite, explique o que significa dizer

que lim a, = 8.

n—oo

Exercicio 2. Usando a definicao formal de limite, explique o que significa dizer

que lim a, = co. E quanto a lim a, = —00?

n— 00 n—o0o

Exercicio 3. Determine se a sequéncia converge ou diverge. Caso convirja, encontre

o limite.
_ 3n o (=) ~ \"
(a) W =T 6o (b) a, =2+ - (c) an—1+( 2)
10m 4n? - 3n logn
d n = 1+— n= A o5 4 f n =
(d) @ " gn () a 2n2 +1 (£) @ log 2n
2 n
(8) an =senn (1) an=(1+5) (i) an= Un
(j) an=2"cosnm (k) a, =arctan(logn) (1) a,=n-vVn+1lvn+3
n!

(m) a,=nsen(1l/n) (n) a,= o

Exercicio 4. Determine se a sequéncia é crescente, decrescente ou nao monotona.

Diga também se ela é limitada.

1-
+

3

(a) a,=cosn (b) a,=n(-1)" (c) a,=n*-3n+3 (d) a,=

\)
S

Exercicio 5. Mostre que a sequéncia definida por

1
ar=1 an+1:3_a_
n

é crescente e limitada. Deduza que ela é convergente e calcule o seu limite.
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Exercicio 6. Mostre que a sequéncia

a; =2 an+1=3 a
— Un

é monoétona e limitada. Conclua que converge e calcule o seu limite.
Exercicio 7. Mostre pela defini¢ao de limite que lim 7™ =0 se |r| < 1.
n—o0
Exercicio 8. Mostre que se lim a,, =0 e (b, )ney for limitada, entao lim (a,b,) = 0.
n—>o0 n— 00

Exercicio 9.  Explique, usando a definicao de limite, o que significa dizer que

i a, = 9.
n=1

2n
3n+1

(a) Determine se (ay)neny é convergente.

Exercicio 10. Seja a, =

(b) Determine se ) a, ¢ convergente.
n=1

Exercicio 11. Determine se a série converge ou diverge. Caso convirja, calcule seu

valor.
nil( %) (b) ; . (n3+ 5 nil (et - /D)
(1 1 = = (~3)n-!
;(ﬁ ) © Skt 0 55
® % WY 0 ;—Hzg)n

1

0 5(:

Exercicio 12. Encontre os valores de x para os quais a série converge. Calcule a

MS

n(n+1)) () ii—z

n

soma da série para esses valores de x.

) 2(_5)nxn (b) 2(1‘4—2)” (C) 2(92# (d) ienx (e) ise;l:x

n=0 n=0
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[ee]

Exercicio 13. Considere a série Y n/(n+1)!. Calcule as primeiras somas parciais
n=1

S1,89,83,54. Conjecture uma férmula para s, e prove sua validade usando indugao

matematica. Em seguida, calcule o valor da soma da série.

Exercicio 14. O Conjunto de Cantor é construido da seguinte forma. Comecamos
com o intervalo fechado [0, 1] e removemos o intervalo aberto (%, %) Isso nos leva a
dois intervalos, [O, %] e [%, 1], e removemos cada terco aberto intermediario. Quatro
intervalos permanecem, e novamente repetimos o processo. Continuamos esse proce-
dimento indefinidamente, em cada passo removendo o terco aberto do meio de cada
intervalo remanescente do passo anterior. O Conjunto de Cantor consiste de todos
os nimeros em [0, 1] que permanecem depois de todos os infinitos intervalos terem
sido removidos.

Mostre que o comprimento total de todos os intervalos que foram removidos é 1.
Nesse sentido, dizemos que o Conjunto de Cantor tem medida nula. Apesar disso, o
Conjunto de Cantor contém infinitos nimeros. (Mais do que isso: ele é um exemplo
de conjunto nao enumeravel de medida nula, ou seja, que nao pode ser posto em uma

correspondéncia bijetora com os nimeros naturais).

Exercicio 15 Encontre a soma da série

~ . . . 1 _ 1
(Sugestao: mostre primeiro que tan sx = cot 3o —2cot x)

Exercicio 16 Encontre a soma da série

onde os termos sao os reciprocos dos inteiros positivos cujos unicos fatores primos

sao 2 e 3.

> 1
Exercicio 17. Encontre a soma da série Z log (1 - —2)
n=2 n
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2 Testes de Convergéncia

Exercicio 1. Suponha que f seja continua, positiva e decrescente para = > 1 e

= f(n). Desenhando uma figura, coloque em ordem crescente as trés quantidades:

6 5 6
f1 f(x)dx Z;ai Z;ai

Exercicio 2. Use o Teste da Integral para determinar se a série é convergente ou
divergente:

@St WY @Y @Y

n=1 n=19M = aan+1l =2 n(logn)?
= _ SN g 2 >, arctann

(@ Son (1) Dowte (g 3 AR
n=1 n=1 n=1 n

© o0 11 1
B b ~0,9999 1oty gty b
(a)n;nﬁ ()n;,n () T+ g+ 57 ¥ 51 ¥ 125
© \/n+ 4 1 11 1 1 1

d Sl =
()n; n? (€) A TR TR TR

1 1 1 1
i) 1+ + + + +
n=2 M k=1 2V2 3V3 4/4 5V6

Exercicio 4. Encontre os valores de p para os quais a série converge:

>, 1 -~ (1 +n2)P d 1 > logn
(2) nz:zn(logn)P (b) ;::1 (1 ) ,;nlogn [log(logn)]P] (d) nZ::l np

Exercicio 5. (Fung¢do Zeta de Riemann) A fungao ¢ é inicialmente definida por
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onde s € C. Nesse formato, porém, ela ndao converge para todos os niimeros complexos.

Para quais ntimeros reais x a fun¢ao ((x) (no formato acima) estd definida?

Exercicio 6 (Constante de Euler-Mascheroni) Mostre que a sequéncia

t 1+1+1+ +1 lo
n=1l+=-+=-+..+——logn
2" 3 no 8

converge. Seu limite é denotado como 7 e é conhecido como constante de Euler-
Mascheroni.
(Sugestao: mostre primeiro que t, >0 ao comparar a série harmoénica truncada

com uma integral. Depois analise o comportamento de t,,1 —t,.)

[ee)
Exercicio 7. Encontre todos os valores positivos de b para os quais a série Z plosn

n=1
converge.

Exercicio 8. Encontre todos os valores de ¢ para os quais a série converge:

% (5-50)

—\n n+1

Exercicio 9. Verifique se as séries abaixo convergem:

X n n 1 1
(a) 7;2713+5 (b) =nd-5 (c) T;n3+8 (@) nzzzzlogn
1 n+1

=
gL
—
+
Q
@}
)
S
D
gL

3+n

=
S~—
Eol
agk
oy

w
+ g
i
= oyl
+
w
3
I
i

D

3
3
I
i
S

[\V]
+
—

=
3
gk
S

-n

NgE
q]
3
+
—_| -
Nk
[\]
+
|9
@
=
S
=
8
—
[S—y
+
S|
~—
2o
Q]
gL
S|

n=1 ner + n=1 n2 n=1 n=1
ad 1) > 1 1 ad 1 > 1

m sen | — n —tan — o) P

( )nz::l (n ()nz::ﬂl n ()mz=:133n4+1 ()nz::zn n?-1
® n2+cosn > el/n © 1

(a) nzl - (r) nZl - (s) n;nm/n

Exercicio 10. A representacao decimal de um ntimero entre 0 e 1 é 0,d;dyds...,

Tem Ciéncia , :
Professor Daniel Nunes Domina ndo (o] Calculo




Licensed to Marco Antbnio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br

onde d; € {0,1,2,3,..,9}, que significa

d1 dy ds

0 d1d2d3 10 102 + 1—03 +

Mostre que essa série sempre converge para qualquer escolha de dy, da, ... € {0,1,2,3, ...,9}.

Exercicio 11. Suponha que Zan e an sejam séries com termos positivos tais

que
Mostre que se Z b, converge, entao Z a, também converge.

Exercicio 12. Suponha que Zan e an sejam séries com termos positivos tais

que
ap
lim — = o0

n—oo

Mostre que se Y b, diverge, entao Y a, também diverge.
Exercicio 137 Mostre que se a,, >0 e Z a, converge, entao Z a? também converge.

Exercicio 14. Verifique se a série converge ou diverge:

@ S o) S @ > U

sen (’I’L+1)7T

P (e) n;(—l)”seng (f) HZ:% ——
@ V" () 2(—1)’%(\/“1-\/5)

Exercicio 15. O que significa dizer que uma série é absolutamente convergente?

E condicionalmente convergente?

Exercicio 16. Determine se a série é absolutamente convergente, condicionalmente

convergente ou divergente.

) i% b Y

()

n2+1 =n?+l
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4 2(—1)"\/nz+2 © :2 751(;1;:1 i:: logn

Exercicio 17. Para quais valores de p a série é convergente?

0 5 EU ) y B Syt ) SO0

n=1 TP

Exercicio 18. Em um dos exercicios anteriores, vimos que a constante de Euler-
Mascheroni ~ satisfaz

1 1 1
=liml+-+-+..—-1
v = lim +2+3+ ——logn

n—>00

Seja h,, a soma parcial da série harmonica e a, a soma parcial da série harmonica

alternada.

(a) Mostre que (a,) converge.

(b) Mostre que as, = ho, — hy,

(c) Use os itens anteriores e a caracterizagao de -y para provar que

11 1 1 1
R S P
2 3 175 6 T8

Exercicio 19. Use o teste da razao para determinar se a série converge:

(@) ;5% (b) 2(_ )n23:13 51 (-3 n)n ! imon
O Seom O S © 5 oy

Exercicio 20. Use o teste da raiz para determinar se a série converge:
2

(a) 2(%)71 i:: (=D (c) i (1+ l)n (d) i(arctann)”

log n)n n=1 n n=0

Exercicio 21. Determine se série é absolutamente convergente, condicionalmente

convergente ou divergente:
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n=2 n n=1 n=2 logn n=2
I e R

Exercicio 22. Definaa;=1¢

2+cosn

a = —aqa
n+1 \/’ﬁ n

Determine se Z a, converge ou diverge.

Exercicio 23. Para quais valores de k € N a série abaixo converge?

= (nl)?
n=1 (kn)'
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3 Séries de Poténcias

Exercicio 1. Encontre o raio de convergéncia e o intervalo de convergéncia das

séries de poténcias abaixo:

@S IV ©Yie @ i—“}ﬁ ChE
(®) ni::lnnxn () 722 (23:‘;0?7: zloin (@) 2n(lignn)2

Exercicio 2. Se k € N, encontre o raio de convergéncia da série

= (),
n=0 (kn)'

Exercicio 37 Sejam p,q ntimeros reais, p < g. Encontre uma série de poténcias cujo

intervalo de convergéncia seja:

(a) (mq) (b) (p,q] (c) [p,a) (d) [p,q]

Exercicio 4.” E possivel encontrar uma série de poténcias com intervalo de con-

vergéncia [0, 00)7 Explique.

Exercicio 5. Encontre uma representacao em série de poténcias para cada uma

das fungoes abaixo e determine o seu raio de convergeéncia:

(a) f(@)= 7 (b) ()= © f@)=
@ G >—T216 © 1) =20 @0 0 f(.fﬁ):xjchxﬁg
®) f(0)= g

Exercicio 6. Use derivacao para encontrar uma representacao em série de poténcias

para

1
f(f)—m
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Determine seu raio de convergeéncia.

Exercicio 7. Encontre uma representacao em série de poténcias para

1
f(x)—m

e determine seu raio de convegencia.

Exercicio 8. Encontre uma série de poténcias para log(1-x) utilizando integracao.

Em seguida, faga x = 1/2 e encontre uma expressao de log2 como uma série.

Exercicio 9. Represente cada uma das seguintes fungoes como série de poténcias:

1l+x

@) 1) = o () f@)=log(-2) (o) f(x) = aretans’
(@) f) =log (1)

Exercicio 10. Calcule as integrais indefinidas como séries de poténcias e determine

os raios de convergéncia.

@ [ L ) [ #los(1+?)dr (0 fmﬂdx

1-1¢8 x

(d) [:clog(1+x2)dﬂc

Exercicio 117 Mostre que

oo xn
f(z) = 250

é solucao da equacao diferencial
f(@) = f(z).

Em seguida, prove que €” = f(x).

Exercicio 12. Use a série de poténcias de arctanz para demonstrar a seguinte
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expressao de m como série infinita:

_ < (=nr
" 2\/5,;) (2n+1)3"

Exercicio 13 Determine o intervalo de convergéncia de

[ee]
Z n3z"
n=1

e calcule o valor da sua soma.
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4 Séries de Taylor

Exercicio 1. Encontre a série de Maclaurin das seguintes funcoes, bem como seu

raio de convergéncia:

(a) f(x)=(1-2) (b) f(z)=cosz (c) f(x)=2" (d) f(x)=senhaz
(e) f(x) =log(1+x)

Exercicio 2. Encontre a série de Taylor das seguintes funcoes centradas no valor
a dado:

(a) f(x)=2+22%+2,a=2 (b) f(z)=logz,a=2 (c) f(z)=€¢*,a=3
(d) f(z)=senz,a=m (e) f(x)=x,a=16 (f) f(x)=1/2* a=-3

Exercicio 3. Use a série binomial para expandir a funcao como série de poténcias.
Diga qual é o raio de convergéncia.

1 5

(b) G oy (c)

(a) V1-z 8+x (d) (1-xz)%*

Exercicio 4. Obtenha a série de Maclaurin das seguintes fungoes:

X

(@) () =axctans®  (b) J()=wcos2e () [()= ey

(d) f(x)=sen’x

Exercicio 5. Use a férmula

1 l+z
tanhx = =1
artanh z QOg(l—x)

e a série de Taylor de log(1 + ) para mostrar que

o0 x2n+1

artanhz = Z o
n

n=0

Exercicio 6. Calcule a integral como uma série infinita:

Tem Ciéncia , :
Professor Daniel Nunes Domina ndo (o] Calculo




Licensed to Marco Antbnio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br

(a) /mdx (b) fwdx (c) [1‘28811:1:2(11‘

T

(d) /arctaandw (e) fx2e_m2 dx

Exercicio 7. Encontre a soma da série:

(log2)® (log2)®

o 5 E b

oo

(-1)"—13? () 1-log2+
n n

n=0 n' n=1 21 3'
(D & (D I

(d) 7;)42n+1(2n+ 1)! (e) nZ:;) 627(2n)! (f) 1.2 3.93 + 5.5 7.97 + ...
S (x+2)n

(8) ,;) (n+3)!

Exercicio 8. Encontre a série de Taylor de arcsenx em torno de x = 0 usando

fw dt
arcsenx =
0 VI-¢2

Exercicio 9. Encontre as séries de Taylor das seguintes fungoes em torno de x = 0:

T gent

(a) arsenhz (b) fox e dt (c) /(; Tdt

Exercicio 10
(a) Mostre que a série de Taylor da fungao

T

fx) =

1-2-22

oo
> faa™,
n=0

onde (f,) é a sequéncia de Fibonacci, dada por fo =0, fi=1e f, = fu1 + fao
(n >2). (Sugestio: escreva x/(1-x —2%) = ¢y + 1@ + c22* + ... e multiplique os

dois lados por (1 -z —z?))

(b) Escreva f(z) na forma de soma de fragoes parciais para encontrar a série de
Taylor de uma forma diferente, obtendo uma férmula explicita para f,, em funcao

de n.
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