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Aula 18

APRESENTACAO DA AULA

Fala, pessoal!

Na aula de hoje, trataremos sobre um assunto muito temido pelos concurseiros: trigonometria.
Destaco que é especialmente importante vocé entender (e nao somente decorar) como funciona o ciclo
trigonométrico, pois ele é a base de toda a trigonometria. Especial atencdo deve ser dada também a Relagdo

Fundamental da Trigonometria (RFT), que nos ajuda a resolver diversas questdes.

No segundo tépico da aula, estudaremos as principais fun¢des trigonométricas, incluindo as funcgdes
trigonométricas inversas.

Vamos avancado com calma e constancia. A aula apresenta uma teoria extensa, porém necessaria para que
vocé ganhe base e confianca para resolver as questdes de trigonometria.

Vamos exibir, no inicio de cada topico, um pequeno resumo para que vocé tenha uma visdao geral do
conteudo antes mesmo de iniciar o assunto.

Conte comigo nessa caminhada =)

Prof. Eduardo Mocellin.

@ @edu.mocellin
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TRIGONOMETRIA

Angulos

Og 6,

360° 2mrad

Razoes trigonométricas em um triangulo retangulo

cateto oposto ao dngulo
hipotenusa

sen (angulo) =

cateto adjacente ao dngulo

cos (angulo) - hipotenusa

cateto oposto ao dngulo

tan (angulo) =
( g ) cateto adjacente ao angulo

sen 0

tan @ =

cosf

Razoes trigonométricas notaveis

ANGULO O

(GRAUS ; RAD)

sen @ 0 1 E ﬁ 1
2 2 2

cos@ 1 ﬁ E 1 0
2 2 2

tané@ 0 E 1 V3 N&o existe
3

Ciclo trigonométrico

Conceitos basicos|

e O ciclo trigonométrico (ou circulo trigonométrico) é um circulo de raio igual a 1 com centro na origem
do plano cartesiano (plano xy).

¢ Uma vez tragado um raio que faz um angulo 8 com o eixo x, a projecdo do raio no eixo x é o cosseno
de 0 e a projecao do raio no eixo y é o seno de 6.

e O ciclo trigonométrico é um circulo orientado, de modo que o sentido positivo dos angulos é o sentido
anti-horario.
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y
r 3
(0,1)
...................... (x,¥) = (cos@,sen @ )
2 E
sen @ L)’ !
(-1,0) 0 PER .
cols 6 X
(=1,0)

¢ No primeiro quadrante (1) estdo os angulos entre 0° e 90°;

¢ No segundo quadrante (ll) estdo os angulos entre 90° e 180°;

¢ No terceiro quadrante (lll) estdo os angulos entre 180° e 270°; e
¢ No quarto quadrante (IV) estdo os dngulos entre 270° e 360°.

sen + sen +
cos — cos +

(-1,0) (1,0)

sen — sen —

cos — cos +
10

Para reduzir um angulo y a um angulo x do primeiro quadrante, devemos seguir a seguinte regra:
* Se y esta no segundo quadrante, o angulo x é tal que y = 180° — x;

* Se y esta no terceiro quadrante, o angulo x é tal que y = x + 180°; e

* Se y esta no quarto quadrante, o angulo x é tal que y = 360° — x.
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y=180° — x

(-1,0)

y =x+ 180°

Método pratico para obter o seno e cosseno de quaisquer angulos
¢ |dentificar o quadrante em que se encontra o angulo y em questao;
* Reduzir o angulo y ao primeiro quadrante, obtendo o angulo x;
¢ Obter o seno e o cosseno do angulo x do primeiro quadrante; e
e Atribuir os sinais para o seno e o cosseno de acordo com o quadrante em que se encontra o angulo y
original.
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Tangente no ciclo trigonométrico

y

tan — tan +

(-1,0) (1,0)

tan + tan —

Atangente de um dngulo y qualquer também pode ser obtida por meio da reduc¢do ao primeiro quadrante.
¢ |dentificar o quadrante em que se encontra o angulo y em questdo;

* Reduzir o angulo y ao primeiro quadrante, obtendo o angulo x;

¢ Obter a tangente do dngulo x do primeiro quadrante; e

e Atribuir o sinal para a tangente de acordo com o quadrante em que se encontra o angulo y original.

Cotangente, secante e cossecante

cosf

1
cotg 0 —m,cotge =

sen 0

secH =
cosfO
1
cossec 0 =
sen 6

Trigonometria e geometria plana

Lei dos Cossenos

A Lei dos Cossenos nos permite obter qualquer um dos lados do triangulo a partir do conhecimento de
dois lados e do angulo entre esses dois lados. Temos que:

a? = b?+c? —2bccosA

b? = a? + c?> — 2accos B

c¢?=a?>+b—2abcosC

A Lei dos Senos nos diz que a razdo entre o comprimento de um lado e o seno do dngulo oposto a ele é
igual para todos os lados:

a b c

send sen B sen C

Area do paralelogramo e do tridngulo

Aparalelogramo =a.b.sena

1
Atrianguio = S a b.sen a
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Identidades

Identidades da cofuncdo

sen 6 = cos(90° — Q)

cos O = sen (90° — 6)
tan 8 = cotg (90° — 6)
cotg 6 = tan(90° — 0)

Se a soma de dois dngulos for igual a 90°, o seno de um angulo é igual ao cosseno do outro, e vice-versa.

Identidades par/impa

sen (—8) = —sen 6
cos(—0) = cos

sen?0 +cos?6 =1
tan’0 + 1 = sec?0
cot?6 + 1 = cossec? 0

Identidades da soma e da subtracao

sen (a +b) =senacosb + senbcosa
cos(a+ b) =cosacosb —senasenb

tana+tanb
tan(a + b)) = —
( ) 1-tanatanb

sen(a—b) =senacosb —senbcosa
cos(a —b) = cosacosb +senasenb

tana-tanb
tan(a — b)) = ———
( ) 1+tanatanb

Identidades do arco duplo

sen 20 = 2sen 0 cos@
cos 260 = cos? 6 — sen?6

2tan6
tan 260 =
1-tan2 6

cos 20 = 2cos?6 —1
cos 20 =1 — 2 sen?6

Identidades do arco metade

] 1-cosé@ 7] 1+cos @ 7] 1—cos 6
sen- =+ cos- =+ tan— =+
2 2 2 2 2 1+cos 6

Transformac¢do da soma em produto

sen A+ sen B = 2sen (g) cos (%)

sen A —sen B = 2sen (%) cos (%)
cosA + cosB = 2 cos (AZLB) cos (%)

cosA — cosB = —2sen (%) sen (AZ;B)
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Angulos

Antes de comecarmos a matéria de trigonometria propriamente dita, vamos fazer uma breve revisdo sobre
angulos.

No dia a dia, € muito comum medirmos angulos em graus. Por razdes histdricas, recebemos como heranca

S 1 a . P
dos babil6énios o fato de 1° (1 grau) corresponder a 360 do angulo referente a uma circunferéncia.

Em outras palavras, os babilonios dividiram a circunferéncia em 360 partes e definiram que um grau

corresponde a uma dessas partes.

Atualmente, o Sistema Internacional de Unidades (Sl) adota o radiano (rad) como medida de angulo. Para
entender esse conceito, considere uma circunferéncia de raio R e que uma pessoa percorreu uma distancia

R ao longo dessa circunferéncia.
R
1 rad
U

Por definicdo, angulo correspondente a distancia R percorrida pela pessoa corresponde a 1 radiano.
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Em outras palavras, 1 radiano é o angulo correspondente ao arco de comprimento R de uma circunferéncia
de raio R que, no exemplo, foi percorrido por uma pessoa.

Professor, e se a pessoa percorrer a circunferéncia toda, qual vai ser o dngulo em radianos?

Excelente pergunta caro aluno! Vocé deve se lembrar de que o comprimento total de uma circunferéncia de
raioR é 2nR.

Como um arco de comprimento R corresponde a 1 rad, a circunferéncia toda, que tem comprimento de 2w
vezes R, apresenta um angulo de 2m vezes 1 rad, isto é, 2 rad.

ijTI' rad

21TR

Muito mais importante do que conhecer a definicdo de radianos é saber converter um angulo de graus para
radianos e vice-versa.

Sabemos que o angulo que corresponde a circunferéncia completa é 360°, que equivale a 2 rad. Para
obter transformar um angulo de graus para radianos ou de radianos para graus, basta realizar uma regra de
trés com esses valores.

Por exemplo, como exprimir 60° em radianos?
Se x é a medida do angulo em radianos, temos que 60° estd para 360° assim como x esta para 27 rad. Logo:

60° X

360° 2mrad

=—X
X 360 2T

—1x2
x—6 T

X =

s
6

21
E para converter ? rad para graus, como fazer?
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. . A . . 21 ,
Se x é a medida do angulo em graus, temos que x estd para 360° assim como 5 rad esta para 2m rad.

Logo:
X 2?” rad
360° 27w rad
360 1
= o X —
x 3
x = 120°

Genericamente, se um mesmo angulo apresentar o valor 8, em graus e o valor 6, em radianos, temos que
6, esta para 360° assim como 6, estd para 2m rad. Logo:

8, _ 0,
360° 2mrad

(PM AM/2011) Ao mostrar um projeto para um amigo, um arquiteto diz: “Este arco tera cinco pi sobre seis
! radianos”. O amigo entendeu que o arquiteto se referiu a (57)/6 rad, converteu para graus e obteve:

a) 140°;
: b) 150°;
c) 160°;
 d) 170°.
Comentarios: :
Se um mesmo angulo apresentar o valor 6, em graus e o valor 6, em radianos, temos que 6, esta para 360°
: assim como 6, esta para 2m rad. Logo:
: 6, 6,
360° 2mrad

6, = 360° X

Gaba rito: Letra B.

Cumpre destacar que o radiano é um nimero adimensional, sendo a notagdo "rad" pouco utilizada. Em
termos praticos, isso significa que, ao dizer que um angulo mede 2, por exemplo, entende-se que o angulo

~ g A m, A Vi
em questdo é 2 rad. Da mesma forma, um angulo que mede S eum angulo de > rad .
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Razoes trigonomeétricas em um triangulo retangulo

Considere um triangulo retangulo ABC com um angulo reto (de 90°) em A. Considere também que o
comprimento dos lados opostos aos vértices 4, B e C sdo, respectivamente, a, b e c.

B

o]
A b C

Veja também que chamamos de B o dngulo do vértice em B e de € o angulo de vértice C.

Da geometria plana, sabe-se que o lado oposto ao angulo reto, a, é denominado hipotenusa. Além disso, os
lados b e ¢ sdo os catetos do triangulo retangulo.

Seno de um angulo

Para os angulos B e € do triangulo retangulo, denominamos seno do angulo a razio entre o cateto oposto
ao angulo e a hipotenusa.

cateto oposto ao angulo

sen (angulo) =

hipotenusa
Portanto, para o triangulo que desenhamos, temos:
sen B =—
a
. C
sen C = —
a

Vocé deve saber que o seno de um angulo é uma propriedade do dngulo em questdao. Em outras palavras,

uma vez determinado o angulo, o valor da razdo entre o cateto oposto ao angulo e a hipotenusa é uma
constante.

Por exemplo, suponha que o tridngulo ABC seja "esticado" para o angulo A'B'C, conforme mostrado na
figura a seguir.
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No tridngulo A'B’C, temos que o seno do angulo € é dado por:

!

., C
senC =—
a

Da geometria plana, sabemos que os tridngulos ABC e A'B'C s3o semelhantes e, portanto:

©‘|m
Qo

Logo, temos:
. C
senC = —
a

Note que chegamos ao mesmo valor obtido para o sen C calculado no triangulo ABC original. Isso ocorre
por que, uma vez determinado o angulo C, o valor da razio entre o cateto oposto ao angulo e a hipotenusa
é uma constante.
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(CM Araraquara/2016) Num triangulo ABC retangulo em A, sabe-se que os catetos medem 10cme 24 cme
: que o angulo B é maior que o angulo C. Desse modo, o seno do angulo B ¢ igual a: :

: 5
5
: 12
i b)—
: 13
: 5
v
: 10
:d)—
713
Comentarios:

Como o angulo B é maior do que o angulo C, o cateto oposto ao vértice B é maior do que o cateto oposto :
: ao vertice C. Logo, b = 24cm e ¢ = 10cm.

B

c=10cm

>

b=24cm
Pelo Teorema de Pitagoras, temos:

: a? = b*+c?
a’ = 102 + 247
a’? =676
a=26

: O seno do angulo B é igual a:

. cateto oposto ao B
sen B =

hipotenusa
24
26
12

B=—=
sen 13

senB =

Gabarito: Letra B.
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Cosseno de um angulo

Vejamos novamente um tridngulo retangulo ABC com um angulo reto em A.

B

0
A b C

Para os angulos B e C do tridangulo retangulo, denominamos cosseno do angulo a razao entre o cateto
adjacente ao angulo e a hipotenusa.

cateto adjacente ao angulo

cos (angulo) = hipotenusa

Professor, o que é um cateto adjacente a um determinado dngulo?
Excelente pergunta, caro aluno! Vocé deve se lembrar de que em um tridngulo retdngulo existem apenas
dois catetos. O cateto adjacente a um determinado angulo é aquele cateto que ndo é o oposto a esse angulo!

E aquele cateto que esta "do lado" do angulo.

Portanto, para o triangulo que desenhamos, temos:

-~ C
cos B =—
a

b
cos C =—
a

O cosseno de um angulo também é uma propriedade do dngulo em questao. Em outras palavras, uma vez
determinado o angulo, o valor da razdo entre o cateto adjacente ao angulo e a hipotenusa é uma
constante.
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(SEDUC MT/2021) Em um tridangulo retangulo, o cosseno do angulo § vale 15/23. Se o cateto adjacente ao
angulo B mede 45 mm, a medida da hipotenusa, em mm, desse triangulo é:

a) 38
: b) 53
c) 69
 d) 76
Comentarios:

Ao desenhar um triangulo retangulo e determinar uma posi¢do qualquer para o angulo S, o cateto adjacente
: a0 angulo B é aquele que estd "do lado" do angulo.

B

c=45mm

Sendo a a hipotenusa do triangulo retangulo, temos:

ﬁ c
cosp = —
a

c

cosf
45

~15/23

a=69mm

Gaba rito: Letra C.



Aula 18

Tangente de um angulo

Vejamos novamente um tridngulo retangulo ABC com um angulo reto em A.

B

0
A b C

Para os angulos B e € do triangulo retangulo, denominamos tangente do angulo a razdo entre o cateto
oposto ao angulo e a o cateto adjacente ao angulo.

cateto oposto ao angulo

tan (4ngulo) = - —
(angulo) cateto adjacente ao angulo

Portanto, para o triangulo que desenhamos, temos:

- b
tan B = —
c

tanC = =
an =3

A tangente de um angulo também é uma propriedade do angulo em questdao. Em outras palavras, uma vez

determinado o angulo, o valor da razdo entre o cateto oposto ao dngulo e o cateto adjacente ao angulo é
uma constante.

Perceba que o valor da tangente de um angulo é a razdo entre o seno do angulo e o cosseno do angulo.

senB b/a b .. senB

—=——=— > tan B = —
cosB c¢/a ¢ cos B
senC c/a ¢ . senC
——=——=— > tan(C = —
cosC bj/a b cos C

Portanto, para um angulo 6 qualquer, temos:

sen 6

cos @
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(Pref Itaplpoca/2011) Em um triangulo retangulo o menor cateto mede 6 cm e o cosseno do angulo oposto
i aele 62 :
: 5

A tangente do maior angulo agudo deste triangulo vale

2 - =2
Wld Wl ;lw W

o

Comentarios:
Vamos definir, arbitrariamente, que o menor cateto é oposto ao vértice C de um triangulo ABC.
B

c = 6cm

O maior angulo agudo é o angulo que é oposto ao maior cateto, b. Trata-se, portanto, do angulo B. A
questdo pergunta pela tangente do angulo B. Logo, devemos determinar:

t E—b—b
an = —6

Assim, para resolver o problema, precisamos determinar o cateto b.

O cosseno do angulo oposto ao menor cateto é:

. b
cos C =—
a

Note, portanto, que:
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: Pelo Teorema de Pitagoras, temos:
: a? = b% + c?
5 2
—b) = b* + 6
(G

25
2 _ p2
16b b + 36

25
—p2 —p?2 =
16b b 36

9b2—36
16

b? = 36,2 E
IR

Logo, a tangente do maior angulo agudo é:

tanB =

Gabarito: Letra D.

Catetos escritos em termos de um angulo e da hipotenusa

Uma consequéncia interessante do que vimos até aqui é que, uma vez que temos definida a hipotenusa a e

um angulo @ de um tridngulo retangulo, os catetos sdo podem ser escritos como funcdo desses dois
parametros. Observe o tridngulo retangulo abaixo
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Note que:

c
sen=—->c=a.sen@
a

cos=——->b=a.cos0
a

Assim, ao visualizar um tridngulo retangulo, vocé ja pode ter em mente o seguinte:

asenf

o]

acos 6

Essa ideia sera utilizada quando tratarmos do ciclo trigonométrico.




Aula 18

Razdes trigonomeétricas notaveis

E necessério que vocé leve para a sua prova (DECORE) alguns valores notdveis para o seno, para 0 cosseno
e para a tangente dos angulos de 0°,30°,45°,60° e 90°.

Esses valores sdo ditos notaveis justamente porque sdo passiveis de dedu¢ao por meio de conhecimentos

basicos de geometria plana.
VATENCAO
DECORE!

ANGULO O

(GRAUS ; RAD)

sen @ 0 1 E ﬁ 1
2 2 2
1
cos @ \/_§ \/_E — 0
2 2 2
tan @ E 1 V3 N3o existe
3

A titulo de aprofundamento, vamos mostrar a origem do seno e do cosseno dos angulos em questao.
Obtidos os valores do seno e do cosseno, a tangente pode ser extraida por meio da seguinte relacao ja vista:

sen @

tan 0 =
cos @

A A ~ . . .
Cumpre destacar que a tangente para o angulo S ou 90° ndo existe, pois, sendo o cosseno igual a zero, a
tangente é dada pela razdao de um nlimero inteiro pelo nimero zero.
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: Vejamos a origem do seno e do cosseno para os angulos de 0°,30°,45°,60° e 90°.

Angulo 8 = 45°

Con5|dere um tridngulo retangulo isésceles ABC, retangulo no vértice A, que apresenta dois catetos de Iado
l Os angulos ABC eACB, opostos a dois catetos de mesmo comprimento, s3o iguais.
: Suponha que esses dois angulos medem a. Como a soma dos angulos em um triangulo qualquer é igual a :
180°, temos:

90°+ a + a = 180°
2a = 90°
a = 45°

A
: [
Pelo Teorema de Pitagoras, sabemos que a hipotenusa a mede:
2 lZ + lZ
2 212

a=I2

: Tomando qualquer angulo de 45° do triangulo em questao, temos:

Lol 1 V2
: sen 45° = =—->sen45°=—
a W2 V2 2
5 l V2
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: Angulo 8 = 30° e Angulo 6 = 60° :
Considere um triangulo equilatero ABC de lado . Da geometria plana, sabe-se que todos os angulos internos
: n ‘1 ~ . . a , 3 :
: desse triangulo equilatero sdo de 60°. Além disso, a altura desse triangulo é h = T\/—

B

Note que a altura do tridngulo equildtero ABC divide o angulo ABC ao meio, bem como essa altura divide o :
: lado AC na metade.

: Nesse momento, vamos nos concentrar no tridangulo retangulo ABM.

Observe o dngulo ABM = 30°. Temos:

l/2
sen 30° = T - sen30° =—

V3

h V3
cosBO°=7=T—>c0530°=7

Observe agora o dngulo BAM = 60°. Temos:
: L3
7:%—>sen60°=—

l/2 1
cos 60° = T - €c0Ss 60° = 2
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Angulo 8 = 0°
Para um angulo 8 = 0°, pode-se entender que temos um tridngulo retangulo degenerado, que apresenta o
: cateto oposto a 0 igual a zero e o cateto adjacente a 6 igual a hipotenusa. :
: a
6=0° o] asenéd

acos 6
Nesse caso:
asen0°=0->sen0°=20

acos0°=a - cos0° =

Angulo 8 = 90°

Para um angulo 8 = 90°, pode-se entender, "forcando a barra", que temos um "tridngulo" retangulo que
: apresenta o cateto oposto a 0 igual a hipotenusa e o cateto adjacente a 0 igual zero. :

a asen@

6 =90° .\ [o]
a cos 6

: Nesse caso:
asen90°=a »sen90° =1

acos90°=0->cos90°=0
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Ciclo trigonométrico

Até o momento, estudamos algumas razoes trigonométricas (seno, cosseno e tangente) para angulos entre
. s ~ T
0° e 90°, isto é, para angulos entre 0 e >

A partir de agora, por meio do ciclo trigonométrico, vamos estender o conceito para quaisquer angulos.

Conceitos basicos

O ciclo trigonométrico (ou circulo trigonométrico) é um circulo de raio igual a 1 com centro na origem do
plano cartesiano (plano xy).

A partir desse circulo, podemos desenhar um raio que faz um angulo 8 com o eixo x.

e
0,1)
(x,y) = (cos@,sen @)
A ':
sen 0 2 I
(-1,0) 0 P lao
COISB X
(-1,0)

O encontro desse raio com o circulo é um ponto (x,y), em que x representa cos 0 e y representa sen 6.

Em outras palavras, podemos dizer que, uma vez tragado um raio que faz um angulo 6 com o eixo x, a
projegao do raio no eixo x é o cosseno de 0 e a projeg¢ao do raio no eixo y é o seno de 6.

O concurseiro mais atento deve ter percebido que o fato de cos 6 ser a proje¢ao no eixo x e o fato de sen 0
ser a projecao no eixo y decorre justamente do fato de que temos um triangulo retangulo com hipotenusa
igual a 1. Observe:
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"{,/x

0

1.sen@

I C——

»
>

1.cos0 X

Vale destacar que o ciclo trigonométrico é um circulo orientado, de modo que o sentido positivo dos
angulos é o sentido anti-horario. Vocé entendera com mais detalhes essa ideia de orientagdo nos exemplos

do tdpico a seguir.
(o)

TOME

NOTA!

O ciclo trigonométrico (ou circulo trigonométrico) é um circulo de raio igual a 1 com centro
na origem do plano cartesiano (plano xy).

Uma vez tragado um raio que faz um angulo 8 com o eixo x, a projecao do raio no eixo x
é o cosseno de 0O e a projeg¢ao do raio no eixo y é o seno de 6.

O ciclo trigonométrico é um circulo orientado, de modo que o sentido positivo dos
angulos é o sentido anti-horario.

Seno e cosseno para quaisquer angulos

Nesse momento, vamos expandir o conceito de seno e cosseno para angulos fora do intervalo de 0 a 90°,
. P ~ . s
isto é, para angulos fora do intervalode 0 a 2>

Inicialmente, vejamos a representagdo do angulo 8 = +60°.

. R . 1 V3 A . -
Sabemos que 60° é um angulo notavel, de modo que cos 60° = Sesen 60° = > Como o angulo é positivo,
devemos avancar 60° no sentido anti-horario.
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y
3
V3
(cos 60°, sen 60°) = (_7)
(-1,0) o
X
(-L0)
Vejamos, agora, a representacdo do angulo & = —60°. Como o angulo é negativo, devemos avancar 60° no

sentido horario.

(=1,0)

1
(cos 60°,sen 60° ) = (__ i

V3
2’2

(1,0)

(=10)

v

)

2 2

(cos(—60°),sen (—60°) ) = (—.——

1\/5)
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Como a projec¢ao no eixo x é o cosseno do angulo e a projecao do eixo y é o seno do angulo, temos:
1
cos(—60°) = cos(60°) = >

V3

sen (—60°) = — sen (60°) = — 53

Agora faco uma pergunta para vocé: qual é o seno e o cosseno de 135°?

Eu sei ld, professor!

Vamos com calma, caro aluno! A primeira coisa que devemos fazer é representar o angulo no ciclo
trigonométrico. Uma vez que ele estd representado, a projecdo no eixo x é o cosseno do angulo e a projecao

do eixo y é o seno do angulo.

Vamos desenhar esse angulo no ciclo trigonométrico:

(cos 135°,sen 135°)

(-1,0) (1,0)

A J

(-10)

Veja que o angulo suplementar a 135° é:

180° — 135° = 45°
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Sabemos que 45° é um angulo notavel, e que:

V2
sen 45° = —
2
V2
cos45° = —
2
A partir da figura a seguir, percebe-se que:
V2
sen 135° = sen 45° = -
V2
cos 135° = —cos 45° = -5
2
(0,1)

v

SN

V2
)

(cos 135°,sen 135°) = (——,— (cos 45°,sen 45°) = (

(=1,0)

(=1,0)

Agora vamos determinar o seno e o cosseno de 240°.

Novamente, a primeira coisa que devemos fazer é representar o angulo no ciclo trigonométrico. Uma vez
que ele esta representado, a projecao no eixo x é o cosseno do angulo e a proje¢ao do eixo y é o seno do

angulo.
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(~1,0) (1,0)

v

(cos 240°,sen 240°)

(=10)

A partir da figura a seguir, podemos perceber que:

sen 240° = —sen 60° = —

co0s 240° = —cos 60° = —

(=1,0)

13
(cos 60°,sen 60°) = 2

(1,0)

v

- Nl =

o o 1 'U§
(cos240°,sen 240°) = 373 (-1,0)
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Vejamos agora o seno e o cosseno de 330°.

Como de costume, a primeira coisa que devemos fazer é representar o dngulo no ciclo trigonométrico. Uma
vez que ele esta representado, a projec¢ao no eixo x é o cosseno do angulo e a projec¢ao do eixo y é o seno
do angulo.

(-1,0) (1,0)

A J

(cos330°,sen 330°)

(=1,0)
A partir da figura a seguir, podemos perceber que:
1
sen 330° = —sen 30° = —3
V3
c0s 330° = cos 30° = >

y

r 3

0,1

(cos 30°, sen 30°) = V31
CcOSs . sen = 2 .2

(—-1,0) (1,0)

v

'\.-"E 1
(cos330°,sen 330°) = 5

(=10)
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Professor, e se tivermos um dngulo maior do que 360°?
Excelente pergunta, caro aluno! Nesse caso, devemos desconsiderar as voltas completas.
Por exemplo, vamos calcular o seno e o cosseno de 1935°.

Note que, ao dividir 1935° por 360°, obtemos quociente 5 e resto 135°. Logo, 1935° corresponde a 5 voltas
de 360° e mais 135°. Consequentemente, a representa¢dao de 1935° no ciclo trigonométrico é igual a
representac¢ao do angulo 135°.

(cos1935°, sen 1935°)

(=1,0) (1,0)

A 4

(=10

Ja vimos que:
2
sen 135° = sen 45° = >

cos 135° = —cos 45° = —

N[

Logo:

sen 1935° = sen 45° = —

S

cos 1935° = —cos 45° = —
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Em resumo, para obter o seno e o cosseno de angulos fora do intervalo de 0° a 90°, devemos encontrar
um angulo correspondente que esteja no intervalo de 0° a 90°, atentando-se sempre para o sinal dessas
razoes trigonométricas.

Observe que podemos dividir o ciclo trigonométrico em quatro quadrantes:
¢ No primeiro quadrante (I) estdo os angulos entre 0° e 90°;
¢ No segundo quadrante (ll) estdo os angulos entre 90° e 180°;
e No terceiro quadrante (lll) estdo os angulos entre 180° e 270°; e
¢ No quarto quadrante (IV) estdo os angulos entre 270° e 360°.

Veja que:

¢ No primeiro quadrante (1), temos y positivo e x positivo. Logo, temos o seno positivo e o cosseno

positivo;

¢ No segundo quadrante (ll), temos y positivo e x negativo. Logo, temos o seno positivo e o cosseno
negativo;

e No terceiro quadrante (lll), temos y negativo e x negativo. Logo, temos o seno negativo e o cosseno
negativo; e

¢ No quarto quadrante (IV), temos y negativo e x positivo. Logo, temos o seno negativo e o cosseno
positivo.

N4

sen + sen +
cos — cos +

(—1,0) (1,0)

v

sen — sen —
€os — cos +

(=10

Com os exemplos vistos até o momento, vocé ja é capaz de obter o seno e o cosseno de angulos fora do
primeiro quadrante. O tépico seguinte formaliza a ideia que vimos nos exemplos até agora.

Antes de partir para o préximo tépico, vamos resolver um exercicio.
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. o 3 . . :
: (Pref. Ararangua/2016) Resolva,em 0 < x < m, aequagdo senx = %e assinale a alternativa que apresenta :
: a soma das raizes da equacdo.

Ea)3n
: b) /3
Ed)Zn
Ee)n

: Comentarios:

: ~ . A . V3
: Para resolver a questao, precisamos obter os angulos x entre 0 e r (entre 0° e 180°) tais que sen x = e

: 7 VK] T, -
: Sabemos que 60° corresponde a 36 portanto, senz = —. Logo, x1 = 3 éuma solugdo.
: Desenhando o ciclo trigonométrico, identificamos uma segunda solugdo x, entre 0 e 7w que apresenta o :

: . V3
i senoigual a >

Ty 1\,"§
COS—,SEHE)— E,T

(—1,0) (1,0) _
X
(-10)
Veja que:
: N T
X, +=—=1
273
21
Xy = —
273

: Logo, a soma das raizes da equagdo senx = ~ com 0<x<m,éiguala:
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Gabarito: Letra E.

Reducao ao primeiro quadrante

Ao nos depararmos com um angulo que ndo estd no primeiro quadrante, podemos encontrar um angulo
correspondente no primeiro quadrante, de modo que esse angulo correspondente apresenta, em mdédulo,
0 mesmo seno e 0 mesmo cosseno do angulo original.

E justamente essa ideia que utilizamos nos exemplos anteriores. Por exemplo, para o angulo 240°, obtemos
o angulo 60° como o seu correspondente no primeiro quadrante. Note que o angulo de 60° apresenta, em
maddulo (sem considerar o sinal), o mesmo seno e o mesmo cosseno do angulo 240°.

4
. N (13
(cos 60°,sen 60°) = (57)
(-1,0) (1L0)
X

(cos 240°,sen 240°) = (_

1 3
-——) (-1,0)

Para reduzir um angulo y a um angulo x do primeiro quadrante, devemos seguir a seguinte regra:

N
N

e Se y estd no segundo quadrante, o angulo x é tal que y = 180° — x;
e Se y estd no terceiro quadrante, o angulo x é tal que y = x + 180°; e
e Se y estd no quarto quadrante, o angulo x é tal que y = 360° — x.

A figura a seguir ilustra essa regra, mostrando a simetria apresentada no ciclo trigonométrico.
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y =180° — x x

(-10)

y = x + 180° y =360°—x

Cumpre destacar que, para angulos menores do que 0° ou para angulos maiores do que 360°, devemos
primeiro fazer com que o angulo fique entre 0° e 360° desconsiderando as voltas completas para que, na
sequéncia, fagamos a reducdo ao primeiro quadrante utilizando a regra aprendida.

Por exemplo, vamos reduzir o angulo 1935° ao primeiro quadrante.

Vimos que, ao dividir 1935° por 360°, obtemos quociente 5 e resto 135°. Logo, podemos subtrair 5 voltas
completas de 1935°, obtendo 135°.

Como y = 135° esta no segundo quadrante, o angulo x do primeiro quadrante é tal que:
y=180°—x
135° =180° — x
x = 180° — 135°
x = 45°
Portanto, a reducdo ao primeiro quadrante de 1935° é 45°,

Por outro lado, considere o angulo —1935°. Sabemos que a divisdo por 360° nos da quociente —5. Ao
somarmos 5 voltas completas a —1935°, obtemos:

—1935°+4+5.360° = —135°
Somando mais uma volta completa, temos:

—135° + 360° = 225°
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Como y = 225° esta no terceiro quadrante, o angulo x do primeiro quadrante é tal que:
y =x+ 180°
225° = x + 180°
x = 225°—180°
x = 45°
Portanto, a reducdo ao primeiro quadrante de —1935° é 45°.

(PETROBRAS/2012)

Q
S

: No ciclo trigonométrico de centro O, representado na figura, os angulos POB e QOS s3o congruentes, e o
arco AP, tomado no sentido anti-horario, mede 164°.

Reduzindo-se o arco AQ ao primeiro quadrante, o valor encontrado serd igual a
a) 16°

: b) 24°

c) 64°

: d) 74°

e) 86°

Comentarios:

Vamos chamar os angulos POB e QOS de a.

: Sabemos que o arco AP mede 164°. Em outras palavras, o angulo AOP mede 164°.
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Na figura a seguir, observe que:

Portanto:
164° + o = 180°
a=16°

. Observe agora o terceiro quadrante. Note que o angulo BOQ somado ao angulo @ = 16° corresponde a 90°. .
i Logo: !

BOQ + 16° = 90°
BOQ = 74°

164°
16°

B 7450 A
16°
Q
S

-
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! Portanto, o arco AQ (angulo A0Q) é dado por:
; AOP + POB + BOQ
= 164° + 16° + 74°

= 254°
P
254°
)
B 745 |© A
16°)
Q
S

: Devemos reduzir o angulo y = 254° ao angulo x do primeiro quadrante. Como y estd no terceiro quadrante, :
: temos: :

y =x + 180°
254° = x + 180°
x = 254° — 180°

x = 74°

O gabarito, portanto, é letra D.

Observe que a reducdo ao primeiro quadrante também poderia ser obtida observando que, na figura a
: seguir, os angulos BOQ e x = AOT s3o iguais por serem opostos pelo vértice. :



Aula 18

T

P

254° =gt

16°| x=74

B 42 Y0 A

16°

Q

s

Gabarito: Letra D.

Método pratico para obter o seno e cosseno de quaisquer angulos

Agora que sabemos realizar a reducdo ao primeiro quadrante, temos um método pratico para obter o seno
e o cosseno de um angulo y fora do primeiro quadrante. Basta seguir os seguintes passos:

e Identificar o quadrante em que se encontra o angulo y em questdo;

e Reduzir o angulo y ao primeiro quadrante, obtendo o angulo x;

e Obter o seno e o cosseno do angulo x do primeiro quadrante; e

e Atribuir os sinais para o seno e o cosseno de acordo com o quadrante em que se encontra o angulo
y original.

Vejamos um exemplo.

: Determine o seno e o cosseno de 330°.

Identificar o quadrante em que se encontra o angulo y em questao

O angulo y = 330° encontra-se no quarto quadrante (IV).

Reduzir o angulo y ao primeiro quadrante, obtendo o dngulo x

Como y = 330° esta no quarto quadrante (IV), temos:

y =360°—x
330° = 360° — x
e A
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Obter o seno e o cosseno do angulo x do primeiro quadrante
: cos 30° = — :
2
30° !
sen ==
2

Atribuir os sinais para o seno e o cosseno de acordo com o quadrante em que se encontra o angulo y
original

Como angulo y = 330° encontra-se no quarto quadrante (IV), o cosseno é positivo e o seno é negativo. '
: Logo:

V3
cos 330° = —

2
330° = !
sen =3

A figura a seguir ilustra o cosseno e seno de angulos notdveis entre 0° e 360°. Note que os pontos (x,y)
representados sdo tais que (x,y) = (cos 6, sen 0)
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HORA DE

PRATICAR!

(TCE-TO/2022) Sabendo-se que cos x = %, entdo cos 20x é igual a:
a)l E
o
)0
L d) -1
e) 10
Comentarios:

. L, . . 1
Considerando que x esta no primeiro quadrante, como cosx = b temos x = 30°.

Nesse caso, o dngulo 20x é:
20x = 20 x 30° = 600°

Queremos, portanto, obter cos 600°. Para tanto, vamos utilizar o método pratico que acabamos de ver.

Identificar o quadrante em que se encontra o angulo y em questao

Note que o dngulo em questdo apresenta mais de uma volta (é maior do que 360°). Nesse caso, vamos :
subtrair um nimero inteiro de voltas para que o dngulo fique entre 0° e 360°. :

Subtraindo uma volta de 600°, temos:
600° — 360°
= 240°

Temos que o angulo de 240° est4 entre 180° e 270°. Portanto, 240° encontra-se no terceiro quadrante :

(I11).

Reduzir o angulo y ao primeiro quadrante, obtendo o angulo x
Como y = 240° esta no segundo terceiro (lll), temos:
y =x + 180°
240° = x + 180°
x = 240° — 180°
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: Obter o cosseno do dangulo x do primeiro quadrante
I 60° ! I
cos ==
2

Atribuir o sinal para o cosseno de acordo com o quadrante em que se encontra o angulo y original

: Como o angulo y = 240° encontra-se no terceiro quadrante, o cosseno é negativo. Logo:

1
240° = —
coSs 2

: Consequentemente:

1
cos 20x = cos 600° = cos 240° = —3

: O gabarito, portanto, € letra B.

: - o . , , . 1 , :
: Observagdo: caso ndo considerassemos que x esta no primeiro quadrante, sendo cosx = > poderiamos
: obter x = 330°. Nesse caso, teriamos 20x = 6600°.

: Ao subtrair 18 voltas completas desse angulo, obtém-se 120°. Nesse caso, obteriamos a mesma resposta:

1
cos 20x = cos 6600° = cos 120° = -3

(CM Itabirito/2016) Em um ciclo trigonométrico, pode-se observar que diferentes arcos possuem o mesmo
i valor de seno. :

: . , . LT,

: Assim, € CORRETO afirmar que sin—é igual a:
11w

i a) sin—

: 6

: . 7T

: b) sin—

: 6

: . 13w

i ¢) sin—

: 6

: . AT

i d) sin—

: 6

: Comentarios:

: T . n 4
: Sabemos que < corresponde a 30°. Para o intervalo entre 0° e 360°, o angulo suplementar a ‘ apresenta o :

(1 n .
mesmo seno, que é -. Esse angulo é dado por:

_ n_51r
X=T 5= 6
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(=1,0) (1,0)

(=10)

: . ~ 5m :
: Veja que ndo temos — has respostas.

op_ oge an ~ T ~ .
Observe que outras possibilidades de angulos que nos ddo o mesmo seno de 5 sdo aquelas em que :

, C 5
somamos ou subtraimos voltas de 360° (isto é, 2 rad) de g ou de ?".

Em termos matematicos, se tomarmos um numero inteiro qualquer k, podemos dizer que os angulos que :
T . . :
apresentam o mesmo seno de < sdo dos seguintes formatos:
T
—+ k.(2m); ou
6
5t
? + k. (277.')

Para k = 1, temos:

T 13w
3 +1.Q2n) = e
5w 177
? + 1. (277.') = T

Poderiamos continuar alterando os valores de k, de modo a obter outros angulos que também apresentam :
. 1 . R 137 . . . :
o senoigual a s Observe, porém, que o angulo — aparece na alternativa C, que é o gabarito.

Portanto, € CORRETO afirmar que sin% é igual a sin BT”.

Gabarito: Letra C.
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(PETROBRAS/2010) O cosseno de % radianos é

: V3
a)—;

-
o
d) +3
e)+§

: Comentarios:

: 291 - . fys
: Para obter o cosseno de —» vamos utilizar o método pratico que acabamos de ver.

Identificar o quadrante em que se encontra o angulo y em questao

: Note que o angulo em questdo apresenta mais de uma volta (é maior do que 27). Nesse caso, vamos subtrair :

: um numero inteiro de voltas para que o angulo fique entre 0° e 360°, isto é, para que o angulo fique entre :
:0e2m.

Subtraindo duas voltas de 297”, temos:

297

o 2.(2m)

29T — 247

T 6 :

5t :
6

: n 5T , s . , , 5T
: Temos que o angulo - esta entre Sem, isto é, esta entre 90° e 180°. Portanto, - encontra-se no segundo :
: quadrante (l1).

Reduzir o angulo y ao primeiro quadrante, obtendo o angulo x
: 5 .
: Comoy = ?n estd no segundo quadrante (Il), temos:

y =180° —x
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: Obter o cosseno do angulo x do primeiro quadrante
T V3
c0s — = —
6 2

Atribuir o sinal para o cosseno de acordo com o quadrante em que se encontra o angulo y original

: . 5 , .
: Como &ngulo y = = encontra-se no segundo quadrante (I}, o cosseno é negativo. Logo:

5w V3

cosg =%

: o . . L 5T, . . 297
: Como a representagao no ciclo trigonométrico de — € igual a representacao de —~ temos:

2911_ V3
cos i

Gabarito: Letra A.

Tangente no ciclo trigonomeétrico

Sabemos que a tangente de um angulo pode ser obtida por meio da seguinte divisao:

Também é possivel obter a tangente de um angulo 8 de modo geométrico, por meio do ciclo trigonométrico.
Para isso, devemos seguir os seguintes passos:

1. Tracar uma reta paralela ao eixo y passando pelo ponto (1, 0) do ciclo trigonométrico;
2. Tracar uma segunda reta passando pela origem do plano cartesiano com inclina¢ao 0; e

3. Obter o ponto de intersec¢ao entre as duas retas.

A tangente do angulo 0 é a distancia, considerando o sinal, do ponto de intersec¢ao das duas retas ao eixo
X.

A figura a seguir ilustra a obtencdo do valor de tan 6.
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- tan®
(LO) X
(—=1,0)
Cumpre destacar que a tangente de um angulo 6 sera:
e Positiva, se 8 estiver nos quadrantes | e lll g;
o Negativa, se 8 estiver nos quadrantes Il e IV.
- y
tan —
(:_L U) _
X
tan +




Aula 18

A titulo de ilustracdo, observe a tangente de 135°:

(cos135°, sen 135°) = (

(—1,0) {1,0)

—tan135° = —1

A tangente de um angulo y qualquer também pode ser obtida por meio da redugdo ao primeiro quadrante:

e Identificar o quadrante em que se encontra o angulo y em questdo;

e Reduzir o angulo y ao primeiro quadrante, obtendo o angulo x;

e Obter a tangente do angulo x do primeiro quadrante; e

e Atribuir o sinal para a tangente de acordo com o quadrante em que se encontra o angulo y original.

"

(EEAR/2021) O valor da tan 1665° é:

a)o

b1

V3

- d)-V3

Comentarios:

: Identificar o quadrante em que se encontra o angulo y em questao

: Note que o angulo em questdo apresenta mais de uma volta (é maior do que 360°). Nesse caso, vamos :
: subtrair um nimero inteiro de voltas para que o angulo fique entre 0° e 360°. :

Ao dividir 1665° por 360°, obtemos quociente 4 e resto 225°. Logo, ao subtrair quatro voltas de 1665°,
: obtemos 225°. :

B R RN R RN R R RN R RN R RN A RN R RN A RN A RN R A N AR AN SN EEEEAEEEEEEAAEEEEEAAEEEEENEEEEEEASSEEEEESEEEEEEEEEEEEEEEEEEE [
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: O dngulo 225° encontra-se no terceiro quadrante (l11), pois é maior do que 180° e menor do que 270°.

Reduzir o angulo y ao primeiro quadrante, obtendo o dngulo x
Como y = 225° estd no terceiro quadrante (Il), temos:
' y = 180° + x
225°=180°+x
x = 45°

Obter a tangente do angulo x do primeiro quadrante
tan45° =1

Atribuir o sinal para a tangente de acordo com o quadrante em que se encontra o angulo y original
Como angulo y = 225° encontra-se no terceiro quadrante (lll), a tangente é positiva. Logo:

tan225°=1

Como a representacdo no ciclo trigonométrico de 1665° é igual a representacdo de 225°, temos:
tan1665° =1
Gabarito: Letra B.
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Cotangente, secante e cossecante

Até o momento, vimos as razdes trigonométricas mais comuns: seno, cosseno e tangente. Além dessas trés
razOes trigonométricas, é importante que vocé conhega a cotangente, a secante e a cossecante.

A cotangente é o inverso da tangente:

‘a0 cos @
co =
g sen 0
A secante é o inverso do cosseno:
p 1
secl =
cosf@

Por fim, vocé deve saber que a cossecante é o inverso do seno:

1
sen @

cossec 0 =

Vejamos como isso pode aparecer em questdes de concurso publico.

(Pref. Caetés/2018) A expressdo trigonométrica y = %
éigual a

a) secO

b) cossec 6

c)sinf

d) cos 8

e) tan 6

Comentarios:

Sabemos que cotgf = ﬁ- Logo:

tan@ - cotgl
Y= T ose
_ 1% g
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e _1 ...........................................................................................
" cos6
: = secH
Gabarito: Letra A.
(IF PR/2017) Sendo x e y as medidas de dois arcos com 0 < x <g en<y< 37”, respectivamente. Ao

: simplificar a expressdo - cossecy - sec®y - cotg x obtém-se:

S
cotgy
: a) sec’y.cossec x
i b) sec®y.cos x
c) cossec® x . seny
d) cotg x :
Comentarios:

! Vamos reorganizar a expressdo, separando as razdes trigonométricas que apresentam o arco x daquelas que

apresentam o arco y.

. €Y cossec y.sec’y.cotg x
cotg y

1

2
= —.C0S8SsecYy.secC .secx.cotg x
cotn y y y g

: Desenvolvendo a expressao, temos:

1 1 ) 1 cosx
——— . ———. Sec’y. .
COSY "seny Y cos x senx
seny
seny 1 , 1 1
= . .seccy.—.
cosy seny 1 senx
' 11 ., 1 '
= .—.sec”y.
cosy 1 senx

= secy.sec*y.cossec x

= sec3y.cossec x
Gabarito: Letra A.
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Trigonometria e geometria plana

Se vocé ja estudou geometria plana, provavelmente vocé ja conhece a Lei dos Cossenos. Nesse topico, vamos
revisar esse contetdo, bem como mostraremos outras aplicaces da trigonometria na geometria plana.

Destaco que, a excecdo da Lei dos Cossenos, a incidéncia do que sera visto nesse tdpico é extremamente
baixa.

Lei dos Cossenos

Considere um triangulo ABC de lados a, b e ¢ e de angulos 4, B e C, em que 4 é oposto ao lado a, B é
oposto ao lado b e C é oposto ao lado c.

A b C

A Lei dos Cossenos nos permite obter qualquer um dos lados do triangulo a partir do conhecimento de dois
lados e do angulo entre esses dois lados. Temos que:

a? = b? +c%2—2bccosA
b% = a? + ¢2 — 2accos B

¢t =a%?+b—2abcosC
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(PM SP/2018) A figura apresenta um hexagono regular inscrito em uma circunferéncia de centro G e
: diametro igual a 20 centimetros. :

A medida, em centimetros, do segmento de reta de extremidades C e E é igual a:

a) 103

b) 11V3

c) 12v3

d) 13v3

e) 143

Comentarios:

Note que, pela simetria do hexagono regular, os angulos EGD e DG C medem, cada um, %00 = 60°.

E D

%' C
A B
Observe, portanto, que o angulo EGC mede 120°. Além disso, sabemos que os segmentos GE e GC s3o raios

: da circunferéncia e, portanto, medem 10 cm, pois o comprimento do raio é a metade do comprimento do
: didmetro.
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Podemos aplicar a Lei dos Cossenos no tridangulo EGC. Denominando o comprimento do segmento de reta
: de extremidades C e E de x, temos: :

x% =10% + 102 — 2.10.10. cos 120°

Sabemos que 120° estd no segundo quadrante e, portanto, apresenta cosseno negativo. Reduzindo ao
P A . 1
: primeiro quadrante, temos o angulo de 60°, que apresenta cosseno igual a > Logo:

. 1
. cos120° = —3
Portanto:
: 2 )
x4 =100+ 100 — 200. (— E)

x% =200+ 100

Gabarito: Letra A.
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Lei dos senos

Considere um triangulo ABC de lados a, b e ¢ e de angulos 4, B e C, em que 4 é oposto ao lado a, B é
oposto ao lado b e C é oposto ao lado c.

A Lei dos Senos nos diz que a razao entre o comprimento de um lado e o seno do angulo oposto a ele é igual
para todos os lados:

a b c

send senB senC

(EEAR/2013) Considere as medidas indicadas na figura e que sen 70° = 0,9. Pela “Lei dos Senos”, obtém- :
i sesenx=

A

:2)0,4
 b)0,5
c)0,6
L d)0,7
Comentarios:

: Pela Lei dos Senos, sabemos que:

sen70° senx

Logo:

sen x = —sen70°
6

=-.09
senx =~

senx = 0,6

Gaba rito: Letra C.
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Area do paralelogramo

Conhecidos dois lados ndo paralelos a e b de um paralelogramo, bem como conhecido o angulo a entre
eles, a area do paralelogramo pode ser obtida por meio da seguinte formula:

Aparalelogramo =a.b.sena

(Pref Aluminio/2016) A figura representa um terreno cujo formato é de um paralelogramo cujos lados
: medem 20 m e 30 m. :

A

20m

30m

C

A area desse terreno e a diagonal AC medem, respectivamente,
£ 2) 600 m? e 1013 m
b) 150 m? e 1013 m
c) 150v/3m? e 1019 m
d) 300V3m?e 10V19m
e) 300v2m? e 10vV19 m
Comentarios:
Utilizando a férmula que acabamos de aprender, temos que a area do paralelogramo é dada por:

Aparatetogramo = 20.30.sen 120°

V3
= 600.—-

= 300v3 m?2

Aplicando a Lei dos Cossenos no triangulo ABC, sendo x o comprimento da diagonal AC, temos:

x% = 20% 4+ 30% — 2.20.30.cos 120°

1
x% =400 + 900 — 1200. (— E)
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x = 10V19

Portanto, a drea do terreno e a diagonal AC medem, respectivamente, 300v/3 m?e 1019 m.

Gabarito: Letra D.

Area de um tridngulo

Conhecidos dois lados a e b de um triangulo, bem como conhecido o angulo a entre eles, a area do tridangulo
pode ser obtida por meio da seguinte férmula:

(STN/2005) Em um triangulo ABC qualquer, um dos lados mede v/2 e outro mede 2c¢m. Se o dngulo formado
: por esses dois lados mede 45°, entdo a area do tridngulo é igual a:

: _1

a)3 s

Pt

i b) 22

P

ic)2

L d)3v2

e)l
Comentarios:

: Utilizando a formula que acabamos de aprender, temos que a area do triangulo é dada por:

1
Atrisngulo = 5\/5 2.sen 45°

] 1 \/E ]
=-.V2.2.—
2 V2 2

Gabarito: Letra E.
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ldentidades

Nesse topico, serdo apresentadas diversas identidades trigonométricas.

Identidades da cofuncao

Temos as seguintes propriedades que sdo validas para quaisquer angulos 6:

gb

sen 6 = cos(90° — 6)

ATENCAO

DECORE!

cos @ = sen (90° — 0)
tan @ = cotg (90° — 6)

cotg 8 = tan(90° — )

Por exemplo, para 8 = 30°, sabemos que:
sen 30° = cos(90° — 30°)

sen 30° = cos 60°
Veja que a igualdade é verdadeira, pois ambos os lados da igualdade correspondem a %

De modo semelhante, temos:
cos 30° = sen(90° — 30°)
cos 30° = sen 60°

Veja que a igualdade é verdadeira, pois ambos os lados da igualdade correspondem a g

Uma consequéncia importante dessas identidades é a seguinte:



Aula 18

Para dois angulos complementares, o seno de um angulo é igual ao cosseno do outro, e
vice-versa.

Em outras palavras, se a soma de dois angulos for igual a 90°, o seno de um angulo é igual
ao cosseno do outro, e vice-versa.

As propriedades da cofung¢do valem para angulos de qualquer quadrante, inclusive para angulos que nao
sao notdaveis. Exemplos:

sen 12° = cos(90° — 12°) — sen 12° = cos 78°
cos 120° = sen (90° — 120°) - cos 120° = sen (—30°)
tan 50° = cotg(90° — 50°) — tan 50° = cotg 40°
cotg 210° = tan(90° — 210°) - cotg 210° = tan(—120°)

Utilizando a notacdo em radianos, podemos descrever as propriedades da cofung¢ao do seguinte modo:

()
VATEN(;AO
DECORE!

sen = cos (5 0)
cos 6 = sen (5 —0)
tan 6 = cotg % 0)
cotg 6 = tan (% 0)

A questdo a seguir faz uso de uma das propriedades que acabamos de ver.
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(Pref. Sdo Jodo de Pirabas/2016) Reduzindo os arcos ao 1° quadrante, pode-se afirmar que a expressdo
: cos? 300°—sen 330° :
cos 70°+sen 200°—sen 270°

a)l/4
: b)2/5
O3/
) 3/4
e) 5v2/2

: Comentarios:

vale:

: Vamos reduzir os angulos em questdo para o primeiro quadrante, conforme o comando do enunciado.

Anguloy = 300°

: O angulo de 300° esta no quarto quadrante. Logo, a sua redugdo ao primeiro quadrante é x, em que:

y =360° —x
x =360°—y
x = 360° — 300°
x = 60°
Temos:
cos 60° = 1
2
Como no guarto quadrante o cosseno é positivo, temos: '
cos 300° = +%

Angulo y = 330°
0 angulo de 300° esta no quarto quadrante. Logo, a sua reducdo ao primeiro quadrante é x, em que:
. y =360°—x
x =360°—y
x = 360° — 330°
x = 30°

: Temos:

30° = L
sen =5

: Como no quarto guadrante o seno é negativo, temos:

330° = !
sen =3
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Anguloy = 70°

: 0 angulo de 70° j4 estd no primeiro quadrante. Como ndo se trata de um angulo notavel, ndo temos "de
: cabega" um valor exato para o seu cosseno. :

Anguloy = 200°
O angulo de 200° esta no terceiro quadrante. Logo, a sua redugdo ao primeiro quadrante é x, em que:
y =x + 180°
x =y —180°
x = 200° —180°
x = 20°
20° ndo é um angulo notavel. Como 20°estd no primeiro quadrante, sabemos que sen 20° é positivo.
Portanto, como no terceiro quadrante o seno é negativo, temos:

sen 200° = —sen 20°

Anguloy = 270°
270° é um angulo notavel. Temos:

sen270° = -1

Com as informacdes obtidas até agora, podemos simplificar a expressao pedida.

cos? 300° — sen 330°
cos 70° + sen 200° — sen 270°

1% /1
_ ) -()
cos 70° + (—sen 20°) — (—1)
1 1
_ 42
cos70°—sen20°+ 1
1

_ 2
" cos70°—sen20°+1

Note que 70° é o angulo complementar de 20°. Sabemos que:

sen 20° = cos(90° — 20°)

sen 20° = cos 70°
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Logoaexpresséopedldaedadapor .........................................................................................................................
H ) 1 I
:

cos70°—sen 20°+1

_1

= 2

cos70° —cos70°+ 1

_1

-2

1 z

_ 1

i )
: Gabarito: Letra D.

|dentidades par/impar

O seno e o cosseno de um angulo 8 qualquer obedecem as seguintes propriedades:

)
VATENCAO
DECORE!

sen (—0) = —sen 0

cos(—0) = cos O

Em outras palavras, se considerarmos uma fun¢do f1(x) = sen(x) e uma fungdo f,(x) = cos(x),

podemos dizer que o seno é uma fung¢do impar e o cosseno é uma fungao par.

A figura a seguir ilustra essa propriedade para um angulo @ do primeiro quadrante.
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(=1,0)

Por outro lado, a fungdo tangente e a funcao cotangente sao ambas impares:

&%
VATENCAO
DECORE!

X

tan(—60) = —tan6

cotg(—60) = —cotg 6

Veja que:
tan( 0)_sen(—9)_—sen9  tane
an " cos(—8)  cos@ an
A partir do resultado anterior, temos:
1 1
cotg (—0) = = —cotg 0

tan(—86) ~ “tand
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ESTAE

DIFICIL!

(Pref Vinhedo/2019) Duas fungdes trigonométricas, f(x) = sinx e g(x) = cos(x + a), tem como dom|n|o
: 0s numeros reais. Considerando que x esta em radianos em ambas as funcdes, assinale a alternativa que
: indica o correto valor de a para que f(x) = —g(x). '

a)a=m/3
b)a=mn/2
c)a=rmn/4
da=n
Comentarios:

: Pessoal, a questdo apresenta uma igualdade entre um seno e um cosseno. Vamos transformar o cosseno :
: em seno por meio das identidades aprendidas até agora. :

: Sabemos gue, para qualquer angulo 6, temos cos @ = sen (—— 0) Logo, para 8 = x + a, podemos

: proceder do seguinte modo:
T
cos(x + a) = sen <§ —(x+ a))

(4
= sen (E —-a-— x)
Queremos determinar um valor para a para que a igualdade f(x) = —g(x) se verifique.

fGx) =—-g&)

senx = —cos(x + a)

T
sen x = —sen (E—a—x)

Veja que em um lado da igualdade temos "x" e no outro lado da igualdade temos " — x".

Sabemos que, para qualquer angulo 0, sen(—8) = —sen (). Substituindo 8 por —x, podemos dizer que: :
sen(—(—x)) = —sen (—x) :
sen(x) = —sen (—x)
Portanto, para a igualdade f(x) = —g(x) ser verdadeira, temos:
i
senx = —sen (E_ a —x)

—sen (—x) = —sen (g —-a-— x)



Veja que a igualdade f(x) = —g(x) se verifica para a = >
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Multiplicando ambos os lados da equacdo por —1, temos:

sen (—x) = sen (g —a-— x)

T

sen (—x) = sen (g - g - x)

sen (—x) = sen (0 — x)

sen (—x) = sen (—x)

O gabarito, portanto, é letra B.

Gabarito: Letra B.

Identidades pitagodricas

A féormula a seguir, denominada Relagdo Fundamental da Trigonometria (RFT), é definitivamente a mais
importante da aula:

&
ESTA CAI NA

PROVA!

sen?6 + cos?0 =1

Utilizando a Relagdo Fundamental da Trigonometria (RFT), podemos obter o cosseno do angulo 0 a partir
do seno do angulo:

sen?6 4+ cos?6 =1
cos? 6 =1 —sen?8
cos O = ++/1 — sen?0

Para saber se cos 6 é positivo ou negativo, precisamos saber de antemao em qual quadrante o angulo 9 se
encontra. Se 8 estiver no primeiro ou no quarto quadrante, o cosseno é positivo:

cos 0 = ++/1 — sen?0

Caso contrario, se O estiver no segundo ou no terceiro quadrante, o cosseno é negativo:

cos 0 = —/1 — sen?0
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Da mesma forma, utilizando a Relagdo Fundamental da Trigonometria (RFT), podemos obter o seno do
angulo 0 a partir do cosseno do angulo:

sen?0 4+ cos?6 =1
sen’8 =1 —cos?0
senf = +1 — cos20

Para saber se sen 6 é positivo ou negativo, precisamos saber de antemao em qual quadrante o angulo 6 se
encontra. Se @ estiver no primeiro ou no segundo quadrante, o seno é positivo:

sen@ = ++/1 — cos?0

Caso contrario, se 0 estiver no terceiro ou no quarto quadrante, o seno é negativo:

sen@ = —/1 — cos20

Outras identidades pitagdricas que sdo menos cobradas sdo as seguintes:

)
VATENCAO
DECORE!

tan’6 + 1 = sec? 0

cot? 0 + 1 = cossec? 6

Veja que:

sen 6\2
) +1

tan?0 +1 =(
cos @

sen? 0
= +1

cos? @

3 sen? 0 + cos? 0

cos2 0

_ 1
" cos?6

=sec?0
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Além disso:

) cos 6\2
cot 0+1=( ) +1
sen @

cos? 0

senz 0

cos? 6 + sen? 0
N sen? @

_ 1
" sen? @

= cossec? @

(Pref. Lages/2016) Se x € um angulo no segundo quadrante tal que sen(x) = 1/3, entdo o cos (x) é igual :

Comentarios:

A partir da Relagao Fundamental da Trigonometria (RFT), temos:
sen?(x) + cos?(x) =1
cos?(x) = 1 — sen?(x)

cos(x) = /1 — sen?(x)

2
cos(x) =+ 1— —

cos(x) =% |[1—=

)—\

O
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cos(x) =+ ¥

Como x estd no segundo quadrante, cos(x) é negativo. Logo:

Gabarito: Letra A.

n?x cos?x

(SAP SP/2017) Seja a expressado >

.. 1 . epe s
definidaem 0 < x < —. Ao simplifica-la, obteremos:
1+cosx 1-cosx 2

a)l
b) sen?x
c) cos? x
£ d)0
Comentarios:

Vamos desenvolver a expressao.

sin? x cos? x

X
1+ cosx 1-—cosx
sin? x.cos? x
"~ (14 cosx). (1 — cosx)

sin? x.cos? x
1 — cos?x

A partir da Relagao Fundamental da Trigonometria (RFT), temos:
: sin?x + cos?x =1

sin’x =1 — cos? x

Logo, a expressao é dada por:
' sin? x . cos? x
1—cos?x
sin? x . cos? x
- sin?x
= cos? x

Gabarito: Letra C.
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(ALERO/2018) Sabe-se que sen x — cos x = 0,6.

Ovalordey =senx.cosx é :
a) 0,18.

: b)0,32.

c) 0,36.

: d)0,64.

e)0,72.

Comentarios:

: Pessoal, essa questdo aqui apresenta uma "malandragem cldssica" que consiste em elevar equagoes ao :
: quadrado de modo que aparega sen’x + cos? x, que sabemos ser igual a 1.

Veja que:

senx —cosx = 0,6

: Elevando ambos os lados ao quadrado, temos:

(senx — cos x)? = 0,62

Conhecemos o seguinte produto notavel: (a — b)? = a? — 2ab + b?. Para o caso em questdo, temos:
: sen?x — 2.senx.cosx + cos’x = 0,36
—2.senx.cosx + (sen?x + cos?x) = 0,36
—2.senx.cosx +1 = 0,36
—2.senx.cosx = 0,36 — 1
—2.senx.cosx = —0,64
senx.cosx = 0,32

Gabarito: Letra B.
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Identidades da soma e da subtracao

Dados dois angulos a e b, pode-se obter o seno, o cosseno e a tangente de (a + b) por meio das seguintes

identidades:
VATEN AO
DECORE!

sen(a+ b) =senacosb + senbcosa

cos(a+ b) =cosacosh —senasenb

tana + tanb

t b) =
an(a +b) 1—tanatanb

Da mesma forma, dados dois angulos a e b, pode-se obter o seno, o cosseno e a tangente de (a — b) por

meio das seguintes identidades:
)

VATEN AO
DECORE!

sen (a —b) =senacosb —senbcosa

cos(a—b) = cosacosb + senasenb

tana —tanb
1+ tanatanb

tan(a — b) =

Uma vez que vocé decorou as férmulas do seno, do cosseno e da tangente de (a + b), as féormulas para
(a — b) podem ser obtidas fazendo (a + (—b)).

A titulo de aprofundamento, vamos ver como obter as férmulas para (a — b).
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g FORISS
¥
i Sabemos que o seno e a tangente sdo fungdes impares e o cosseno é uma fungdo par. Logo:

sen (—b) = —sen b

tan (—b) = —tanb
: cos(—b) =coshb
Veja que:
: sen (a —b)

= sen (a + (b))
= sen a.cos(—b) + sen (—b).cosa
=senacosb + (—sen b) cosa

senacosb —senbcosa

cos(a— b)
= cos(a + (—b))
= cosa cos(—b) —sena sen (—b)
= cosacos(b) —sena (—sen b)

=cosacosb +senasenb

tan (a — b)
= tan(a + (—b))
tana + tan(—b)
~1-tana tan(—b)
tana + (—tanb)
~1-tana (—tanb)
tana —tanb
~1ttanatanb
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HORA DE

ATICAR!

(EEAR/2021) Se sin(a + b) = — % ecos(a—b)=— ?, entdo o valor de (sina + cosa)(sinb + cosb) é

BN
Ly

Rh

1+/3
2

_ (1+V3)
2

c)
: d)
: Comentarios:
: Primeiramente, vamos realizar a multiplicacdo sugerida pelo enunciado.

(sina 4 cosa)(sinb + cos b)

=sinasinb + sinbcosb + cosasinb + cosacosb

Rearranjando os termos, ficamos com:
(cosacosb + sinasinb) + (sinb cos b + cos a sin b)
= (cosacos b + sinasinb) + (sinb cos b + sin b cos a)

= cos(a — b) + sin(a + b)

1. ( V3
(D

Gabarito: Letra D.
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(Pref. Areial/2021) Se sen 10° = a,sen 12° = b,cos 10° = ¢,cos 12° = deab + cd # 0, podemos
: AFIRMAR que tg 2° é igual a: :

g = 2
by -
EOENE =
gz -
g -

: Comentarios:

: Para o exercicio em questdo, temos sen 10° = a, sen 12° = b, cos 10° = ¢, cos 12° = d. Assim:

Temos que:
. tg 2°
=tg (12° —10°)
_ tg12°—tg 10°
1+tg12°.tgl10°

b_a
C

d c_
b a
1+E.E

bc — ad
_ cd

“cd+ab
cd

_bc—ad cd
cd ‘cd+ab

Simplificando o termo cd, temos:

Gabarito: Letra D.
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Identidades do arco duplo

Uma vez que se tem determinado um angulo 6, pode-se obter o seno, o cosseno e a tangente de 26 por

meio das seguintes identidades:
VATEN AO
DECORE!

sen 20 = 2sen 6 cos 0

cos 26 = cos? 6 — sen?6

Essas identidades do arco duplo sdo obtidas por meio das identidades da soma de dois angulos a e b,
fazendo a=b=20. '

sen 20
=sen (60 + 0)
= sen Ocosb + senf cosO

= 2sen0@ cosO

cos 20
=cos (6 +6)
= co0s0 cosO — senf senf

= cos?0 — sen?0

tan20
= tan(6 + 0)
tanf +tan 6

1—tan@.tan@
2tan@
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As seguintes identidades do arco duplo decorrem da identidade ja vista para cos 20 combinada com a
Relagdo Fundamental da Trigonometria (RFT):

I -
* -l
”LIGA!

cos 20 = 2cos?60 —1

cos 260 =1 — 2 sen?6

“~ INDO MAIS
% FUNDO!
g oot e et e i ,

cos 20 = cos? 0 — sen?0

Além disso, da Relagdo Fundamental da Trigonometria (RFT), sabemos que:
: sen’0 + cos’0 = 1
Consequentemente:
: sen’0 =1 — cos?0
: cos’0 =1 — sen?0
Portanto:
. cos 20
= cos? 0 — sen?0
= cos? 0 — (1 — cos?*0)

=2cos?0 —1

cos 20
= cos? 0 — sen?6

= (1 — sen?0) — sen?6
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(Pref $JQM/2019) No estudo da trigonometria, as identidades s3o de muita importancia para a resoluc3o de
alguns problemas. Para todos os valores x, a expressdo (senx)? — (cosx)? é idéntica a seguinte expressdo:

a) —sen(2x)

 b)1

c) —cos(2x)

-

Comentarios:

A partir da identidade do arco duplo para o cosseno, temos que:

cos 2x = cos® x — sen’x

: Note que a expressdo presente no enunciado corresponde a — cos 2x.
(senx)? — (cosx)?
= sen’x — cos?x

= —(cos? x — sen?x)

Gabarito: Letra C.

: (EEAR/2021) Dado tan(x) + cotg(x) = 5/2, determine sin 2x
a) 2/5
: b)4/5

c)3/7

d)9/7

Comentarios:

A partir do enunciado, sabemos que:

5
tanx+c0tgx=§

sinx cosx 5

cosx sSinx 2
sin’x + cos®x 5

sin x cos x 2
1
sin x cos x
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: A partir da identidade do arco duplo para o seno, temos que:

sin2x = 2sinx cos x
2
%3
4
: ~5
ckemdcodtacicilodt N
(Pref. Jaguaribe/2020) Seja sin(k) = Tlg com0<k< g Assinale a alternativa que representa corretamente

ovalorde E = %Sin(Zk)'COS(Zk)'

1

6
td)E =—
: 25
: Comentarios:

i Inicialmente, vamos obter o cosseno de k.

: Sabemos que sin k = \% A partir da Relagdo Fundamental da Trigonometria, temos:

sink +cos’k=1

cos’k =1 —sin’k

cosk = ++/1 — sen?k

Como0<k< g, k esta no primeiro quadrante. Logo, o cosseno é positivo:

cosk = ++/1 — sen?k

K= 4
cosk = c
2
cosk = —
5
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: Sabemos que:

sin(2k) = 2sink cosk
_5 1 2
G

4

5

cos(2k) = cos? k — sen’k

Logo, o valor de E é dado por:

1
E = 2 sin(2k).cos(2k)

143

Gabarito: Letra D.

Identidades do arco metade

. n 6 .
Uma vez que se tem determinado um angulo 8, pode-se obter o seno, o cosseno e a tangente de 5 Por meio

das seguintes identidades:

& -

*LIGA!
9_+ 1—cos@ 9_+ 1+ cos@ X 9_+ 1—cos@
Seny == 2 COS7=% 7 M= E Txcose
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Por meio dessas féormulas, os sinais do seno, do cosseno e da tangente sdo definidos por meio da

identificacdo do quadrante de g.

Além disso, temos que o seno, o cosseno e a tangente de O podem ser escritos em funcdao de um unico

R 0
parametro: tan .

9]

SE LIGA!
2tang 1 —tanzg 2tan%
sen9=—9 c056=—0 tan9=—9
1+tan27 1+tan27 1—tan27

Destaco que as férmulas desse tdpico, relacionadas ao arco metade, apresentam uma incidéncia quase zero
em provas de concursos publicos.

: (IF Baiano/2017) Sabendo que tan [%] = 5, onde tan significa fun¢do tangente, a # m + 2km, osenode a :

: éigual a:

: Comentarios:

: O seno de a pode ser escrito em funcgio de tan% por meio da seguinte identidade:

Ztan%
seno = ———4
1+ tan27
Logo:
_ 2.5
seno = 1552
10
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Gabarito: Letra B.

: 3
A
e)l
Comentarios:

Sabemos que:

X + 1—rcosx
tan—- =+ |———
2 1+ cosx
: , T x , T T T , .. .
: Como x estd entre 7 € T, temos que ~ esta entre — e —. Consequentemente, a tangente de 7 sera positiva. Ficamos

i com:
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Transformacao da soma em produto

Considere dois angulos A e B. As identidades a seguir transformam somas e diferencas trigonométricas de
. sy s A+B A-B
A e B em produtos trigonométricos de — €5

()

Y

A+ B A—B
senA+senB=ZSen( > >cos< > )

TOME

NOTA!

A—B A+ B
senA—senB=25en( > )cos( > )

A+ B A—B
cosA+cosB=2cos( > )cos( > )

A+ B A—B
cosA—cosB=—Zsen< > )Sen< > )

Destaco que as formulas desse capitulo, relacionadas a transformac¢do de soma em produto, apresentam
uma incidéncia muito baixa em provas de concursos publicos.
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(PrefCrato/2021)Aexpresséosen90°—sen80°eequ|va|entea ..................................................................... .
a) 2sen 85° - cos 5° :
b) 2sen75° - cos 15°

c) 2sen 55° - cos 25°

: d) 2sen 10° - cos 80°

e) 2 - sen5° - cos 85°

Comentarios:

Para resolver esse problema, podemos utilizar a férmula a seguir:

sen A — sen B = 2sen (A_B)COS<A+B)

2 2

Fazendo A = 90° e B = 80°, temos:

sen 90° — sen 80° = 2sen (900 ; 800) cos (900 ; 800)

= 2sen (100) cos (1700)

; 2 2

= 2sen 5°.cos 85°

LGEBATHOILETAE. | ee—————————— et .
(PrefR|achodaCruz/2017)0valorde ...................................................................................................................... .

sin48° —sin 12°
cos 48° — cos 12°

: éiguala
: 3
a)-
H )2

b3
c)tg 36°

L 3
Ay

: Comentarios:

: Para resolver esse problema, podemos utilizar as férmulas a seguir:

A—B A+ B
senA—senB=ZSen( > >cos(

A+ B A—B
cosA—cosB=—Zsen( > )sen( > )
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Fazendo A = 48° e B = 12°, temos:

48° — 12° 48° + 12°
sen 48° — sen 12° = 2sen ( > ) cos ( )

2
-z (£)os(3)
= sSen ) Ccos )

= 2sen (18°) cos(30°)

=2 18° >
= 2sen 18°. <

=+/3sen 18°

48° + 12° 48° — 12°
c0s48° — cos 12° = —2sen (T) sen (T)

— 5 (60°) (36")
= sen > sen >

= —2sen (30°)sen (18°)

=-2 ! 18°
=—2.5 sen

= —sen 18°

Logo, a expressao requerida é dada por:
: sin 48° — sin 12°
cos 48° — cos 12°
V3sen (18°)
~ —sen (18°)

Gabarito: Letra B.
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FUNCOES TRIGONOMETRICAS

FuncoOes trigonométricas basicas

Fungao seno

fiR->R f(x) =senx
ry

e Imagem: Im(f) = [—1,1].
* E periddica, com periodo igual a 2.
e E uma funcgdo impar.

f:R->R, f(x) =cosx
AY

f(x) = cosx

e Imagem: Im(f) = [-1,1].
* E periédica, com periodo igual a 2.
e £ uma funcio par.
f:{x ER|x ¢§+k.n}—>R,f(x) =tan x
y

h

4

3m “n

2

9 R N A ., 5. A ) gy iy s

1A

e Imagem: Im(f) = R.
e E periédica, com periodo igual a 7.
e E uma fungdo impar.
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Graficos provenientes da fungdo seno e cosseno
f(x)=a.sen(bx+c)+d
ou
f(x)=a.cos(bx+c)+d

¢ O coeficiente a altera a amplitude da funcdo trigonométrica;

¢ O coeficiente b altera o periodo da funcdo trigonométrica;

¢ O coeficiente c trata de uma translacao horizontal da funcdo trigonométrica; e

¢ O coeficiente d trata de uma translacdo vertical da funcdo trigonométrica.
Amplitude = 2. |a|

7 21
Periodo = Bl

. ~ e . . c .
A inclusdo da constante ¢ faz com que o gréfico seja transladado horizontalmente em 5 unidades.
c ~ . , . .
e Se 5 < 0, a translacao horizontal é para a direita; e

c ~ . s
* Se 5 > 0, a translacao horizontal é para a esquerda.

A inclusdo da constante d faz com que o grafico seja transladado verticalmente em d unidades.
e Sed < 0, atranslagdo vertical é para baixo; e

e Sed > 0, atranslagdo vertical é para cima.
d= fmax+fmin
- 2

Valores maximos e minimos

—1<sen(bx+c)<1
—1<cos(bx+c)<1

f(x) = a.sen (bx + ¢) + B cos(bx + ¢)
- fmax = \/W
= fuiv = _\/m

Funcgodes trigonométricas inversas

Fung3do arco-seno

m 1T
h:[-1,1] » [_E’E] ,h(x) = arcsen x
¢ Devemos entender arcsen x como "o arco cujo seno é x".

;. T ~ T T
¢ Sendo o contradominio [_5’5]' a resposta da funcdo arcsen x deve ser um arco entre -5 e

inclusive.

Fungdo arco-cosseno
h:[-1,1] - [0, ], h(x) = arccos x
¢ Devemos entender arccos x como "o arco cujo cosseno é x".
¢ Sendo o contradominio [0, 7r], a resposta da func¢do deve ser um arco entre 0 e 7z, inclusive.

Fungdo arco-tangente
YL
h:R -] — E’E[’h(x) = arctan x
¢ Devemos entender arctan x como "o arco cuja tangente é x".
T

’ . T T ~ T
e Sendo o contradominio ]_E’E[’ a resposta da fun¢do deve ser um arco entre —5 e, sem

considerar as extremidades do intervalo.
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Funcdes trigonomeétricas basicas

Nesse momento, vamos estudar os graficos basicos de sen x, cos x e tan x.

Funcao seno
A func¢do seno é uma funcdo que associa cada valor real x ao seno desse valor x.
fiR->R, f(x) =senx

A seguir, observe o gréfico de f(x) = sen x.

/\y

Perceba que:

e Parax =0, temos f(0) = sen 0 = 0;
e Parax = g, temosf(g) = sen g =1;
e Parax = m, temos f(m) = senm = 0;
. Paraxz%n,temosf(%") = sen 37712—1;e

e Parax = 2m, temos f(2m) = sen 2m = 0.
Observando o gréfico da fungdo seno, em consonancia com o ciclo trigonométrico, temos que:

[ ~ , .
e Dex=0ax= 2 2 funcdo seno é crescente, variandode 0 a 1;

A ~ , .
e Dex= Jax=T1,a funcdo seno é decrescente, variando de 1 a 0;
3 ~ . , .
e Dex=max= ~ @ funcdo seno ainda é decrescente, variandode 0 a —1; e

3w ~ p .
e Dex= S ax= 21, a fungdo seno é crescente, variando de —1 a 0.

Por meio do grafico, bem como por meio do ciclo trigonométrico, percebe-se que o seno de um angulo
pode variar de —1 até 1. Portanto:

—1<senx<1
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Logo, a imagem da fungao sen x é:

Im(f) = [-1,1]

Note, ainda, que o grafico de sen x é uma repeticao de tudo que acontece entre x = 0 e x = 2m. Isso
significa que a fungdo f(x) = senx é periddica, com periodo igual a 2m:

2 —0=2m
Consequentemente, para qualquer valor k inteiro, temos:
sen (x) = sen (x + k.2m)

Em outras palavras, se somarmos k voltas completas ao angulo x, o seno apresenta o mesmo valor. O
mesmo vale para subtracdo de voltas completas, caso em que temos k negativo.

Destaca-se, ainda, que a fungdo f(x) = sen x é uma funcdo impar, pois a seguinte igualdade é valida para
todo x real:

f(=x) = ~f (@)
Isso porque, como vimos no tépico de identidades par/impar, temos:
sen (—x) = —sen(x)
Funcao cosseno
A func¢do cosseno é uma func¢do que associa cada valor real x ao cosseno desse valor x.
fiR-> R, f(x) =cosx
A seguir, observe o gréfico de f(x) = cos x.

Ay
2

f(x) =|cosx
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Perceba que:

e Parax =0, temos f(0) =cos 0 =1,

e Parax = g, temosf(g) = cos g =0;

e Parax = m, temos f(m) = senm = —1;

e Parax= 3?" temosf(%”) = sen 37” =0;e

e Parax = 2m, temos f(2m) = sen 2w = 1.
Observando o grafico da fungao cosseno, em consonancia com o ciclo trigonométrico, temos que:

T ~ 4, .
o Dex=0ax= E fungdo cosseno é decrescente, variando de 1 a 0;
[ ~ . , .
e Dex= Jax=m,a funcdo cosseno ainda é decrescente, variandode 0 a —1;

3 ~ . .
o Dex=max= @ funcdo cosseno é crescente, variandode —1a 0; e

3m ~ . , .
o Dex= 5 ax= 21, a fungdo cosseno ainda é crescente, variandode 0 a 1.

Por meio do ciclo trigonométrico, percebe-se que o cosseno de um angulo pode variar de —1 até 1.
Portanto:

—1<cosx<1
Logo, a imagem da fungao cos x é:
Im(f) = [-1,1]

Note, ainda, que o grafico de cos x é uma repeticdo de tudo que acontece entre x = 0 e x = 2m. Isso
significa que a fungdo f(x) = cos x é periddica, com periodo igual a 2m7:

2n—0=2m
Consequentemente, para qualquer valor k inteiro, temos:
cos (x) = cos (x + k. 2m)

Em outras palavras, se somarmos k voltas completas ao angulo x, o cosseno apresenta o mesmo valor. O
mesmo vale para subtracdo de voltas completas, caso em que temos k negativo.

Destaca-se, ainda, que a fungdo f(x) = cos x é uma funcdo par, pois a seguinte igualdade é valida para
todo x real:

f(=x) =f(x)
Isso porque, como vimos no topico de identidades par/impar, temos:

cos (—x) = cos (x)



Aula 18

Funcao tangente
A funcgdo tangente é uma funcdo que associa um valor real x a tangente desse valor x.
f:D >R, f(x)=tanx

7 . ~ ~ ’ . , T
O dominio D da fungao tangente sao os numeros reais excetuando-se os niumeros da forma 2 + k. m,
sendo k um numero inteiro.

4
D ={x ER|x¢§+k.n}
Isso ocorre porque, para valores de x da forma g + k. m, a tangente de x nao é definida.

A seguir, observe o gréfico de f(x) = tan x.

Por meio do grafico, bem como por meio do ciclo trigonométrico, percebe-se que a tangente de um angulo
pode variar de —oo até + . Portanto, a imagem de f(x) = tan x é o conjunto dos niimeros reais.

Im(f) =R
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. s [ , .~ s s
Note, ainda, que o grafico de tan x é uma repeticdo de tudo que acontece entre x = —;ex=r. Isso

significa que a fungdo f(x) = tanx é periédica, com periodo igual a 7t:

()

Consequentemente, para qualquer valor k inteiro, temos:
tanx = tan(x + k. m)

Destaca-se, ainda, que a fungdo f(x) = tan x é uma funcdo impar, pois a seguinte igualdade é valida para
todo x real:

f(=x) = —f(x)

Isso porque, como vimos no topico de identidades par/impar, temos:

(Pref. Ipiranga de GO/2020) Assinale a op¢do verdadeira:

a) A fungdo cosseno é uma fungdo impar.

b) A fungdo seno é uma fungdo impar.

c) O dominio da fung¢do seno é [—1,1].

d) Aimagem da fungdo seno é (—1,1).

Comentarios:

Vamos analisar cada uma das alternativas.

a) A fungdo cosseno é uma fungao impar. ERRADO.

A fungdo cosseno é uma fungdo par, pois:

. cos(—x) = cosx
b) A fun¢do seno é uma fung¢do impar. CERTO.

A fung¢do seno é uma fung¢do impar, pois:

: sen(—x) = —senx
c) O dominio da fung¢do seno é [—1, 1]. ERRADO.

O dominio da fungdo seno é o conjunto dos numeros reais

d) A imagem da fun¢do seno é (—1,1). ERRADO.

A alternativa apresenta como conjunto imagem da fungdo seno o intervalo aberto (—1,1). Na verdade, o
: conjunto imagem ¢ o intervalo fechado [—1, 1]. :

Gabarito: Letra B.
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"

(EEAR/2012) Sejam as sentencas:

|- periodop =7

Il - dominio D = R

lll conjunto imagem Im = [-1,1]

Em relacdo a funcdo tangente, é (sdo) verdadeira(s) a(s) sentenca(s)
a) l.

 b) I

c)lell

Ld) e,

Comentarios:

Vamos analisar cada uma das sentencas.
I- periodo p = m. CERTO.

: Conforme visto na teoria, o periodo da fung¢do tan x é m.

: I - dominio D = R. ERRADO.
: O dominio D da fungdo tangente s3o os numeros reais excetuando-se os nimeros da forma §+ k.m, i

: sendo k um nimero inteiro.

Dz{x ER|x¢g+k.n}

lll conjunto imagem Im = [-1,1]. ERRADO.

A tangente de um angulo pode variar de —oo até +oo. Portanto, a imagem de f(x) = tanx é o conjunto
: dos nimeros reais. .

Im(f) =R

Apenas a sentenca | é verdadeira. O gabarito, portanto, é letra A.

Gabarito: Letra A.
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Graficos provenientes da funcao seno e cosseno

Nesse momento, vamos tratar de fungbes trigonométricas das seguintes formas:

f(x)=a.sen(bx+c)+d
ou

f(x)=a.cos (bx+c)+d

Os coeficientes a, b, ¢ e d realizam as seguintes transformacdes nas func¢des trigonométricas bdsicas
sen x e cos x:

e O coeficiente a altera a amplitude da funcdo trigonométrica;

e O coeficiente b altera o periodo da funcdo trigonométrica;

e O coeficiente c trata de uma translagao horizontal da funcao trigonométrica; e
e O coeficiente d trata de uma translagao vertical da funcdo trigonométrica.

A seguir, vamos apresentar exemplos para essas quatro transformacdes. Destaca-se que ao utilizar o seno
como exemplo, a mesma ideia valerd para a funcdo cosseno, e vice-versa.

Alteracao da amplitude

Entende-se como amplitude de uma funcdo trigonométrica a diferenca entre o maior e o menor valor que
ela pode assumir.

Sabemos que a funcdo sen x e a funcdo cosx variam de —1 a 1. A amplitude dessas duas funcoes
trigonométricas basicas é:

Amplitude =1—(—1) =2

O coeficiente a altera a amplitude das funcbes trigonométricas, de modo que a amplitude passa a ser
2|al.

Por exemplo, para a fun¢do f(x) = 3 cosx, o maior valor que f(x) pode assumir ocorre quando o
cosseno é igual a 1, e o menor valor que f(x) pode assumir ocorre quando o cosseno é igual a —1. Logo, o
maior e o menor valor assumidos por f(x) = 3 cos x sdo, respectivamente, 3 e —3.
Portanto, a amplitude de f(x) = 3 cos x é:

Amplitude =3 —-(-3) =6

Esse valor corresponde a 2|al:

Amplitude = 2|a| = 2.|3| =6
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, ~ T . .
Ja para a fungdo f(x) = —4cos (x—;) + 1, o maior valor que f(x) pode assumir ocorre quando o
cosseno é igual a —1, e o menor valor que f(x) pode assumir ocorre quando o cosseno é igual a 1. Logo, o

. . T ~ .
maior e o menor valor assumidos por f(x) = —4 cos (x - E) + 1 sdo, respectivamente, 5 e —3.

Portanto, a amplitude de f(x) = —4 cos (x — %) +1é:
Amplitude =5 — (—3) =8
Esse valor corresponde a 2|a|:
Amplitude = 2.| —4| =24 =18

O grafico a seguir compara os graficos de cos x e 3 cos x.

TOME

NOTA!

Para uma fungdo trigonométrica da forma f(x) = a.sen (bx+c)+d ou da forma
f(x) = a.cos (bx + ¢) + d, temos:

Amplitude = 2. |a|
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Alteracao do periodo
Entende-se como periodo de uma funcao f(x) o menor valor p em que:
f(x) = f(x + p), para todo x do dominio de f

De modo informal, temos que uma fung¢do apresenta o periodo p quando, graficamente, ela repete a sua
representa¢dao em intervalos iguais a p.

Por exemplo, a fungdao sen x e a fungao cos x apresentam periodo p = 2m, pois o grafico dessas fungdes é
uma repeticdo de tudo que acontece entre x = 0 e x = 2m.

Para fungdes trigonométricas da forma f(x) = a.sen (bx+c)+d ou f(x) =a.cos(bx+c)+d, o
periodo dessas funcdes é dado por:

2T
P =17
b

Compare, a seguir, os graficos de f(x) =3cosx e g(x) =3cos(2x). Note que o grafico de
g(x) = 3 cos(2x) é uma repeticdo de tudo que acontece entre x = 0 e x = 7. Isso porque o seu periodo
é:

2w 27
=—=—=T11
SRTTINPY
Ay f(x) =3cos(2x)
3
f(x) = 3cosx :
: f u
|
|
|
T 3T I
C — |
T 2 I
. >
2 : 6 "
:
I
I
I
I
I
I
J
Y
21
p = —_— ]"[
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)

TOME

NOTA!

Para uma fungdo trigonométrica da forma f(x) = a.sen (bx+c)+d ou da forma
f(x) = a.cos (bx + ¢) + d, o periodo é dado por:

p _ 2T
|b|

Translacao horizontal

A seguir, apresentamos as fungdes f(x) = sen x e g(x) = sen (x — g)

AY
glx) = seﬁ (x— —)

! g

. . . Tl' s pe . Tl' » )
Veja que o coeficiente ¢ = — " transladou o grafico em questao em " unidades para a direita.

A seguir, apresentamos as fungdes f(x) = cos x e g(x) = cos (x + %)

I\y

7

g(x) = cos (x+g)
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Veja que o coeficiente ¢ = + % transladou o grafico em questdo em % unidades para a esquerda.
Vamos agora comparar os graficos f(x) = cos(2x) e g(x) = cos (Zx — g)

z . . T\ , ~ . Vs .
E muito comum que os alunos acreditem que cos (Zx — E) é uma translagao horizontal de 2 unidades para
a direita com relagdo a cos(2x). Note, porém, que:

. e . 1 . T\ ., ~
Isso significa que estamos subtraindo apenas " da variavel x, de modo que cos (Zx - E) é uma translagao

horizontal de % unidades para a direita com relagdo a cos(2x).

AY |
g(x) = cos (Zx — g)

yahNg
N\

|

-1

f(x) = cos(2x)

O quadro a seguir resume a ideia da transla¢do horizontal.

)

TOME

NOTA!

A inclusdo da constante ¢ em uma fungdo da forma f(x) = a.sen (bx + ¢) + d ou da

forma f(x) =a.cos(bx+c)+d faz com que o grafico seja transladado
horizontalmente em:

C
— unidades
b

c ~ . , . .
e Se b < 0, a translagao horizontal é para a direita; e

[ ~ . ,
* Se b > 0, a translagdo horizontal é para a esquerda.
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Note que, no ultimo exemplo:

T

—2————)t lacdo de— direit
—

2 ranslia¢ao de — para a direita

c
b
Translacao vertical

A seguir, temos as fungdes f(x) = cos (x + %), g(x) = cos (x + g) + 2 e h(x) = cos (x + g) -1.

' 9%

g(x) = cos (x+%) +2

-~
7

X
f(x) = cos (x + %)

RSN

h(x) = cos (x+%)— 1

Note que, para g(x), o coeficiente d = 42 transladou o grafico verticalmente em 2 unidades para cima.
Por outro lado, em h(x), o coeficiente d = —1 transladou o grafico verticalmente em 1 unidade para

baixo.

Para obter o coeficiente d de uma fungdo trigonométrica da forma f(x) = a.sen (bx+ c) + d ou da
forma f(x) = a.cos (bx + c¢) + d, podemos fazer a média entre o valor maximo e o valor minimo que a

fungdo f(x) admite.

_ Jmax + fumn

d
2
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)

TOME

NOTA!

A inclusdo da constante d em uma fungdo da forma f(x) = a.sen (bx + ¢) + d ou da
forma f(x) = a.cos (bx + ¢) + d faz com que o grafico seja transladado verticalmente
em d unidades:

e Sed < 0, atranslagdo vertical é para baixo; e

e Sed > 0, atranslagdo vertical é para cima.

d ¢é a média entre o valor maximo e o valor minimo da fungdo f(x):

d = fMAX'ZFfMIN

HORA DE

PRATICAR!

(UNESP/2010) Em situacdo normal, observa-se que os sucessivos periodos de aspiracdo e expiracao de ar
! dos pulmdes em um individuo sdo iguais em tempo, bem como na quantidade de ar inalada e expelida.

: A velocidade de aspiracdo e expiracdo de ar dos pulmdes de um individuo estd representada pela curva do
: grafico, considerando apenas um ciclo do processo.

+ V(Is)

1 Aspiragio Expiragao

: Sabendo-se que, em uma pessoa em estado de repouso, um ciclo de aspiracdo e expiracdo completo
: ocorre a cada 5 segundos e que a taxa maxima de inalagdo e exalagdo, em mddulo, é 0,6 I/s, a expressdo da
fungao cujo grafico mais se aproxima da curva representada na figura é:
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— 3 on( S
b)V(t) = Ssen(m t).
c)V(t) =0,6 cos (2?” t).
L) V() = 0,6sen (Zt).
.

e)V(t) = Ecos(0,6t).
Comentarios:

Note que, segundo o grafico apresentado, a funcdo V (t) é igual a zero quanto t = 0.

: Logo, como nas alternativas ndo ha nenhuma translacdo horizontal, sabemos que a fungdo basica que :
: rege V(t) é o seno. Além disso, sabendo-se que nas alternativas também ndo ha translacdo vertical, :
: podemos dizer que V(t) é da seguinte forma: :

V(t) = a.sen(bt)

O enunciado nos diz que a taxa maxima de inalagdo e exalagdo, em maddulo, é 0,6 I/s. Isso significa que o
: valor maximo de V(t) € 0,6 e o valor minimo de V(t) € —0,6. Logo, a amplitude € dada por: :

Amplitude = 0,6 — (—0,6)
=1,2
Sabemos que:

Amplitude = 2|a|

1,2 = 2]a|
la| = 0,6

Como ndo temos nas alternativas a = —0,6, o valor do coeficiente a é 0,6:
a=0,6

Sabemos, ainda, que um ciclo de aspira¢dao e expiragdo completo ocorre a cada 5 segundos. Em outras
: palavras, o periodo da fungdo V(t) € igual a 5. Logo: :

2T
=17
|b]

e 2T
|b]

b| = 2T
5

: - . 21 .. , 2T
: Como ndo temos nas alternativas b = — ~ 0 valor do coeficiente b é =
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211' ....................................................................................... .
s

Portanto, a expressdo da fungdo V (t) é:

2

V(t) =0,6.sen <? t>

ek .

: (Pref. Aluminio/2016) Em certa época do ano, a maré baixa em uma cidade foi a meia-noite: Oh. A altura
de agua no porto dessa cidade é uma funcgdo periddica, pois oscila regularmente entre maré baixa e maré :
alta. Ou seja, a altura da maré aumenta até atingir um valor mdximo (maré alta) e vai diminuindo até
atingir um valor minimo (maré baixa), para depois aumentar de novo até a maré alta, e assim por diante.
Observe que o valor minimo é 1 m abaixo do nivel normal e o maximo é 3 m acima desse nivel. O grafico
mostra a variagao da altura y em metros em fung¢do do tempo &, em horas. :

3] ¥ (M)

[ LT

V 2 4 5W? t (h)
—1 H

A relagdo entre y e t pode ser expressa por

a)y =1 — 2cos (gt)

b)y = -1 + 2cos (5t)
)y = 2 — cos (gt)
d)y = 1 + 2sen (5t)
e)y = 2 + sen (gt)

Comentarios:

Inicialmente, sabemos que a funcdo requerida apresenta na sua composicdo um Seno ou um cosseno. :
Nesse caso, podemos representar genericamente essa fungao das seguintes formas: :

y=a.sen(bt+c)+d
ou

y=a.cos (bt+c)+d
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Feeseeeestessessessestestessessessessestessessessessessessessessessessessessessessessessessessessessessessessessessestessessessessestesentetentententetetetetensesensensensennns ,
: Sabemos que o valor maximo da funcdo é 3, e o valor minimo é —1. Nesse caso, a amplitude é dada por:

Amplitude =3 - (—1) =4

Da teoria, sabemos que:

. Amplitude = 2|a|
4 =2a
la] =2
a==2

: Nesse momento, podemos eliminar as alternativas C e E, que apresentam os coeficientes a iguaisa —1 e :
: +1, respectivamente. Resta-nos as alternativas 4, B e D. :

: Por meio do gréfico, observa-se que o periodo da funcdo é t = 6 horas. Da teoria, sabemos que:

poiods = 21
: erioao = — :
b
6= 21
1b]
by = 2"
G
bl =3
-3
: Como n3o temos nas alternativas b = —g, o valor do coeficiente b é g:
b= /4
-3

: .. . fis .
: Nesse momento, podemos eliminar a alternativa D, que apresenta b = p Resta-nos as alternativas A e B.

: Além disso, sabemos que o deslocamento horizontal d é dado pela média dos valores admitidos pela :
: funcdo. :

szAX + fuin _ 3+ (-1 _1

d 2 2

Nesse momento, podemos eliminar a alternativa B, que apresenta d = —1. Resta-nos apenas a:
alternativa A, que é o gabarito da questao. :

Gabarito: Letra A.
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Valores maximos e minimos

Em provas que ndo exigem conhecimentos de célculo diferencial, basicamente vocé precisa saber que
tanto a fungdo seno quanto a func¢ao cosseno, quando nao ha restricao no dominio, variam de —1 a 1:

—1<sen(bx+c)<1
—1<cos(bx+c)<1

Observe que, se restringirmos o dominio da fung¢ao, precisamos avaliar cada caso.

s s ~ . .
Por exemplo, para o dominio [O’E]’ a fungcdo f(x) = sen x apresenta o valor minimo igual a 0, para

s . . s
x = 0, e ovalor maximo iguala 1, parax = .
Vejamos um exemplo de questao.

(Pref. Mafra/2021) Considere a express3o 4 sin?(x) + 12sin(x) + 9.

: O valor maximo que a expressdo pode atingir, para x um nimero real, é:
a) Menor que 14.

b) Maior que 14 e menor que 19.

c) Maior que 19 e menor que 24.

d) Maior que 24 e menor que 29.

e) Maior que 29.

Comentarios:

: Note que a questdo ndo restringiu o intervalo de x, de modo que podemos dizer que o valor maximo que a
: funcdo seno pode atingir é 1. Nesse caso, veja que:

: o O valor maximo de 4 sin?(x) ocorre para sin(x) = 1; e

* O valor méximo de 12 sin(x) ocorre para sin(x) = 1.

Logo, o valor maximo que a expressdo 4 sin?(x) + 12sin(x) + 9 pode atingir é:
. =4.12+12.1+9
_ =25

Gabarito: Letra D.
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Considere agora uma fungao do seguinte formato:

f(x) = a.sen (bx + ¢) + B cos(bx + ¢)

E importante também que voceé saiba que o valor maximo desse tipo de funcdo é dado por:

fuax = a* + p?

Além disso, o valor minimo desse tipo de funcdo é dado por:

(PETROBRAS/2018) O maior valor que a expressdo E = senx + 2v/2cosx pode assumir, para valores reais
idex, é

a)l
 b)2
c)3
)2
 e)2v2
Comentarios:
O enunciado apresenta uma fungao da seguinte forma:
f(x) =1.senx + 22 cosx
O valor maximo que essa fungdo pode assumir é:

2

fuax = (12 + (2V2)

=V1+8

Gabarito: Letra C.
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Funcdes trigonomeétricas inversas

Nesse momento, vamos estudar as fungGes arco-seno, arco-cosseno e arco-tangente.

Funcao arco-seno

Note que a fun¢do f: R — R tal que f(x) = sen x ndo é sobrejetora nem injetora.

: Para que uma funcao seja sobrejetora, o contradominio deve ser igual a imagem.

Sendo o contradominio de f o conjunto dos niumeros reais, temos que o elemento 5, por
exemplo, pertence a esse contradominio. Observe, porém, que ndo existe x pertencente
ao dominio R tal que f(x) = 5. Assim, o contradominio de f(x) ndo é igual a sua:
imagem, pois 5 pertence ao contradominio e ndo pertence a imagem. :

Além disso, para que a funcdo seja injetora, dois elementos distintos do dominio devem :
resultar em dois elementos distintos do contradominio. :

Observe, porém, que para a fungdo f em questdo, temos gi 2?” e f (5) =f (—)

Portanto, f(x) ndo é injetora.

Como f:R — R tal que f(x) = sen x ndo é sobrejetora nem injetora, temos que ela ndo é bijetora e,
portanto, ndo é inversivel.

, A . 7. T T s .
Observe, porém, que se restringirmos o dominio a [—=,=] e o contradominio a [—1,1], temos que a
2’2

funcdo seno é injetora e sobrejetora e, portanto, é inversivel. Em outras palavras, a seguinte funcdo é
inversivel:

g:[-3.3] - [F1.11: g(x) = sen ()

A inversa dessa funcdo é a fungao arco-seno, representada por:

T
h:[-1,1] - [_E'E]'h(x) = arcsen x

. 7 s . m T
Devemos entender arcsen x como "o arco cujo seno é x". Sendo o contradominio [_E’E]' a resposta da

. T mw . o
fungdo arcsen x deve ser um arco entre — 2% inclusive.
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Por exemplo:

1 4 . T, . T . , 1
e arcsen (E) = 2, Pois~€oarco do intervalo [_E’E] cujosenoe—; e

V3 b4 . T, . T T . , V3
® qarcsen —7 = _E' poIs — 5 é o arco do intervalo _E'E Cujo seno e —7.

Funcgao arco-cosseno

Assim como ocorreu na fungdo seno, note que a fungdo f: R — R tal que f(x) = cos x ndo é sobrejetora
nem injetora e, portanto, nao é bijetora. Consequentemente, essa fungdo f nao € inversivel.

Observe, porém, que se restringirmos o dominio a [0, 77| e o contradominio a [—1, 1], temos que a fungdo
cosseno é injetora e sobrejetora e, portanto, é inversivel. Em outras palavras, a seguinte funcdo é
inversivel:

9: [0, Tl'] - [_1; 1]' g(x) = cos (x)
A inversa dessa funcao é a func¢ao arco-cosseno, representada por:
h:[—-1,1] - [0, 7], h(x) = arccos x

Devemos entender arccos x como "o arco cujo cosseno é x". Sendo o contradominio [0, ], a resposta da
fungao deve ser um arco entre 0 e m, inclusive.

Por exemplo:

V2\ _m o .om, . . V2
* arccos (=) =, pois_ éoarco do intervalo [0, 7] cujo cosseno é e

V3 51 . 5m, . . , V3
e arccos (—=-) ==, pois = é o arco do intervalo [0, 7] cujo cosseno & ——.

Funcao arco-tangente

A fungdo f: {x ER|x # §+ k. n} — R tal que f(x) = tan x, apesar de ser sobrejetora, ndo € injetora.
Isso porque dois elementos distintos do dominio de f podem resultar em um mesmo elemento do
contradominio. Por exemplo, para a fungdo f em questdo, temosque 0 = we f (0) = f (m).

Observe, porém, que se restringirmos o dominio a | — g,g

conjunto dos reais, temos que a funcdo tangente é injetora e sobrejetora e, portanto, é inversivel. Em
outras palavras, a seguinte funcao é inversivel:

[, mantendo o contradominio como sendo o

N[
N[

9:1-5.5[= R glx) = tan (x)

)

A inversa dessa fungao é a fungao arco-tangente, representada por:

h:R -] —

N[

T
.E[,h(x) = arctan x
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7

H s e T T
Devemos entender arctan x como "o arco cuja tangente é x". Sendo o contradominio ]—;,;[, a

~ T T . . .
resposta da fung¢do deve ser um arco entre — 2 €5, sem considerar as extremidades do intervalo.

Por exemplo:

e arctan (V3) = g pois g é o arco do intervalo ] — gg [ cuja tangente év/3; e

e arctan (—1) = —%, pois —%é o arco dointervalo | — g,g[ cuja tangente é —1.

HORA DE

PRATICAR!
(UNESP/2005) Considere o angulo 8 = arcsen Z, sendo —% <O < g O valordatg(8) éigual a
L

- b)

)
4

o
= lw o n

P03

e)-

: ) 4

: Comentarios:

: Note que ndo temos o valor do angulo 8 nem em graus nem em radianos. Sabemos, porém, que 6 é o arco :

: . , 3 , . T 4
: CUjo seno e E que esta no intervalo _E <0< E Logo:

9_3
sen =z

Pela Relagdo Fundamental da Trigonometria, sabemos que:
sen?d + cos?6 =1
cos?0 =1 — sen?d
3\ 2

o-1-()

cos z
2g=1 0
cos“ 6 = o8
25-9

25

cos? 6 =
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cosf =+ E

25

cosf = +f

*5

Como —% << g, cos 0 é positivo. Logo: :
cosf = i

5

Portanto: '
tanl9=5€né’=%=E

cosd 4/5 4

LGABAMOILEIAE | ettt ettt Z

(IFF/2018) Em relacdo as fungdes trigonométricas sen x e cos x e as suas inversas arcsen x e arccos x, :
: assinale a opgdo correta. :

: a) No intervalo 0 < x < 7, a fungdo sen x é injetiva e, assim, é possivel definir a sua inversa arcsen x.

b) arccos (cos%) = m/4.

: i V3
i ¢)arcsen senz ) =—

d) A fungdo arccos x pode ser definida para todo x do intervalo [0, r].

: 1 4
: e) sen (arcsen 5) =

: Comentarios:

: Vamos comentar cada uma das alternativas.

a) No intervalo 0 < x < m, a fung¢do sen x é injetiva e, assim, é possivel definir a sua inversa arcsen x. :
ERRADO. :

A funcdo sen x é injetora no intervalo [—g,g] Nesse caso, considerando a fungdo g: [—%,%] - [-1,1] tal
que g(x) = sen x, podemos definir a sua inversa do seguinte modo: :

h:[-1,1] » [ g ;h(x) = arcsen x

-5

b) arccos (cos g) = 1 /4. CERTO. Este é o gabarito.

Note que:
)
cos4 =3
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! Logo:
n V2
arccos (cos —) = arccos | —
4 2
: 5 i ; z V2, - b3
: Agora eu te pergunto: qual € o arco do intervalo [0, ] cujo cosseno € igual a —-? E o arco ! Logo:
(c0s) =areens (3) =
arccos (cos—) =arccos |— | =—
4 2 4
c) arcsen (sen g) = ? ERRADO.
Note que:
m 3
sen— = —
3 2

Logo:
arcsen (sen E) = arcsen E
3/ 2

: , . o . , N i
: Agora eu te pergunto: qual é o arco do intervalo [— E’E] cujo seno é igual a 7 Eoarco ;! Logo:

s V3 (4
arcsen (seng) = arcsen - = 3

d) A fungdo arccos x pode ser definida para todo x do intervalo [0, 7r]. ERRADO.

A fungdo arccos x pode ser definida para todo x do intervalo [—1,1]. O intervalo [0,7] é o
: contradominio da fungdo em questdo.

e) sen (arcsen%) = %- ERRADO.

: . T T . L1, T .
: Note que o arco do intervalo [— 5,5] cujoseno e —é dado por p Assim:

1 o
arcsc—:'n2 =z

: Logo:
: 1\ T 1
sen (arcsen E) = sen (—) =3

Gabarito: Letra B.
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QUESTOES COMENTADAS - FGV

Trigonometria

1.(FGV/CGU/2022) Um avido percorria a trajetoria reta XY da figura abaixo, de X para Y, quando o piloto
percebeu turbuléncias a frente. Para evita-las fez, no ponto A, um giro na trajetdria para a esquerda e
percorreu 10 km. No ponto B fez um giro de 53° para a direita e, ao percorrer mais 10 km, percebeu que

tinha atingido o ponto C da trajetdria inicial.

Dados:

Use o necessario,
sen37°=0,6
cos37°=0,8
V5 =2,24

A distancia entre os pontos A e C é, aproximadamente:
a) 16,4;
b) 16,7;
c) 17,1,
d) 17,5;

e)17,9.
Comentarios:

Considere que a distancia entre os pontos A e C é x. Observe que esse lado é oposto ao angulo ABC, que
chamaremos de a.

B .~
53
10 pe 10
X A X C Y

Note que o dngulo a é suplementar ao dngulo de 53°. Logo:
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a = 180° — 53°
a=127°
Aplicando a Lei dos Cossenos no triangulo ABC, temos:
x? =10? + 102 — 2.10.10.cos a
x? =100+ 100 — 200 cos 127°
x% =200 — 200 cos 127°

N3o conhecemos o cosseno de 127°. Para obter esse valor, vamos reduzir o angulo ao primeiro quadrante
e obter o cosseno por meio do método pratico visto na teoria da aula.

Identificar o quadrante em que se encontra o angulo y em questao

0 angulo y = 127° encontra-se no segundo quadrante (I).

Reduzir o angulo y ao primeiro quadrante, obtendo o angulo x
Como y = 127° esta no segundo quadrante (ll), temos:
: y =180° — x
127° = 180° — x
x = 180° —127°
x =53°

Obter o cosseno do angulo x do primeiro quadrante
Note que o angulo x = 53° é o angulo complementar de 37°. Logo:

cos53°=sen37°=0,6

Atribuir o sinal para o cosseno de acordo com o quadrante em que se encontra o angulo y original
Como o angulo y = 127° encontra-se no segundo quadrante, o cosseno é negativo. Logo:
S — COS1270 = 20,6 e .
Agora que conhecemos o cosseno de 127°, temos:
x? =200 —200cos127°
x? =200 —200.(—-0,6)

x% =200+ 120
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x =320
x =32x10
x=vV32x2x5
x=V64 x5
x =64 x V5
x=8x5
Segundo os dados do problema, V5 = 2,24. Logo:
x=8X2,24
x=1792
Portanto, a distancia entre os pontos A e C é, aproximadamente, 17,9.

Gabarito: Letra E.

2.(FGV/TCE-TO/2022) Sabendo-se que cos x = %, entdo cos 20x é igual a:
a)l

b) =

c)0

d) -1

e) 10

Comentarios:

. . . 1
Considerando que x esta no primeiro quadrante, como cos x = > temos x = 30°.

Nesse caso, o dngulo 20x é:
20x = 20 x 30° = 600°

Queremos, portanto, obter cos 600°. Para tanto, vamos realizar a redugdo ao primeiro quadrante e obter
0 cosseno por meio do método pratico visto na teoria da aula.
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Identificar o quadrante em que se encontra o angulo y em questao

: Note que o angulo em questdo apresenta mais de uma volta (é maior do que 360°). Nesse caso, vamos :
: subtrair um nimero inteiro de voltas para que o angulo fique entre 0° e 360°. :

Subtraindo uma volta de 600°, temos:
600° — 360°
= 240°

! Temos que o angulo de 240° esta entre 180° e 270°. Portanto, 240° encontra-se no terceiro quadrante

F ).

Reduzir o angulo y ao primeiro quadrante, obtendo o angulo x
Como y = 240° esta no segundo terceiro (Ill), temos:
: y = x + 180°
240° = x + 180°
x = 240° —180°
x = 60°

Obter o cosseno do angulo x do primeiro quadrante

1
60° = =
cos )

Atribuir o sinal para o cosseno de acordo com o quadrante em que se encontra o angulo y original

: Como o angulo y = 240° encontra-se no terceiro quadrante, o cosseno é negativo. Logo:

Consequentemente:

1
cos 20x = cos 600° = cos 240° = —3

O gabarito, portanto, é letra B.
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: n ~ . , o 1 , :
: Observagdo: caso ndo considerdassemos que x esta no primeiro quadrante, sendo cosx = > poderiamos :
: obter x = 330°. Nesse caso, teriamos 20x = 6600°.

: Ao subtrair 18 voltas completas desse angulo, obtém-se 120°. Nesse caso, obteriamos a mesma resposta:

1
cos 20x = cos 6600° = cos 120° = -3

Gabarito: Letra B.

3.(FGV/CODEBA/2010)

30° -
B C

A figura ilustra um tridangulo ABC, retangulo em C. O comprimento de AC é
5
a) E
b) 22
2
c) 3.
d) 3v3

53
e)—.
3
Comentarios:

A figura a seguir ilustra o triangulo ABC com os pontos M e N, sendo y o comprimento do segmento BM.

A

B N o

A partir do triangulo retangulo BMN, temos:

2
sen 30° = —
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1 2

2y

y=+4

A partir do triangulo retangulo ABC, temos:
X

sen 30° = ——
y+1

_x

2 4+1

1 X

2 5

5

=2

. .5
Portanto, o comprimento de AC é >

Gabarito: Letra A.

4.(FGV/PC MA/2012) Se a e f sdo as medidas dos angulos agudos de um tridngulo retangulo, entdo:
a)sen(a+p)=0

b) cos(a+ ) =0

c)sen(a—pF) =1

d)cos(a—p) =1

e)sen(a) +sen(f) =0

Comentarios:

Em um tridngulo qualquer, a soma dos angulos internos é igual a 180°. No caso em questdo, temos um
tridngulo retangulo com os dngulos a, e 90°. Logo:

a+ B +90° = 180°
a+ B = 180° — 90°
a+f =90°

Logo:
cos(a+ B) = cos(90°) =0

Gabarito: Letra B.
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5. (FGV/PM MA/2012) Na circunferéncia trigonométrica o arco x é tal que sen(x) = 1.
Entao, cos(2x) é igual a:

a)-2.

b) -1.

c) 0.

d) 1.

e) 2.

Comentarios:
Considerando dngulos entre 0° e 360°, temos que, para sen (x) = 1, necessariamente x = 90°. Logo:
cos(2x) = cos(2.90°)
= cos(180°)
=-1

Gabarito: Letra B.

6. (FGV/SAD PE/2009) Se cos x = — %, entdo cos 6x é igual a:
a) 0.
b) 1.

1
C) E
63
2
e) —1.
Comentarios:

. n 1
Considerando angulos entre 0° e 360°, temos que, para cos (x) = — 5

x =120° ou x = 240°
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1
(cos120°,sen 120°) = (_ 7

(=1,0)

e

1 V3
(cos240°,sen 240°) = (_E'_7)

(=10

Logo, podemos ter:

6x = 6.120° = 720°
ou

6x = 6.240° = 1440°
Note que 720° correspondem a duas voltas de 360°. Logo:
cos 6x = cos720° = cos0° =1
Além disso, 1440° correspondem a quatro voltas de 360°. Logo:
cos 6x = cos 1440° = cos0° =1
Portanto, cos 6x = 1.

Gabarito: Letra B.

7. (FGV/SAD PE/2009) Somando-se a tangente de um angulo 8 com a cotangente desse mesmo angulo 0,
obtém-se:

a) sen20
2

b)sen29
c)1
d)

e) cos26

2
cos260
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Comentarios:

Pela Relagdo Fundamental da Trigonometria, sabemos que sen?0 + cos? @ = 1. Além disso, sabemos
que:

1
sen 20 = 2senf.cosO — senB.cosO = Esen 20

Portanto:

tan @ + cotg 0

senf cos@

cosf senb

sen?0 + cos? 0

sen0.cos 0

Gabarito: Letra B.

8.(FGV/ALERO/2018) O valor de y = cos 36°.cos 72° é

Q
—

2

senl8°.

(@)
—

o

cos18°.

D
—
®I= R NP sk NIR

Comentarios:

(o)

ESTAE

DIFICIL!

Perceba que 72° é o dobro do angulo 36°. Logo, é interessante "darmos um jeito" de o dngulo 36° "se
transformar" no angulo de 72°.
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Temos:

y = cos 36°.cos 72°
Multiplicando ambos os lados da equacgao por 2.sen36°, temos:
2.5en36°.y = 2.sen36°.cos 36°.cos 72°

Utilizando a identidade do arco duplo para o seno, sabemos que sen 72° = 2.sen36°. cos 36°. Ficamos
com:

2.sen36°.y = sen 72°.cos 72°
Multiplicando ambos os lados da equacao por 2, temos:
4.sen36°.y = 2.sen 72°.cos 72°

Utilizando a identidade do arco duplo para o seno, sabemos que sen 144° = 2.sen72°.cos72°. Ficamos
com:

4.sen36°.y = sen 144°

Note que 144° e 36° sdo angulos complementares (somam 180°) e, portanto, apresentam o mesmo seno.
Logo:

n 4.y:1

NN

Gabarito: Letra B.
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QUESTOES COMENTADAS - FGV

Fungdes Trigonomeétricas

1. (FGV/SEAD AP/2022) Considere a equagao

X

senx =—
3T

Para x = 0 o nimero de solugdes dessa equagao é:
a) 0.
b) 1.
c) 2.
d) 3.
e) 4.

Comentarios:
A equacdo apresentada ndo pode ser resolvida analiticamente.

Para obter o numero de solugées da equac¢dao, devemos obter o numero de intersec¢bes das funcdes

f(x) =senxeg(x) = ix.

Note que a fungdo g(x) é uma fungdo afim, pois podemos escrevé-la da forma g(x) = ax + b, com a =
1
—eb=0.

3m

Veja que, para x = 0, temos g(x) = 0. Além disso, para x = 3w, temos g(x) = 1.

Com base nessas informagdes, vamos desenhar os graficos de f(x) e g(x).

f(x) = sen(x)
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Observando os graficos desenhados, percebe-se que, para x = 0, o numero de intersecgGes é igual a 4,
sendo uma das intersecgdes no ponto (x,y) = (0,0).

~ ~ X
Portanto, temos 4 solucGes para a equagado sen x = -

Gabarito: Letra E.

2. (FGV/SEE PE/2016) Uma fungdo trigonométrica cuja expressdo contém apenas seno e/ou cosseno
além de alguma constante tem o seguinte grafico no intervalo [—m, r]:

Essa fungdo é

-n -n/2 0 /2 "

a)y =1+ sen(x)
b)y =1 —sen(x)
c)y =1+ cos(x)
dy=1-cos(x)
e) y = sen(x) — cos(x)

Comentarios:

A fungdo y = sen x, no intervalo [—m, 1], é representada do seguinte modo:

NY

y =senx
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Para representar y = —sen (x), toda ordenada y do grafico que era positiva vira negativa, e vice-versa.
Em outras palavras, devemos rebater o grafico em torno do eixo x. Ficamos com a seguinte
representacgao:
AY
2
y=-—-senx
R 1
! T
1 —
-1 | 2
2 T 0 2 T x
2 |
-1
2

Ao somar uma unidade a fungdo, obtemos y = 1 — sen (x). Trata-se de um deslocamento vertical em

uma unidade para cima.

\
A4

S I
N
3
=

y = —senx

Note, portanto, que a fungdo representada no enunciado é justamente y = 1 — sen (x).

Gabarito: Letra B.
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3.(FGV/SEDUC AM/2014) Considere a fungdo f(x) = 275en®) definida para0 < x < g

4+sen(x)

Os valores minimo e maximo dessa fung¢ao sdo, respectivamente,

5 2
a)—-e-
45
b)—lez
25
c)—%eO
d)—1le-
2
e)0el

Comentarios:

Sabemos que, para o intervalo [0, 27|, a fungdo y = sen x admite o valor maximo 1 e o valor minimo —1,
isto é:

—1<senx<1

. . . s ~
Note que o enunciado restringe os valores de x para o intervalo [O’E]' Nesse caso, temos que a funcao

. s . T ’ .
y = sen x admite o valor maximo 1, parax = 5 €o valor minimo 0, para x = 0.

2—-7sen(x)
4+sen(x)
denominador aumentado. Nesse caso, f(x) é minimizado. Portanto, o valor minimo de f(x) ocorre para o
valor maximo de sen x no intervalo considerado.

Note que, ao maximizar sen x, a fungdo f(x) = tem o seu numerador reduzido e o seu

f 2—-7.1 -5 1
MIN™ 441 — 5
e . ~ 2—-7sen(x)
Por outro lado, ao minimizar sen x, a fungdo f(x) = arsen(D) tem o seu numerador aumentado e o seu

denominador reduzido. Nesse caso, f(x) é maximizado. Portanto, o valor maximo de f(x) ocorre para o
valor minimo de sen x no intervalo considerado.

2-7.0

Juax =335

1

SN

- (. ~ . 1
Portanto, valores minimo e maximo de f (x) sdo, respectivamente, —1 e s

Gabarito: Letra D.
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QUESTOES COMENTADAS - FCC

Trigonometria

1.(FCC/SEE MG/2012) O triangulo é uma figura rigida: ndo se deforma como aconteceria com um
quadrado. Esta rigidez o torna de grande utilidade na vida pratica. Uma aplicagao, por exemplo, é na
maneira de “travar” uma estante para que ela nao se deforme. Na parte posterior de uma estante de
1,30 m de altura, com a base apoiada no chdo, foi colocada uma trava na diagonal, formando um angulo
de 30° com a horizontal, constituindo assim um triangulo.

O comprimento dessa trava sera
a) 0,65 m.
b) 1,00 m.
c) 1,30 m.
d) 2,60 m.

Comentarios:

Vamos supor que a estante em questdao é um retangulo, que é composto por quatro angulos retos. Nesse
caso, a trava forma um triangulo retangulo ABC, conforme a figura a seguir:

C

Considerando que a trava tem comprimento [ e sabendo-se que a altura da estante é h = 1,3 m, temos
que:
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Gabarito: Letra D.

2.(FCC/SEE MG/2012) No ciclo trigonométrico abaixo estdo localizados os angulos a e f3.

Nessas condicOes, esta correto afirmar que
a)sena > cosa
b)sena > cos f
c)senff > cosf

d)senff > cosa
Comentarios:

No ciclo trigonométrico, sabemos que uma vez tragcado um raio que faz um angulo @ com o eixo x, a
projecao do raio no eixo x é o cosseno de 0 e a projec¢ao do raio no eixo y é o seno de 6.

Para o exercicio em questdo, temos que:

e « esta no primeiro quadrante. Logo, o seno e o cosseno s3o positivos.
e [} estd no terceiro quadrante. Logo, o0 seno e o0 cosseno sao negativos.

Vamos avaliar as alternativas.
a)sena > cos a. ERRADO.

Por meio da figura apresentada, a aparenta ter menos do que 45°. Nesse caso, a sua projecdo no eixo x é
maior do que a sua proje¢do no eixo y, de modo que cos @ > sen a.
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b) sen @ > cos 8. CERTO. Este é o gabarito.

Como «a esta no primeiro quadrante, sen a é positivo. Por outro lado, como 8 esta no terceiro quadrante,
cos f é negativo. Consequentemente, é correto afirmar que sen a > cos f.

c)sen B > cos . ERRADO.

Por meio da figura apresentada, o tamanho da projegao do raio que representa [ no eixo y é maior do
gue o tamanho da projec¢ao desse raio no eixo x.

Como o seno e 0 cosseno sao negativos no terceiro quadrante, sen § é "mais negativo" (menor) do que
cos B.Logo, sen B < cos f3.

d) sen B > cos a. ERRADO.

Como a esta no primeiro quadrante, cos « é positivo. Por outro lado, como [ esta no terceiro quadrante,
sen 3 é negativo. Consequentemente, temos que cos @ > sen f.

Gabarito: Letra B.

3.(FCC/SEDU ES/2018) O valor de sen%" é igual ao cosseno de

2T

a) —

3
b)g

7T

c)—

6
d)%
41T

e)—

3

Comentarios:

2 .
Note que ?" corresponde a 120° e esta no segundo quadrante.
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2w 2n
(cos—,sen—) = (— , T ﬂ) (1 \/?;)
3 3 cos—,sen—|=\=-,—

(=1,0) (1,0

v

(_ 1, 0)

~ . . , T .
Sua reducdo ao primeiro quadrante é 3 que corresponde a 60°. Logo, como pode ser observado no ciclo
trigonomeétrico:

2t /3

Sen? = 7

Sabemos que g corresponde a 30°. Logo:

T 30°
COS— = COoS = —
6

. . 2w, . b4
Portanto, é correto afirmar que o valor de sen < € igual ao cosseno de o

Gabarito: Letra D.

4.(FCC/SEDU ES/2016) Na fungdo trigonométrica g(x) = sinx,com x €ER, g (1z—n)é igual a

9(%)
04 (3).
)9 (5)
d) g(m).

a9(2)
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Comentarios:

131 131 131 . n
Temos que g — ) =sen —/. Para obter o valor do seno de 5 devemos reduzir esse angulo ao

primeiro quadrante.

. . s .. 61
Uma volta completa no ciclo trigonométrico é igual a 21, que corresponde a 5

. a 13m
Subtraindo duas voltas completas do angulo — temos:

13w 6m

3 3

13w T 131
Logo, sen = - sen 3 Consequentemente, g (T) =

Gabarito: Letra E.

5.(FCC/UNILUS/2022) A figura mostra, no plano cartesiano, um circulo de raio r, centrado na origem do
sistema de coordenadas, e um retangulo de lados paralelos aos eixos coordenados inscrito no circulo.

Sabendo que o angulo entre o eixo x e a reta que passa pela origem e por um dos vértices do retangulo
mede 0, a drea externa ao retangulo e interna ao circulo vale

YA

o
>

O
o

a) r2(m — 2sin(0))
b) 2r(m — sin(20))
c) r?(m — 2sin(26))
d) r(m — 2sin(0))
e) 2r2(sin(20))

Comentarios:
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Note que o triangulo OMA representado a seguir é retangulo. Seu cateto oposto mede r.sené e seu
cateto adjacente mede r.cos@.

r.cos 6@

YA
B A
r r.sen @
0 M
o :
C

Consequentemente, o comprimento do retangulo mede 2.7.cos 0 e a largura mede 2.71.sen#.

VA
: 2

r - L. sen 6

@

5 /.}Z.?:ne

Para obter o valor da area externa ao retangulo e interna ao circulo, devemos subtrair a area do retangulo
da area do circulo.

A = Acircuto — Areténgulo
= nr? — (2rcos6). (2rsend)

=nr? — 4r?senfcos6

Sabemos que sen28 = 2.senf. cos0 e, portanto, senf.cos0 = %senze. Logo:

1
A=nmr?—4r? (Esenze)

=nr? — 2résen20
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r?(m — 2sen26)

Gabarito: Letra C.

6.(FCC/SEDU ES/2016) A solucdo da equagdo sin( ") —2-cosmt+3-cos(2x) =1, com x no 1°

T2
quadrante do circulo trigonométrico, é
T
a)-.
) 4
T

b) 3

Comentarios:

. . . sy . Y
Por meio do ciclo trigonométrico, sabemos que sen (— E) = —lequecosm = —1.

y

r 3

0.1

(-1,0) (1.0

v

(=10)

Temos:
sen (— E) —2-cosm+3-cos(2x) =1
2

—1—-2(—1)+3cos(2x) =1
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—1+4+2+3cos(2x) =1
cos(2x) =0

. . N . ;. n 3w , N .
Existem diversos angulos cujo cosseno é igual a zero, como 2 5 © também qualquer angulo obtido

somando k voltas completas a esses dois angulos.

Logo, os possiveis valores para 2x que anulam cos(2x) s3o:

T
2x = —+ k. (2m); k inteiro

2
ou
3 . .
2x = > + k. (2m); k inteiro

Note, porém, que x deve estar no primeiro quadrante, isto é:
0<x< z
x —
2

Logo, 2x deve estar no seguinte intervalo:
O0<2x<m

Assim, a Unica possibilidade para 2x que anula cos (2x) é:
) T

X ==

2

Portanto:

Gabarito: Letra A.

7.(IBMEC/2019) O nimero de arcos no intervalo [0; 27t], tais que seu seno é igual ao seno do seu triplo, é
a) 8
b) 7
c)2
d) 4
e)6

Comentarios:
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Devemos encontrar os arcos 6 no intervalo [0; 21], isto &, no intervalo de [0°; 360° ], tais que:
sen 8 = sen 36
Sabemos que:
sen 20 = 2senfcos0
c0s20 = 2cos? 0 — 1
Para obter o seno de 38, vamos obter o seno da soma de 26 + 6.
sen 360 = sen (20 + 0)
= sen20.cosf + senf.cos20
= (2senBcos0).cos6 + senh. (2cos? 6 — 1)
= 2senf cos? O + senf.(2cos? G — 1)
= senf(2cos? @ + 2cos? 6 — 1)
= senf(4cos’0—1)
Realizando a igualdade requerida pelo enunciado, temos:
sen O = sen 30
sen 6 = senB(4cos?0 — 1)
A igualdade se verifica para sen8 = 0. Nesse caso, temos como solucgdes:
6, =0° 60, =180°% 03 = 360°
Para sen@ # 0, podemos dividir ambos os lados da equagao por senf.
sen 6 = senf(4 cos? 0 — 1)
1=4cos?0—1

4cos?0 =2

1
29 = —
COoSs >

o=+ |2
costU = >
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cosf = +

Nl

~|

cosf = +

. n . 2 2
No intervalo de [0°; 360° ], temos quatro dngulos cujo cosseno pode resultar em +\/2—_ ouem — \/2—_:

e cosO = +g—>04 =45%e 65 = 135°
o cosh=—2 0= 2250, = 315°

Note que ao todo obtivemos sete solugbes para a equacdo sen 8 = sen 360. O gabarito, portanto, é a
alternativa B.

Comentarios: Letra B.
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QUESTOES COMENTADAS - FCC

Fungdes Trigonomeétricas

1.(FCC/SEDU ES/2018) Observe abaixo o grafico das fungdes trigonométricas y = sen x e y = sen 2x,
de Rem R, e o ponto P em uma das interse¢des dos dois graficos.

Ya y = sen 2x
4

p y =sen x
£ 7 P
NS
Recordando que sen 2x = 2.sen x.cos x, a abscissa do ponto P, transformada para graus, é igual a
a) 405°.
b) 420°.
c) 435°.

d) 390°.
e) 450°.

Comentarios:
As duas fungdes trigonométricas se intersectam para valores de x tais que:
sen 2x = senx
Como sen 2x = 2.sen x.cos x, temos que:
2.sen x.cosx = sen x

Casol:senx =0

Uma possibilidade para que a igualdade se verifique é sen x = 0.

Observe, porém, que o ponto P requerido ndo se enquadra nesse caso. Isso porque, quando o seno de x é
igual a zero, a fungdo y = sen x cruza o eixo x, sendo que P ndo estad localizado em cima do eixo x.
Portanto, estamos interessados para os casos em que senx # 0.
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Caso 2: senx = 0

Se o seno de x é diferente de zero, podemos dividir ambos os lados da igualdade por sen x.
2.5sen x.cosx = senx

2.cosx =1

COS X =

. . . . N L. 1 .
Para a primeira volta do ciclo trigonométrico (0 < x < 2m), o cosseno do angulo x é igual a 5 para dois
casos:

(-1,0) (1,0)

v

5m 5w 1 3
(“’ST'”"?) - <§’_7>
(-=1,0)

Para valores fora da primeira volta do ciclo trigonométrico, devemos adicionar um numero inteiro k de
voltas (2m) as duas solugdes encontradas. Logo, os possiveis valores de x sdo:

14
x=—-+k.(2m)
3
ou

5
x=?n+k.(21r)
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Observando os pontos em que os graficos se intersectam fora do eixo x, percebe-se que o ponto P
ocorre:

e Na segunda volta do ciclo trigonométrico (2 < x < 4m); e
¢ Na primeira oportunidade dessa segunda volta em que as fungdes se cruzam fora do eixo x.

Portanto, o ponto P ocorre para o caso de abcissa x = §+ k.(2m),comk = 1.

0

x = 21 X = + 1.(2%)
(1 volta completa)

Logo, a abcissa x do ponto P, em radianos, é:

0y x
360° 2@
7

O _3
360° 2w
6y = 360°.—
0, = 420°

Gabarito: Letra B.
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LISTA DE QUESTOES - FGV

Trigonometria

1.(FGV/CGU/2022) Um avido percorria a trajetoria reta XY da figura abaixo, de X para Y, quando o piloto
percebeu turbuléncias a frente. Para evita-las fez, no ponto A, um giro na trajetdria para a esquerda e
percorreu 10 km. No ponto B fez um giro de 53° para a direita e, ao percorrer mais 10 km, percebeu que

tinha atingido o ponto C da trajetdria inicial.

Dados:

Use o necessario,
sen37°=0,6
cos37°=0,8
V5 =2,24

A distancia entre os pontos A e C é, aproximadamente:
a) 16,4;
b) 16,7;
c) 17,1,
d) 17,5;

e) 17,9.

2.(FGV/TCE-TO/2022) Sabendo-se que cos x = %, entdo cos 20x é igual a:
a)l

b) =

c)0

d)—1

e) 10
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3.(FGV/CODEBA/2010)

30° -
B C

A figura ilustra um tridangulo ABC, retangulo em C. O comprimento de AC é
5
a) >
b) 22
2

c) 3.

d) 3v/3

53

e)3

4.(FGV/PC MA/2012) Se a e B sdo as medidas dos angulos agudos de um triangulo retangulo, entdo:
a)sen(a+p)=0

b) cos(a + ) =0

c)sen(a—p) =1

d)cos(a—p) =1

e) sen(a) +sen(f) =0

5.(FGV/PM MA/2012) Na circunferéncia trigonométrica o arco x é tal que sen(x) = 1.
Entdo, cos(2x) é igual a:

a)-2.

b) -1.

c) 0.

d) 1.

e) 2.
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6. (FGV/SAD PE/2009) Se cos x = — %, entdo cos 6x é igual a:

7. (FGV/SAD PE/2009) Somando-se a tangente de um angulo 6 com a cotangente desse mesmo angulo 0,
obtém-se:

a) sen26
2

b)sen29

c)1

d) —

cos26
e) cos26

8.(FGV/ALERO/2018) O valor de y = cos 36°.cos 72° é

Q
—

c

senl8°.

o (g
~ S—

S NIFR sk MR

cos18°.

o
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GABARITO - FGV

Trigonometria

1. LETRAE 4.LETRAB 7.LETRAB
2.LETRAB 5.LETRAB 8.LETRAB
3.LETRA A 6. LETRAB
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LISTA DE QUESTOES - FGV

Fungdes Trigonomeétricas

1.(FGV/SEAD AP/2022) Considere a equagdo

X

senx =—
3T

Para x = 0 o nimero de solugdes dessa equagao é:
a) 0.
b) 1.
c) 2.
d) 3.
e) 4.

2.(FGV/SEE PE/2016) Uma fungdo trigonométrica cuja expressdo contém apenas seno e/ou cosseno além
de alguma constante tem o seguinte grafico no intervalo [—m, r]:

Essa fungdo é

-m -n/2 0 /2 n

a)y =1+ sen(x)
b)y =1 —sen(x)
c)y =1+ cos(x)
dy=1-cos(x)

e) y = sen(x) — cos(x)
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3.(FGV/SEDUC AM/2014) Considere a fungdo f(x) = 275en®) yefinida para0 < x <

4+sen(x)

Os valores minimo e maximo dessa fung¢ao sdo, respectivamente,

5 2
a)—zeg
b)——e2
25
c)—%eO
d)—lex
2

T
2.
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GABARITO - FGV

Fungdes Trigonomeétricas

1. LETRAE
2.LETRAB
3.LETRAD
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LISTA DE QUESTOES - FCC

Trigonometria

1.(FCC/SEE MG/2012) O triangulo é uma figura rigida: ndo se deforma como aconteceria com um
quadrado. Esta rigidez o torna de grande utilidade na vida pratica. Uma aplicagao, por exemplo, é na
maneira de “travar” uma estante para que ela nao se deforme. Na parte posterior de uma estante de
1,30 m de altura, com a base apoiada no chdo, foi colocada uma trava na diagonal, formando um angulo
de 30° com a horizontal, constituindo assim um triangulo.

O comprimento dessa trava sera
a) 0,65 m.
b) 1,00 m.
c) 1,30 m.
d) 2,60 m.

2.(FCC/SEE MG/2012) No ciclo trigonométrico abaixo estdo localizados os angulos a e f3.

A
B
o

Nessas condicOes, esta correto afirmar que
a)sena > cosa
b)sena > cosf
c)senf8 > cosf

d)senff > cosa
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3.(FCC/SEDU ES/2018) O valor de sen%ﬂ é igual ao cosseno de

4.(FCC/SEDU ES/2016) Na fungdo trigonométrica g(x) = sinx,com x ER, g (BT”)é igual a

29(2).
04 (3).
9(%)
d) g(m).

09(2)

5.(FCC/UNILUS/2022) A figura mostra, no plano cartesiano, um circulo de raio r, centrado na origem do
sistema de coordenadas, e um retangulo de lados paralelos aos eixos coordenados inscrito no circulo.

Sabendo que o angulo entre o eixo x e a reta que passa pela origem e por um dos vértices do retangulo
mede 0, a area externa ao retangulo e interna ao circulo vale

YA

w
>

O
O

a) r2(m — 2sin(9))
b) 2r(m — sin(20))
c) r?(m — 2sin(20))
d) r(r — 2sin(0))
e) 2r2(sin(20))
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6.(FCC/SEDU ES/2016) A solugdo da equagdo sin (— g) —2-cosmt+3-cos(2x) =1, com x no 1°
quadrante do circulo trigonométrico, é

a) g.

b) .

c) 3?”.
d) =

3
E) s

7.(IBMEC/2019) O nimero de arcos no intervalo [0; 27|, tais que seu seno é igual ao seno do seu triplo, é
a) 8
b) 7
c)2
d) 4
e)6
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GABARITO - FCC

Trigonometria

1.LETRAD 4. LETRAE 7.LETRAB
2.LETRAB 5.LETRAC
3.LETRAD 6. LETRA A
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LISTA DE QUESTOES — FCC

Fungdes Trigonomeétricas

1.(FCC/SEDU ES/2018) Observe abaixo o grafico das fungdes trigonométricas y = sen x e y = sen 2x,
de R em R, e o ponto P em uma das interseg¢des dos dois graficos.

Ya y = sen 2x
‘ 4
= sen x

S ASAVAVAN

Recordando que sen 2x = 2.sen x.cos x, a abscissa do ponto P, transformada para graus, é igual a
a) 405°.
b) 420°.
c) 435°.
d) 390°.
e) 450°.
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GABARITO - FCC

Fungdes Trigonomeétricas

1.LETRA B
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