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LIMITES E CONTINUIDADE: Limites de Sequéncias

Exercicio 1. Calcule os seguintes limites:

3n+5 4dn -2 2n? +5n+1
(@) lim o7 b limzts  © e
T2 - 4n+3 . 3\ 1
@) Jimgrees @ Jm(ten) 0t (o (3 ) -1os3)

(g) limn (log (1 + %)) (h) lim (1 - 1)n (i) limn (log (7 + %) - log 7)

n—oo n—-oo n n—-oo

(D) b t5 _ L 3t S 3
n—>0 Zwn -3 Nn—-0 2 - Y/ &

(©) Gm M=% _ b 4—2/~ _ 4
Na0d M+6 N30 Tt afn

(&) ZfV"‘r 2K+ wn+) lwm 2+ n+ Vn® _ é
NP Spne—pu+3 N3P 5 — 5/ +3M* 5

(A> &W’ 71 —qw+3 = %Vvv = A+ 3N
N2 IN“+35n+a N3P 2 L 5ih+Ynt

Oty g ¢
9l () - &)

= bwm n doaG +‘3‘L\Z Z\m. -“*‘—‘—)

VN—=L~ n- 0

U

=2
2

= 43 b= —
3 0
@ b, w <“—> Gox ()= @S

325



Licensed to Marco Antbnio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br

W Gwm /1- ) L (""“)

h—=
= Cim . L
noo( N+l f_’v: (j 4 L\
A—d n—
= 6\’\41 - ° 4 = _é‘-
h—s (.H_L““ (J—r_l.. c
"=l "=l

Tem Ciéncia : 5
em Ciénc Dominando o Calculo

Professor Daniel Nunes




Exercicio 2. Calcule as seguinte somas infinitas:
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Exercicio 3. Calcule:
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Exercicio 4. Calcule

lim Vn?2+n-n

n—o0o

Um (7om-n= Com Jare —n YA
h-~R h—=>R JV\"-\- w + W

Tem Ciéncia

Professor Daniel Nunes Domina nd oo Ca I cu IO




Exercicio 5. Mostre que, para todo = € R,
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Exercicio 6. Mostre que:
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o= dm) JA+g =

(- my{+ 3w [ary
(Jh—ﬂ +JR>

_ )/—u*KA.m= J3~ Ven
(T + ) J3rum+ IT

_—s
haAo 2

(&) Yo -Twm =
- C\]—“—"T ‘t[r‘> (G\-f)zlil- (- \)’3 Vo, wZ/z)

/ \
(Cef "% w")
AR~ -
| \ A0
(G\-f)zil- (\n—r\) Ay m.z")

331



Licensed to Marco Antbnio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br

, . . nl
Exercicio 7. Prove que lim —
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Exercicio 8. Mostre que:
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Exercicio 9. Calcule lim
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Exercicio 10. Mostre que a sequéncia V2, \/ 21/2,V 2\/ W2, ... converge e calcule

o seu limite.
f-\ Sc ‘_)02 hoace €
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P . 2n+1
Exercicio 11. Prove que lim ~"VnZ2+n=1
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Exercicio 12. Prove que o limite da sequéncia

\/§,v2+\/§,\/2+\/2+\/§,...

existe e é igual a 2.
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Exercicio 13. Prove que a sequéncia
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LIMITES E CONTINUIDADE: Limites de Funcdes

Exercicio 1. Explique com suas palavras o significado da equacao
iy fle) =5
E possivel que a equacdo anterior seja verdadeira, mas que f(2) = 37 Explique.
é\Dm:}.' n  qQug Ln forme X & AP
Nme de 2, Som o e conde  dermoy
L=, j(x) s¢ cfpro xima de 5.

Sim, € pesssvel der Lim Sen=s

A2
€ J@=> me Eé o wso de~

)
J,u.\ncco—\.a
2
3(1)_: 31,1'3) Se % ¥
3 ; Sc r=2
?

341



Exercicio 2. Explique o que significa dizer que
11151 flx)y=1 e lirgl f(z)=5
Nessa situacao, é possivel que h}g f(z) exista? Explique.
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Exercicio 3. Esboce o gréifico de um exemplo de uma fung¢ao que satisfaga a todas
as condicoes dadas:

(@) Jim £Ge) =2, Jim J(2)=-2, (1) =2
(b) zlLI(I)l_ f(x) =1, lim f(x)=-1, ;}ana_ f(x) =0, g}{gl f(x) =1, f(0) nao definido.

(©) Jim f() =4, lim f(2) =2, lim f(2) =2, £(3) =3, f(D) =1
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Exercicio 4. Calcule:

1 1
@I 0 T 29 (@) Jip
2_9 1
© Bmeotr (0 Jp (o) Jig (7 toss)

X—5- T3
(b) é,vv\, 2+\ = +o0
A5+ A—S
(6) é,w\, éa(?(,‘— ZS) = — ©
A5+
@) ém St@i', = 400
'l"’ﬁ;-....
(6) éW\r C-o—l-’)( = 4R
- P-

344



Licensed to Marco Antbnio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br

Exercicio 5. Encontre as assintotas verticais da funcao
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Exercicio 6. Dado que
lin%f(x) =4 lirr%g(x) =-2 lirr% h(x) =0,
encontre, se existir, o limite. Caso nao exista, explique por queé.
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Exercicio 7. Calcule os seguintes limites, justificando em cada passagem as pro-

priedades basicas de limites que foram utilizadas:
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Exercicio 8. Calcule:

S ’ —5+h)2 -2
(a) lim rre-b (b) li x” +3% (c) lim (-5+h)2-25
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Exercicio 9. Demonstre que }cii% xt cos% =0.
Temos 2ue
\ (oS .é.) <l v 2 #9
P &
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Exercicio 10. Se 4z -9< f(z) <2? - 4x + 7 para x > 0, encontre lirri f(x).

Nﬂ‘k e)ua
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Exercicio 11. Calcule lim /z e***("/*),

m—>0+

Temns, Pava 1o 279
_ sen L
c s e =
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Gm J% €= bm Ixe=09,
’x_—-ﬁ
x>0 “ &wémrbb{_ QUC’;
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Exercicio 12. A funcao sinal é definida por

-1 sex<0
sgnr=4 0 sex=0

1 sex>0
Encontre ou explique por que nao existe cada um dos limites a seguir:

(a) lin(;l sgnx (b) liI(I)l sgnx (c) lir%sgnx (d) lir%|sgnx|

(e) lim sgn(senz)  (f) lim sgn(senz) (g) limsgn(senz) (h) lim|sgn(senz)

Ca) am 53(/\’1« = i

-0,
() Gm syne=-2
W29
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©) Na exi ok (Pis o;é&WVkS

év)evcv&cs
&) bwm |span) =1
WO

© E€m sgn (senx) = ~+
- T|‘+

() Gim s e =

p B |

A

OAer-is sco

(”b) NZ ex(ok (pis o> U wites
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x2+x-6
|z = 2]
diga se lin% g(z) existe e calcule seu valor em caso afirmativo.
Tr—

Exercicio 13. Seja g(x) = . Encontre os limites laterais quando z - 2 e

6m= +2-6 - -1) (%13
| z-2) le—2]

— 56\4(9(-2.) - (X+3)

Desim,
%Z_ZC13 = -3
' On = 5
é.\;“/?--\- %
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Exercicio 14. Calcule lim 6z~ 2.
=2 \/3-w-1

- <
3-u~ 3 3-u~ 3 Jo-2 + 23 o= =
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Exercicio 15. Encontre as assintotas horizontais e verticais de cada curva:

_5+4x 222+ 1

(a) ¥ . (b)yzm
373—33 et
) v= 6,5 (@) y=——
@\)Z«M él’iz-'-‘lym 4 x5/ _ 4
w240 L+t wr=+t0 N + 3/2
= f-\ssmwa hovizontL : Yy=4
l b-f'd‘l(. o0
7L—-\'3 z,+s
= Nsstniol verticel s x="3
2+ vxt =4

() bm ezl = m

c
w-> 100 ZuH -4 LD z+ 2)x — Hn

- ASSTV\—)QL. ho W’ZOWb—Q : g — N

Raczes 2o de rom, DV
x= —¢ 1 \|4+?=—-1_t\l's

Z

4
éWo necnhunmmc dedes &€ Y=t é‘;ﬁks
VMA\MCVbé.oV'/ cowb &y Dc e ASSiw .

= NssTniolas vevrtice IS :

e fz,::-“.\. +33
&

((.) Y= 7(,(3/{)’((44) — ()
=)~ 5) &= 5)

émﬂ 6\”\' ltﬂ\: 00} Nao € xiskew~ aSdfin —
> +t0

2 = _1—=33
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Jos horizond=s.
Toor oulire g”éo)

-

5
Jodt
[’3” =5 € assin

=Z
- — =
= Nsstntolas hovizontais™ J 2 J
&W.O 6’6 -0 & = éag) ')Clmqf

S Y.
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Exercicio 16. Encontre a € R tal que exista

32+ar+a+3

lim
z>-2  x?+4+x-2

e calcule o valor do limite nesse caso.

E prease ge -2 scj~ bait &S hume-

ey, 3% gque c& & Wzix & derominedor,
= r5'(‘2)2-/- a(-1) +tat 3 = 9
= Jze-—a+3=0 =D a= /5
ASéilM/ A j/ulﬂgé‘)\l) [
v f4 15+ 13 _ 3 (¥ 52 +6)
A+ -2 L -2

= 3-6)&‘45(1—"'3> - 3 (et
(}*{)(7&—1) z—4
Lo zp,

lm d+1521t13_ g, 3 Get3)_ _y
K22 it -2 >t -
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senax

Exercicio 17. Calcule lim

Tr—>00 €T

Te mes
0< Isenxl ¢ 3§ x>o
00 W

&M G wm __(,:o &00" &> Teorc ma,
o X /

do sandurdc que

&m Seni _ p
P *
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Exercicio 18. Sejam p e ¢ polinomios. Encontre

se:
(a) o grau de p for menor que o grau de g;

(b) o grau de p for maior que o grau de g.

pPoO = An A+ ATt Aas

gon= 0y 2 e+ by t oo

A) de wh< K, eniis

PO, —  Ant An R TSI = YO A7 I '
- = —
70 b L% 4 by + box

—_—) o
L Sl 7

OO) Se h72 et &2

P G 7(?-\‘—& 4 QL t e K
- = -k
Kank (O|<+ bk—le"{' Sy bofb

C emEs
Gy | 50 )7
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Exercicio 19. Calcule os limites:

. x3+8 . sen(z?-1) , 1
(a lim, o (b) lim | (c) }g%xsen;
1- 2 - 1
(@) i 2082 o) gy SRET) gy gy Ve
x—0 X x—>7[2 =T z—1 \/_ 1
tan 6
( lir% SRy (h) lir% an2x (i) hr%cossecxsen(senx)
20 Sen TL 20 sen 2 i

@) b 2+ _ G @refOC- 2 +4)
2oz x4 X7l g,*@ (-

= 6w|, 24— 2x+9 _ Je _ -3
LAt -2 —4
3
(2) G 502 (A=) = Gne 5C9 (=1 s
>3 A-> x—3d 2~-) Tt

= le., St z‘l . (Xx" V) =
n-41 =)
L , "
pors é’,ﬁ N h-9

) bim rsenL =° @B
i [zl g | xsen <) < 1

@) Om - c.aaz.wc — O A- (Losiz — 0a™%)

— lim (5- ws’x) + 50.71 _ Zw» 2 z_)‘;
N0 v Xr O : ‘7(;
z

_ 2 (Gwm 5(w>

WO




©) bim sew @-m _ seaTy _ o
'LA.;.E - n7e v

. J2+3

U3 \/?
() lwm > -r _ l ARoL KEXTD

vl ooy Wt oy Tmtd

= lbm 2L frri_ =

€21 )L/{ A+ 2% %

Z
3

i
%\ bm Senx — o sewx .~ _—
W>0 Seu TH w0 x ST
L >
=21
W

<k> &W\, ‘/ﬁ(ﬂéu—: G S016% d
X0 Seazx K2 @Sk  Samwx

= bm xnex 3 . 1) _ -3
n—9 ot (D56 Scnix
2%

(7)) &m (ossec T - Sew (5cnwx)
€0

- Zw\— sen(senw) - A
WO St
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Exercicio 20.  Prove que lim (cosmz)?™ existe para todo x € R e vale 1 ou 0
m—>00

dependendo de z ser inteiro ou nao.

Se e,
((35 rrl)z= A‘
m

= &'m(aas mx) = A

m—
Se & Z enia

jms?rzc)(l

= lwsﬂ'szm;:?n o
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LIMITES E CONTINUIDADE: Definicdo Precisa de Limite

Exercicio 1. Demonstre cada afirmacao usando a definicao €, de limite:

1
@im(eg)=2 O lmese (@ lin g -e
o o x?2+1-6 . .3

(d) lim p—" =5 (e) lime = ¢ (f) lgli%x =0

(g) lim V6+x=0 (h) limjz|=0 (i) lin%($2+2m—7):l
1 1
. . 2 _ . 3 _ . -
(3) lim (z°-1) =3 (k) imz®=8 (1) lim~ =2

(m) limv/z=+va sea>0

r—>a

Q)

J+ X — 2
3

O0c |n— &\ < §= 3¢

Q") lx—-a)<£ Se¢e O<|x—al<c §=E&

(<) \_ > M>0 se (xt3f< L
M

——

|2z~+3"
e se 0< |x-CY< ‘(I—l_ﬁ::%
@0 Tt u- 6 = (X8 (x+3)
= [ er-6 _5): /Mx-es) _ 35
A-Z },z
:'9{_-{»3’:]: I’L—Z) < &
Se o<|x—2) K E
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© |c-c)=o<E ¥ €2 se

lz-al< A =0.

S) x| < € se¢ ) <Je = &

(6) : brx < £ se 0<x=(6) ¢ €=}

LM ) < € Sc 0< le)l < E=%

L) |t ze-3-4l= | w2+ 2= 7|
_ )(1_z)(x+4)j< 2

Se o< lx-z) < _&

|+4|
Repere aee se  lx—el<d,
A< <3 = 5Scz+4<?

= [x+4)<3

= _* > L
|2+4) +

QSS)'W) Se
é: min ))1, .%—-3/

Jewnss gue se o< -zl <§ ewlda
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|t ze=3=4l= | (= 2)(n+4)]
< 8.2 < ;__.9: &

W) l?(f'—d—Bl: jx—z,llx+z)<a
sc o<l1+2)<_&
| x—2|
Repore oee ¢ lx+zl<d, cntss

—3<AC-1 = —OKN-Z<—3
= [x-21< 5

=2 _1 5 1
|2—-2) 5

QSS)’ VM) Se

5: miwn %1, ._f_;—-)/
’)"\"’"’5 guee se o< lt-(3)| <
entia

l(x,‘— 5)- 3| = lx-2zl-|z+2|
< 5-% < 5‘%: E
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) |a-gl= [x>- 2= Jeal 2 2z+4| <€

¢
) x5+ 2zt 4)

Se o<l x-2|<

Nole gue ¢ |x-2l<i,
dc <> D A<D
S |+ 2zrd)< GH+er4= 34

= : > 4
| X%t 2+ 4) K]
“\Sb)w) Se
= min &J €
A | ) Ta 3)
Yeunes gue se o< \1—2|< 8 C""}h
)—xj’-—?l: lx,—zl-l X+ 22+ 4)
< b la ¢« E |9=¢€
|2

(6) ‘/)L-'-?l;l= 12=%) ¢ £ se |x-zl<2lng

l2%)
NO le gue Sc Jx—2)< 3, ewt

Ven<s =5 (%51
/)SAWMI éc&i\m’hé& 3: (Mil/\.), A,Z&S) sc
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0< |- 2I< 3 e wiéia

_ )e—a|
__?J:l_“—"<8<£,

—

‘ % l2%) 2

(my | %= §2) = [J2-Sal | Z+&)
| S+ V=l

= \lx‘ﬂ\ < l"‘“\ < &
| 7%+ 3=l Ja
Se oc<lz—2l< b= Jxt
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Exercicio 2. Considere a funcao definida por

f($){0 sere@Q
1 sexeR\Q

Mostre que nao existe E_r,% f(x).
Repave que,  pave

L € IR, Jewoas
‘50()__ Ll — JL) (se € @)

-1l (se x&d

jods 2 & IR,
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he IN 2l que O<W\< & Ppes-r
dis>o, e
R = |L L) - g
S()-Ll= L
LQﬂbg) L nS rbée Ky © érvvml'

totnls € a_,wm,.e, Lo . As)iw)
' &'wi‘k« NCD exgs‘k.
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LIMITES E CONTINUIDADE: Continuidade

Exercicio 1. Explique por que as seguintes funcoes sao descontinuas no ponto
dado a:
(a) F(x)=— 2
a x) = em a=—
T+ 2
1
se x # -2
(b) f(z)=qx+2 em a = -2
1 se x =-2
r+3 sex<-1
(c¢) f(z)= em a=-1
2% se x>-1
22—
sex#1
(d) f(z)=422-1 ema=1
1 sex =1

(@) m [3oof=

-2
Qo) A0 b(u)'?' o # f(-a=2
-2
C) ZIM f60 = Gm tt3=1
( - V4 7""’6“)4-
: |
wm N = éf\/Vl/ va: -
'xé_,—a (-lé_ A Y- ¢

Caww /) C'wr\ké Chevans sHo éﬁewvﬂﬁl

Aé &Saow)n"/w'“ em =2=¢C

@”) Cm Jan = Cwm X=% _ Cur 2T _

1> 4 NI A A2 (2-gt)
_ : L = \ = 1= 5)
— mw

’)?—-5 J ——i’("}- e 3(
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Exercicio 2. Para que valores de x a funcao abaixo é continua?

0 sexeQ
1 sezeR\Q

flx) =

J Pia &€ cantinua emn nNevheun Povr)g
Pa‘)_s eém é}uae Qo inter uao (a- S) at A) =_I/
pov- a€ IR e £>°) Sempre lveva”

Mm b € T rmcontl (ese « >€jer (P
cional) eu ijvwecionel (caso asg“a, vecionet)

Do,
= i
| foy- Jen |= 47 &
Enlze wnio exisk §>o +2 gue
|7C‘6i’<8 =) )J’(’O"J@v)\(é—

ﬁf&iw, § pas £ cantime em

nenwmm  ponto 4 € %
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Exercicio 3. Se a e b sao ntimeros positivos, prove que a equacao

a b

+ =0
3+222-1 x3+x-2

possui no minimo uma solugao no intervalo (-1, 1).

66(4 J(?l\ = A _ ~+ b

L2+ 2= A3+ -2

(4
\ole gue - & i e AP+ -1

= 2tl Sivi le a3+ 2¢-12

L te-y [ X

"7(3" z 'l?"’l' —1

lowve EDTEy-1= —> <0, 2epve

@UQ«

Z’vw 4 —+ o = =X
A ), L+ -2

vibabawvcw\g | & rit de 23+ A —2.
Lﬂbo7 -y Sivide P+ A&

234+ -z |2
—/
S A . Rt 22
-
2 (n—1)
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éww U)Z-/. @GH+= 4)0} SCDUC gue

Gon - - ° = +oo
Ao ) - >+ ZAE=) L+ x—2

Lanm9o

Repave ainee U
2+ -3 = A+ (n*+ 2=2),;

(DM Vi Bey

-y, =38 e
<

bem cowe
ad+u—z= @Y ( A+ 210,

Lam Vit el apenes =1 §<

gue N+ A+ 2 WnNAo Jevn r-bes reais,

“SCU“' Qe Jon € conk e em 1),

Asssw) por @) C«éI), X\ stemm 6/A)
—) &c<cd &l Yeri S Que

(o <0 < 5(4_) ,

Gwe § € wonhinue om L4 41, (Scaue_
ds Teoremwo & Ll I nkyme &&vio
gue exisk ze (5 dC ()8 AL g

a( ) =9O.
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Exercicio 4. Um monge tibetano deixa o monastério as 7 horas da manha e segue
sua caminhada usual para o topo da montanha, chegando 14 as 7 horas da noite. Na
manha seguinte, ele parte do topo as 7 horas da manha, pega o mesmo caminho de
volta e chega ao monastério as 7 horas da noite. Mostre que existe um ponto no
caminho que o monge vai cruzar exatamente na mesma hora do dia em ambas as

caminhadas.

‘SMW\M‘ ope -ch\‘/\awo..s 60/.45)(@26 oS
hnideees perve cpe @ Sewbida do
Vwbe_ Comew W p@fﬁ&g 2=0 €&
kv mive em. 2=1. Lose  sum decik
(owvzrf, em A=4 ¢© Jevrming e m =0.
N Subite & uma Juad @ntima
& . [:') 19) — [2,1]
t — 4O
Om
IM=0, J(lay=4
€ A bexida € Mwra frirld o NHThua

6 1 [3 19 — (o)1)
t — gl
Com.

6(9)*—1, BCH)=0.
560\, h: [:’| (9] —_)[;’/ 23 dej(imel-. Per

D= S0 - 5
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Emiis h & cntrom m
h3)=-1<0 < J=h(i9)

Q&\iw) G)ob Teavre e, & nlor I nkv me disvia
Cxiste te (F19) =L 9oe hit)=o  Cu
e em t=17,

J(= gl
ou 5¢a, hede pank & b S

b dia o neoviye eshve e MO passi-

@ bank Na  Subj dy guenTo Na descich.
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Exercicio 5. Dada uma fungao continua f:[0,1] - [0, 1], mostre que f tem um

ponto fixo: existe ¢ € [0,1] tal que f(c) = c. (Sugestao: olhe para g(x) = f(z) - x)

Pri mei v wmen e, Se fl(or=2 e J0O)=4,
bﬁﬂb g‘»ﬂce\' Cc= €@ ou C=3 conjo\rwc.
O cz)». ASSM»w. agpve gue J[o) >o e
JH< I, e S€jor acx.)z:{(m—z. 7TCmos
gue § € onlinma, Lm
@LO)——— Jlory-o >0

6(3\ = JO) -1 <0

=) ?)cn o< 6(0)_

lo”f) Seqre & Teorema o Valo v

Inkvrme & v 9ue exise <6 (0,1)
’)7Q %U& 6(4,) —o =) &(c) =&,
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Exercicio 6. Seja f(z) = tanz. Embora f(7/4) =1 e f(37/4) = -1, néo existe
nenhum x € [7/4,3m/4] para o qual f(x) =0. Por que isso nao contraria o Teorema

do Valor Intermediario?

JSao neo nfravia e I VI 02

£ no € e N wme Cm [774, 37174]) A=

gue f;fbw«&mx:m/ C W3l .
z MR 4
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Exercicio 7. Mostre que cada uma das funcoes abaixo é injetora em toda a reta

real e determina sua inversa.

(a) f(z)=z+1 (b) f(z)=1-=
x se x <1
(c) f(z) =2’ (d) f(z) =42  sel<a<4
8Vr sex>4

(A w<cz = Xt ST TD () <4@?)
Lobe’) g ¢ injetore
Y=t s 2= d-y = )

(L) xcr = -2<-2 D) J-u< -2 DJHDHQR)
Loy, § & myetors
y= §-2 D x=1-3 =39

(©) ar=e*=> A*-2' =0

= (-8 (' + At g9 =0 y o
G e A4 AET EE=0 & = ’

auef 2 2 2 G (A
_ - (ttE&)+ 3¢C =
AT = (Z—r% %—-i' e ( Z) 4 =

S¢ € s5 se 2=0 € =5 Jewo s “ue
€ precise dy A=T  (ove Gue =2, Rssim

:} C, /yzj‘ )-Q‘(a.

v

47(vy)= HP)
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v, S Y»<

J9, se 1€y<l6
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Exercicio 8. Se f(x) é continua em x =a e f(a) >0, mostre que o dominio de f

contém um interalo aberto ao redor de a tal que f(z) > 0 para todo = nesse invervalo.

(2 ro j € ohlim. em A=Aa, pava
€= Jo) >0 ense §>o WL g 3©
z
|Jx-a)< § enilo

| JOO-Jn | < )

(=

‘5‘) -—i%) < 5(;{)_ j[ﬂ) ej_(_al
>

= o< :L%).<J(w)< 3j()

=2 Jon>0 S AE (a-§, ard).
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Exercicio 9. Se f(z) é continua em R e sua imagem estd contida em Q, com
f(1/2) =1/2, mostre que f(x) =1/2 para todo z € R.

Se J(W)#%_- (Pe v é’eZ“""” 1€ /IR, loamd
J é ontima. € entre dais  Ireuon iy
@'M&H'S@UCY) (O mo -—ZI-— [ j—(w)} (x,’s}c HyM
do tea ree <o

irr ol Se
- [52 0 exisle 2 celre

Vdor  jnievme H<vris e
Len 44 g9e JO1=pE NG,

05 S . Ds.nwj & /)yecl'so 9ve g{(z)=)/z
Y ve IR
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Exercicio 10. Se f(x) satisfaz a relacao funcional

fx+y)=f(z)+ f(y)

para todo x,y, encontre f(x) para z € Q e prove que se f for continua entao f(x) = cz

para alguma constante c € R.
Primeiva,
o) = (o % 0)= () + §(5) = Sloy =5

A Pﬁv%‘r e kéca@) e Gue S<
ne N, ewlds

) = JLat ) = S - ger =)

Bsiim, V ne IN
L(my= - H5
Se ne IN, Jewmos
IO = §(w %)= v f(w) = 3(R)= w3
S pge N, cwizo
J(2)= e J(5)= & 4B
1/”3% 0 = -5 s¢ re @, vyo.
Jor i,
0= f(o)= (=2 = SN+ 5%
= SJ(n= - J00.
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Dav
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Vh-—s x, QSSSW)
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Exercicio 11. Se f(z) = 2", dado € > 0, encontre § > 0 (que pode depender de a)
tal que

|[f(z) = f(a)] <e

se

lz—al<§
éf/ Q:O) ‘k\l\ﬂﬁs
hlce < x<Je

Dapona aZn. Teimas
)%\n_ A'| = [x-al | WFanl s an i+ L7
S5c¢  n-al<h entss
J#l= Jal € [2-a) <€}

=) < §+ lal
T2o de woy e Y a< la)
=) =%l < Zlal
B S-ﬁW, h-l -
|2 g fme) - L 21

<y lam@-D< 820 1o

-3

388



Exercicio 12. Considere um triangulo fixado no plano. Mostre que, para cada

direcao possivel, existe uma reta com essa direcao que divide o triangulo dado em

duas partes de mesma area.

56\5@ PMWL s Vé?%rcf‘s aaué:;s PN
‘)riﬁm v e (anstrus “am Siyk m= ce
(OO de we s oy Jc sjonas cent = @M

P %,0 fue o ’lllr(a‘nb,m@ Jﬁa_)ue, CQVV)7<b

ho Prime o Q)Uaé ronl . Fixe tuma
elivaga me G @)L de

;’mc.&ivwcxo I
5 10:‘WX—+b "'(\M—- egua(éo
A Y= me+ b)
Lom be IR, e
divide O ()@W
b em dois se i
/ > T p?awos,
P"[O,o)
Sei 7] j(kb o prCCVf}uae F= o e ==
J oA A;V(’ﬁl‘!

4 o &zl«m’(zﬁlﬂa
9= mr +b. Enls

7’wa"m®da ohh
de Lymy nes /70/4 rete
(> o o }viﬁwﬁvb Jeva

&W\' Yo éps} Cxisdem X<O[3 Aeni s gue

d; mensses

5(0():0 5 5((&)2..\.
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éw»o j ¢ CQVH-me) éezue o Teorecnmia
do valor inlirwe ik nin gee  exiske SE€ IR

7[4 gue Y= ZL stm.) a cta

\O: mx + &

divide o ’JlV‘iE’r‘W@«ué eun dois  (Xcecos

é(, mes e & ree.
ok gee j s¢ M= o, as ek
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Exercicio 13. Prove que se f(z) é monétona em [a,b] e satisfaz a propriedade
do valor intermedidrio (ou seja, se f(x) < ¢ < f(y) entao existe z entre = e y tal
que f(z) =c¢), entao f é continua. Podemos concluir a mesma coisa quando f nao é

mondtona?

Sem pends :bcmv»eééoés Suppwniae
A } e CresceniR.

5635%«. e Lo E:]/ £70. (uevewss
descoriv §20 1€ oe se [A—9\ <
entco | Jon- j{@)l( E.

CSC:Q

é: )) T C E“; bl ) 27% € d(Z) <j(7()~r&§

Se 15‘:&?/ entas = 0. Seje

T-= )l ze [«9] ) 2<x e J@ 7 Jm-¢&4

Se. 3= @ culrs t=a. De fine

Xg=( omp S (S’?‘sé)

2w (S=¢g)

7(,;:&1’%51 Li#"?‘)
x (3=2)

Se e
§= min Y x-%s, As=2) >0
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8: Zs—x>0.

Se Az=X —)-Olmo
k xs:% ‘)‘QW‘C 827—-2—57‘0.

L0‘5=7 s lx-91<8 e 9e s b)) ey

v (9 € (Son-g, SN+ &),

€ en)do :s e utibhna.
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€L
$-¢, /e <%
Vz
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Exercicio 1. Uma curva tem equacao y = f(x).

(a) Escreva uma expressao para a inclinagao da reta secante pelos pontos P(3, f(3))

e Q(z, f(x)).

(b) Escreva uma expressao para a inclinagao da reta tangente em P.
Y A y= Je0)

o
Y

@)

P mc.&‘mﬁc(‘w do rele scwnle € dede
P 1an0 = j(X)‘f(3)
3

x'_

(b) Q Mo&hnz&g P ’kwoth'k o
Z" m i/c Ce mcﬂwv'%&n ce SC ommk g;wwmb
XA —>3:

b JOO—J5) _ [3)
x—3

3
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Exercicio 2. Encontre a equacdo da reta tangente a parabola y = 4z — 22

(1,3).

no ponto

Y= 4-ze = Y= 2

Reb deingenic em (%)

ye ya (-9 Y
- 2 (’L’ﬂ + 5

— 2w+ 4
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Exercicio 3. Encontre a equacao da reta tangente a curva y = 3 + 422 — 22 no

ponto x = a.

Y= gra- ex* =D Yla) = Fa-ba’
Retn 'nLoMDcAJc em x=—a:
9= Y (x—a)+ g&)

-:(?a—énz) (x-a)+ >+ 4a°- 24>

- (?a‘éaz X —FA+ 62>+ D>+~ 2a’

= (?a—éaz X +3 —4at+ aa°
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Exercicio 4. Encontra a inclinagao da reta tangente & curva y = 1//x no ponto

r=a

‘)= 3
Y (x) )

D ndinuge d Bapes

Ylar = .

—k i r=a ©

Tem Ciéncia

Professor Daniel Nunes Dominando (o) CéICUIO




Exercicio 5. Se uma pedra for langada para cima no planeta Marte com velocidade
inicial de 10 m/s, sua altura (em metros) apés t segundos é H(t) = 10t — 1,86t%
Determine a funcao V' (¢) da velocidade instantanea da pedra e diga quando ela

atinge a superficie e com que velocidade.

V)= H'W) = 3o-332t

N P‘AV“ m—‘w‘woc a superee EW 1 >0

T aque  HG@) =92
= 0= HW) = b-o- 576

= t= 19 g 515
1,%6

Ne sl —,L(,VIAM a Vcéa&éc '

— - l’;l_?--:"lom/é
V{) = Lo 3,7 ive

{
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Exercicio 6. Encontre f'(a) usando a definigdo de derivada:
(a) f(z)=32>-4z+1 (b) f(t)=2t>+1¢ (c) f(t)=
(d) f(x)=2" (€) f(x)=vVI-2z (f) f(a)=—m
(g) f(z)= 1?;2 (h) f(t) =t? (i) f(z) =2
() f(z) =1+% (k) f(z) =Yz

Q,

;j‘(m\: Gim S (ath) ;jca)
h—o o

= m 2(&11/\)2— 4t +5 — 3a°+4a-4
h—oo0 — ‘N

= 4W|, %‘-f @an + 3n _%-4],\ —/%—l-%
W—o n

—lm a + 3IW-94 = oba-4
h-o

(o) Jlm= Gm j(ml:z—j_(a):

h—0

= Gim Z(Jc-tl«)3+ (a+h) — LA~ A
h—-o -
[/ },5{?4- eath + 6o+ Z\As+/+h—}z—/£
= VWA
h—o n
=bm 6a°+ 6ol « 2t 4
h—=0

- ba*t+tl
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h)+ 4 Zat L
&) Jtar= h=o a+th+3 arsd
h

ém [2@;1-(4 1](61-# » -~ LZA-#.Q(;” h+ 3)
> h (a+htD(a+3)

=lwm 2&F2a0+ 6K+ 6h +ort >

h=o h (athtDH(a+3)
— 26 + 2o + bt + o+ W
h htD(a+>
= lim s (a+ht D(a+3)

= = )
o (@thtd)(at ) (a+3)*

l L
) j(m Zw»x (aﬂn)?’— at
—!O b"

a® - (az—l- Za\ﬂ-"\l)

) f,—,wo‘ ha(ath)’
—lm -za—-h - -z _ _ 2
W20  afa+ W) al al
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J—2a

(©) S= G JI- 22 =

h—=0
=&m \YJ——ZQ—Z%"JJ"L;‘,‘” xli-la—zk‘f‘ l—&i
o " —za-2a + Ji—2=~

=l A-za-2n - Sz
o ([ + Jimes)

4M — —= = =1
h—0 [(Cza-2da + }.l—?.a 2 \D_:Z—ﬂ ==
4 4

/——

) Jtnr=Cm  Jizah T~
h—o i

= 4 Cm Ji—a — \’l‘a—\n
"o h JJ“ﬂ"h \,1—0\,
4 ¢ Ji-an - Ji-a-h \—aa J’a—b:_
) h_'mo h Jima-h Ji-a JT*m‘l' Ji-a-h
(A~ I+t h
4. bim / A+
Ve w T Jima (S Iserery),

4

=4 bm —
o [ S (Jm+ (T2 %)

q . | S, z
ZCJ’?\)”L U’”‘) e

—_—

400



Bt sa_

L N_ O W It o
@ §lon= G I+ @t ——

= fm 5[9,144)(1—\- ) — 5a L3+ (a_,-{-bﬂ_

" TR [ (41 )

= lm 5K 55+ Sh+ 5a° - 5% =GR~ 10wt Shx
e h[1+@R) (45 <)

=Clwm Sh — 5a%h —5Sha

hoe h[1+@Rf) (35 )

=W 5 — e
(?—:V; S —5a°- sha 5~ 5a%

[l—r@*“‘)t]’(i‘*“z): (J+a9*

) Jtars G J(aw - &

= Cu (@i —JM (Ja+ty + Jo)
(G + J2)

= bm @'1“4) - =bOm a5 deht 3olr +h>a”
h-o - (J@+‘4>s+ Jas) e h ([Catuy + Ja3)
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z

2
- &m 2%+ o+ (A - 2 a - 3 J—Z:
h-o Jlatuy + J a? 2 a’dt

@) Jn=Cm (a+ ‘/\)4— A
h—o N
= bwm [(a—(— '4)2-— a?'] [(a+b\)2+ QZ)
h-o m

= lom [~ AJ [ s 1l (s )
o Ih

— é’m [(@-(- l,ﬂ—ra][ (ﬂ“’l’l)z‘(- az.] - 2a- Zﬂ,z: 4@3
h—o

Q) $lmr=Cm A+ 1 - ¥=_L

h—o atw
h
=lm A-A-n _ fwm =+ -1
W20  h(ath) hoo (ath) a a

6 Sem= bm Yamw = Ja
| X N

=lwm Yawn -Ja  [lwy + Jath Ja + Jaz
h—n
"~ YAt wy + Vath Ja + Jaz
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P
h-e h(-’\](m-b\)‘ + Jath Ja + }\’Z?)

i = _+

3 &3/ A

_lm

Wso  “[(ar) + Vath Ja + Jar

Tem Ciéncia : 4
em Ciénc Dominando o Calculo

Professor Daniel Nunes




Exercicio 7. Mostre que:
(a) A derivada de uma fungao par é uma funcao fmpar.

(b) A derivada de uma funcao impar é uma fungao par.

@) Se § cpav, entan JOO= e
Te mos

J'(-%) = Gm J(=uth) = JE2)

h—o ‘\«
= lim SO D __ g im0
h-o h h—=vo N
= - f'o

LOWbo/ J' v Timpay.

('o) Sec 4§ € wm paVv, ewl Ao 5(—-x)=‘gﬁ(%).
Te wos

J'-2) = Gm J(-xth) = JCX)
h—o k

= b —f(XW) D) - fpy J(x- ) - S
h—ao h h—=o -
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Exercicio 8. Esboce o grafico das seguintes funcoes, diga onde elas sao derivaveis

e calcule f'(z):
(2) f(w) = 2lad (b) f(z) =z +|z|

9A Y=Axln|
(6\) 7—CWO S €}U&

Son=) x* , se 20

-x¢ se <9
/ -

/
Jé iCYiVoT\pc.Q Cun Aoc‘a Aa V¢.+«) e

Jl(')()—; zx |, S¢ %209

—2% , S¢C 2 <9
9A N= 2 +\%|
(‘o) TCVV!OS ?U‘—
j(’)f\—:'_ Zig X 29
0) <9 25

{ & devivive€ em  IR\10) e dewos
jl(u) -4z , 2?°

O ALK
/
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Exercicio 9. Suponha que f seja uma funcao que satisfaca a relacao

fla+y) = f(x) + f(y) + 2y + ay?
para todo x,y € R. Suponha também que

lim f(z)

z—0

=1

(a) Encontre f(0). (b) Encontre f’(0). (c) Encontre f'(x).

D J(or=J(0+0)= (o) + (o) + 0> 0+ 0-O

= Z.J(o)
—)] J(O) =0

(b) 5(0)— é;wn, j k)—i(o _ &WL JU\—:‘O)

h—o ‘4/

= &W\f :Hh) +3[o) + b‘?0+ h-0o* _ L\ZM j("\) =4
h—o h —

© J= G Jotrh) - JW
h—:o I —

=bwm )m»rj(m-l-x‘k-r xh' — f60
h-o N

=bm S o xxh = St
hso "W
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Exercicio 10. Seja [ definida em toda a reta e tal que

1f(z) = f(y)| <z -y)?

para quaisquer x,y € R. Prove que f é constante.

721'1005 gee, fPeve Jodo é//l}
Ij(,l)} = Gm U(xfh\-j(w)) -

h-9o I
pors
| f(%+W) ~Jon] < Il ) —~

~

| | 1 ==

M& IS %vég ve remos Jue S35 c::méq'?zQ
A y,.},-mnb feva  provay  cue { <
(ons Yant<, Usand o TJeorems oo \Llov
Mé dio. Mo ewxrav»%) o ogui aines
Nas %pms cesse f@mw\a} [»r IS5
Vamay  umsSav ontro av vmenk [PV
mes Jva i Que 3[ & ans Fte.

é‘dﬂ% a<lo €~ G #32 9uev- Vermos
Yo Vor 4Hue 5(;0__ j(b),

Seya €30 e de fina

ﬂﬂ{léf% bJ )l;(cx)-Jza)lsé(xm)}
Nole gque PN# ¢ peis as B
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Seya 5= Sup D GLne J & m-
e (pors € derivirell) Sse A
(DC %}Q) C?(\B)(_ NN ‘Sccj)ué'hc,e\ Q(.,.)MINCQ

0 qu e Gm Aa= 5. Jsso Sespe ES)

Jak e e,::ﬁd)a% Join hE N, exinje

Lan € A I gve S— An <_1_W )
\S“f gue S = ovp A
éll\ﬂﬂ An & Q, *J(W“'S
| JCtm) = S() € € (An—2)

lme J € enitrws freen
Nnos &is Cndo da cles;'amfc/‘ég

b NnN— @

oh Knay

gue,

| fis>~ fed V¢ E(5==D

lg,a% se B.

éur)al/\b\a. e &< b G o jt5):9
exisk & (5b) 1L gee

| 40— Je| € E(3=2)

Tewes
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| J60-Jeay) € 1§ -5+ 1§ (-4
< E(rs) + E(s-a) = EO-a)

L-Ofao) re B, Lolnjrmé-azca. Scbuc.
que '3 precde tev S=b.

Dssim
|3 - §tar) € €(b-a)

(bwme &20 & av o) tesvrio Seyve

gue J(=Ja). Lme ac<b

bio  ov b trivas, Spre Gue ) <

Lons}gnle em IR

Tem Ciéncia

Dominando o Calculo

Professor Daniel Nunes



Exercicio 11. Suponha que f seja uma funcao com a propriedade de que |f(z)| < 22
para todo x € R. Prove que f(0) = f'(0) =0.

os |Jo)lc0 =0 = Se)=9

J'(o)—‘— hém f(~Jio) _ Cm Jh).
2o ‘—‘h/

oo h
Mas X
Hﬂl)l g_lh’\_: Ua)
|l |
Dat

-l ¢ J) ¢ Wl ¥ h#e
I

= 0= bim-Iw ¢ &mign_<6m Wl =2

(/;—)o h_ao h_,o
ﬂssiw', Pd" Jeo rema R Sendartcle
Jlm= G S0 -0

h—o
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Exercicio 1. Calcule a derivada das seguintes fungoes:

(a) f(x)=22°-32% 4o (b) f(z)=2*(1-22) (c) y=a"—a73
(@) f6)= @ s =vE-p () Gla)=(1+q")
(@) Sn=6r5- 61— 4%
(3
(L) § (0= 2*- 2> = JGO= 22~ 6%

2/3 -5/
<) lo': .%:1/ '\'%—.7(— }

(@) Jn= ~L

© S(p) = 4
VA\Y:

Tem Ciéncia

Professor Daniel Nunes Dominando (o] CéICUIO



Exercicio 2. Encontre uma equacao da reta tangente e da reta normal a curva no
ponto dado:

(a) y=22°-2*+2em (1,3) (b) y:x+%em (2,3) (c) y=vx—-xem (1,0)
(d) y=2-+/z em (1,0) (e) y*=12%em (1,1)
(@) Y= ez—2%x = 9'(v=5b-2=%
#«mbcwle: y=4(x-3 t5
horme€ = —L@x-nt3
9= 7

() y=3 &= J@=1"F=%

y Dcwle-’ = —lz(”(‘ 2 +73
hormel : y = -2(x-2) +73

-

34
(C) ‘olzzL‘)(, -1 = 9'[}\':_1,-1:‘3

4 4
{«vpacvrle-’ 33’23—(1"5)
hormel : y = _43!-_(1,3)
\
- - A = gMdO= =75
(A> W= e = E “ <
fon cende s Y= (=3
horme€ : Yy = 2(%-3)
Yz (_ Ve _ ! - 3
(&) y=2"= Y=2=x" = JM= =

fawD(W}e-' y= %(7‘"3) +4
horme€ Yy = -—_;_ (2-)) +3

412



Exercicio 3. Onde a reta normal & pardbola y = 22 — 1 no ponto (-1,0) intecepta

a pardbola uma segunda vez?
Y'=2e = YEN=2
L"‘g% 4 reta hormet€ e (-),o &

Y= ’-('L-I-))
(am & paw-.bafa Sahsgat

N indersecan
L x+)= x4
Z
= wF- -5 =%
=2 = 3£ JI1+24 _ V£S5 _ _ 4 o 3
4 <+ <
OB a ac)r‘re- aw+cr5crz¢’a orre €m A= %/
3=fL
4 4-

413
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2

Exercicio 4. A equacao y"” + 3y’ -2y = ° é uma equacao diferencial, pois envolve

uma funcao desconhecida y e suas derivadas. Encontre as constantes a,b e c¢ tais que

y = ax® + bx + ¢ satisfaca essa equacdo.

T e mos
‘3': 20 + é

Uh: Za/
Assim,
Y+ yl-29 = Za+ Zax+p- Zan‘-2b5ve - ¢

_ —zart+(a-2Yx +atb-c> = x*
‘ﬁ) —ZA:l-:Da:—|/L

Za—2o=0 = b=a=-VYe
2atb-c =0 5 -4 -1 =Cc = Z

L"B")
A= '\/2/ b-‘—’ -‘/Z/ =3

Tem Ciéncia

Professor Daniel Nunes Domina nd oo Ca I cu IO
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Exercicio 5. Determinar os valores de a, b, ¢ tais que os graficos dos dois polinomios

f(z)=2%+ax+be g(x) =2° - c se intersectem no ponto (1,2) e admitam a mesma
tangente naquele ponto.

j(ﬂ): j+ﬂ-r‘o =2 (I)
A= d-c=2 = c==-4
Necm  disse,

glon= 3

2 ta
=, 8‘(1) =3
tha (9“"(' o ’l"'\ﬂbﬂﬂ'k C;UM CS';Z> SC:)« a
Mmesme, fdevenmes r M= 8(’)- Dar
2+aA=3%3= a=24
Pela CHuaido (3), lenos

2= A+3+ b=2tb => b=0o

ﬂ';"/ b—_-o (<& C:’l

Tem Ciéncia

Professor Daniel Nunes

Dominando o Calculo



Exercicio 6. Calcule o limite quando n — oo do valor absoluto a n-ésima derivada

de 1/ no ponto x = 2.

d = =L, d6. =z Lah=-3l
cr

Z«z ca® C{Z? ,24
Vawos pmvav (v imémf.s ue
L@ e n
c‘% " —— n+l

ya wme 3 Jue vele dQGVG. n= ﬁ 2, 5. A«U’"W‘a

e v-& pora N Gwe /,,L_ge jndediva.
Tewmes

ey d ety

C/lm/ cx 2 e )

Con'éth»é a |'nc5m{¢4‘;o.
ASJHM? deve mo s ave Eav

)
-ip ' . . \

low L@ = Gm CO 2
N> Gy A=z h—=RD 2'\-(-.\.

RC/DaYc, gue,

(

A ~2-2-2 - &

7 A 2 g wWw—ow

Lo,
b & Ae)| =

h>r o Tt
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Exercicio 7. Como é definido o niimero e?

N definiao gue msawes ot

N
e=) -~
h=0 )

vm‘* KéVac—kv;?a(f.o Bgailm(dﬂk c 70:, i -

bé m poéer;a Sérvir @ e ‘\ej"”c?‘o =

b4

n=2

Tem Ciéncia

Professor Daniel Nunes Dominan d oo Ca ICLI IO




Exercicio 8. Derive:

(a) f(x)=3e"+ \32 (b) f(v) = %;22}6” (¢) y=e*l+1
(d) f(z) = (3% +50)e” (o) g(x) = (v +2V/x)e” (0) y==

® s -t W@ (52 e -
(i) y=(+e )z (k) f(t) = zgg

—-4/3
@ =2 -4 7
5 ) Lv’% ch
-2 V) — = —
(L) Jm= V- 2e"=> Jv= "3
Xt

L
(C) Y= ﬁ-&"-ri = 73': cC = c

€X
(¢) Jon= (6r+ 5+ 3x+59¢
= (37(,7'-[' Jix #5) CL

K

© 8‘(1{) = (H- _\‘} + T+ ?—5'967‘

@) \3': g;__ Z__C:L: (x—a)@t
7 O

2
((‘)) D‘(u)‘— S(2n+1) — Z'(3JC‘_|)_= S
@+ (2et1)*
W Fp=ds59-2_ s _s5y-2 _ 4
J 2° 9 9* 9
= Fp= 5 +a 4 14
9t 9
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(i) y'= =& -T*

(2t2)*

— — -2

A
25% (40° 2% (2t

3

g) ‘3: ZS/L—PJ_Z—-&

\ e [ . J7)ef
= 4y'=- £ — *
1=t +<25i >

-2/3 s
(k) ;‘l“\: _‘;_.-L ({‘3)“ 1
{-3)°

- _13- _L\/s_ ‘k _ {\13 - <3£z/3‘|‘ 2+\/3
(- 2l-»°

Tem Ciéncia : 5
em Ciénc Dominando o Calculo

Professor Daniel Nunes




Exercicio 9. Encontre [’ e f:

T2

(@) f(z)=(a"+1)e”  (b) f(x)=Vae" (c) f(z)=

(d) f(z)=

1+e® x?2 -1
(A) J'( )= (325« X+ 1) e”
— 4= (6x+ 35+ 3x"* A+ c®

;(%3 + 6T+ ?1"‘“)6‘

L) fy=/_+32)e*
(2 Jn <2ﬁ+ )

= Jd'm=/—L + L L _®&)e*

4 ,L'SIL ZR Z&

© Jon= 2 (1€ - XX
L+e™
= 22+ (ex-xD€E"
(5‘*‘ ez)z
= J'e0= [e+ -z a9 e e*
(e

— ZW'C%[ 2% + (2% -x® 61)

Greg™
- zeta @-xyet - 4et - (ax-vde’”

(Jten?
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23
= (z2- 41)6"’-1- é— x%- 4t + 27(,‘)6
Gre)>

\

(2-40)et+ (2-dn+2d) e
(Jted°’

(A> :l'(”()'z A=) — 2x* - — (%?'—H)

(%% 1H* (T*1)°
= "0 =—[2xg;¢‘,a=r- 2 (A =s: Z’L-L’ZZ—H)J
@Z__‘)‘k&
= = 27(/—41—4)(,3: 44+ 22
( 2_\3 2
=) (x?-1)?

Tem Ciéncia

Professor Daniel Nunes

Dominando o Calculo



Exercicio 10. Se g(z) = 2, encontre g™ (z) para todo n e N.
el‘

6(1): 2 €°
-:?O'(ﬂ: Q-2 € = —(x-» e”
. &
:78“(71): (—A + x—)) e-k-¢

= 4'ro=( -2+ = (== e
Umwvoa [rrovar fev v A»«z&,o Hue
@(mbﬂ: (- e® YV oneN

S’fﬁrwhlﬂa Gue ossiwa 5{)& Pve 4G
Cerdo NE )N, Temes

(n)

on= C_I%/ [@)"‘(x—h)f;t]
[< = (- w)y ]e*
= C'\)u‘[ ) -+ 14]@:(: (‘l)h (—l + h—,—\) e_t

:6— j)VH‘[l- [l/Hu)] 6‘1)'
lowpltando a  neugo.
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Exercicio 11. Se h(2) =4 e h'(2) = -3, encontre

E(M)

dr \ =z

x=2

-h@2-h@=--3-2-4 _ _0__5
22 4 4

_ hin 2= b )
'l‘.—

X=7 P &g =52

Tem Ciéncia

Professor Daniel Nunes Dominando (o) CéICUIO




s, o ~ N xXr — 1
Exercicio 12. Encontre as equagoes de retas tangentes a curva y = 1
T+

que sejam

paralelas a reta  — 2y = 2.

y'= (rH-@&-y _ =2
(e+* @+

Q reta de rijeiéhuﬁg
A-29=2 & Y= 3% ~4

ﬁSS\'W‘? a 7Lmbewk e P‘V"&&‘ a_d‘v
aUamao

&

:;4 = A= -3+
_’—Z Z: R = (%TD >
0”9 ¢ —> A =—30c =1

Cavvo WAC D= —4 - 2 \o()) O) as P‘C’Lg

)
Ao b(h'\fé [re wwéau SAP

b= & Hrz =gz 2
e
=l -D= Lo -
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n
Exercicio 13. Encontre uma expressao para — ¥ (xke“) onde n < k.
xm

77616\ Rcb\ra de Lei‘al\iil

Jh(x"e) (Cf”) = der

dx+e
_ W k-€ _*%
- Z;< > (k%)‘x' °

Tem Ciéncia

Professor Daniel Nunes Dominan d 00 Cé ICU IO




DERIVADA: Derivadas Trigonométricas e Regra da Cadeia

Exercicio 1. Derive:

(a) f(x)=a’senx (b) f(z)=e"cosx (¢) f(x)=xcosz+2tanz
. oz
(d) g(t) =tcost (e) h(z)=cossecx+e“cotx (f) y= Yy
(@) f)= = ) y= () f(z) = wcoswsens
(j) y=2secx —cossecx (k) g(t)=4sect+tant (1) f(t)=te'cott
(m) f(z) - tanz -1

secx

\
(d) /J‘(Jl'): 21X St —+ 7(26.951_ fc_\j): Zg';_
'3
(&) J'on= Cosz —senx)c
(€ f\1= Cost— T5CAT+ Z S5ec* R
)
(&) 9= 3t eort= 1 sent

<
©) \'\\(ﬂ:-éoﬂccx- wte + (Ca—hc—— Ccssfclx) (S

(J) 'D\: Z"\’a\l\')( 4+ ’)L-S(,cz)c

(2- Jonan) ©
@03 &‘(ﬂ: (s (3+ asu) + Sen'e — i
(1+ @y¢)? J+wsxi

(W) ylz st o J+t-t sent

3+t o~ b?
= {wk + Ssent
1+t +Y
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@) JOn= % SeL 2%

=5 j‘(vns A genw2n + Tos X
z

(J> \3]: 2 Szcx =+ casgacn - ot
(%) 9\(”: q sec) tint+ sectt

(() alu): [-éié@ m(éset-\- +4 wol- e’

= (— t casset + ot + {ca€>€+

(W) d‘(?)—- Secx — anc—l) Sect el
Sect
> 4
= seh = Secu L + stk Jt
Sec* e
= Sect( S+ dan) — S€CZ- At + S Fx

Seg 2
= sec (Jtdmn) — 3t tamt
sec secX
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Exercicio 2. Encontre:
99 35

(8) dx?? Sen (b) ﬁ(xsenx)

@) Tewos

Z
d jehyr= PI% .ébJ(wx = —Jen%
e e
4q
/:ﬂvm— —w52 _g/_ﬂml= Jene .
Q9
dx?® e
@ﬁr (omo 99= 4-(24)—*' 3, SHmos
/
3
‘/‘”S{Uﬂ = ﬁ/- SeNx = —©s
T oz

@) 72”005) [)J‘- r‘cbv@ de lCiLw’;}

I 2. 9) ( )4 9"
L°«37

a/ <7LvanL) L(K i;cm_ i"‘f

éW\o fl__x,:.o Se k<wn-i

" c/zh—K ) Jh
d <7LJCVHL):: nd sent + A _C seut
Ty A dz
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25= 4.2 +3 ¢ 34=491t%
Jeaue pela dei o Qo iHem @) gue

2} 4 3
d (éwf"'*) 35-;!,5{»»)4 - %_2/_ Seur
o e <

T -35seml — XOs
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Exercicio 3. Derive:

(a) y=sendx (b) y = tan(senz) (c) y=V4+3z

(d) y=eV (¢) y=(1+z+a2)® (f)y:%i__l
(g) y=cos’x (h) y = cos(z?) (i) f(t) = e senbt

. x 1+sent -

U) f(@) =/ (k) s() =\ 7oz ) y=e
(m) g(u) - (Zz =) 0 s =seenn) (0 y=cott(sens)
(p) y=tan(sec(cost)) (q) f(t)=tan(e’)+e™" (r) y= 93"

(s) y=vV1+ze? (t) y =sen(sen(senz)) (u) y= m

@ lﬂ(: 4 o5 4
(b) Y= s’ (sem) osx

(€) 13’: Y

2 '41—37(-
(L) y'= e

Z3%
29
© y'= qa( Jeretx2) - (2¢+Y)

—A4/3

Q) w'= = @Y
(%) fn:": —2 (5T Senk

U,\) b): —sea () - 2¢
£
Q) /j‘(“g (A, . senbt =+ bcosbt) e

Tem Ciéncia
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O A T e

R4 C’(—"' ‘)z
_ L
Z Jx (z+)™*

() s'th= _L IA—twﬂ tostl Hu&l\‘tsa:c (s+5ew)
A )—tSC\nh G—k cay\')
=L ’ ltosk | Sont+ o5 + A
o 3 stnd (44 ‘_‘)+)z
d+ .S'aﬂ“ -+ C"&“‘

2 Jo+sant (34 Cos})?

() Y= sectw £

(M) D\(’“)z g/ - N 3 lass) - s (1)
i+ @A;—f‘\)a’

N>t T

=€ A_A’/‘\_)? o.u’
(u3+0)*

= 48 wF (u>-3)
_r(u‘—u)"'

() 6‘(9): 2 m et (me). fon (We)

(o) "j’= -2z w1( sene)- @ ssec( o) . P39
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P)
W'z = seld( sec(coshi). sec(cos)) P (22)). seut

o it
@ Jh= etset(ed) « secte

w

4
v .4 5%
(D= b Gy bt 47 ¥ 2

X &

(1- 200€
2J 1« xe™

(t) 'Q': oS (va\((cvm))- >Ecnn). 5%

&5) \ol =

(M) Yy = —2sec’e

(3~ sz\‘x)z

Tem Ciéncia

Professor Daniel Nunes Dominando o Calculo




Licensed to Marco Antbnio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br

Exercicio 4. A equagdo do movimento harmonico simples é dada por s(t) =

Acos(wt +9). Quando a velocidade é zero?

V= W) = — o) sen (W'l:-’r 8) =m

Se wb+§ = |<'\Y) k ¢ Z

= L= kT =29 , kez
(O N

Tem Ciéncia

Professor Daniel Nunes Dominando (o] CéICUIO
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Exercicio 5. Escreva |z| = V22 e use a regra da cadeia para mostrar que, para

todo x # 0,
d x

ol =

dx |z|

< = a Jnr- Zx = % (e +#9)
e AL

Tem Ciéncia

Professor Daniel Nunes Dominando o Calculo
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Exercicio 6. Calcule as derivadas das seguintes funcoes e diga onde elas nao
existem:
(a) f(x)=|senz| (b) g(x) = sen|z|

(@ fn= seax o5t (7(,#' kw, keZ)
\Sewx|

() D‘m: Cos bl X (2#9)

Tem Ciéncia

Professor Daniel Nunes Dominando (o) CéICUIO
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Exercicio 7. Mostre que

d ( sen? x cos? x

+ = —cos2x
dr \1+cotx 1+tanx)

TJe ey Q)ub
sen L (os%
Jeotie N+ e

Sent x+ SCW tomn + Cost + ot Lot

I o\t A ot 4+ Pk

3 3
= ) + Sewn _ Co5 x
(S Seni

2 I SAUL S ~ (D5
(o5 se%
9
sen+ semr@st + oS %

(A
2 Sevm oSt + SOWL + L8

Loste — sentn = s = 2costx— 4= Ca§S L

= (osfe = I+t o8 2%
2

Qﬂpﬂo%mm% sentx =

) — os &%
=

=()- casz,()2+ 2 conse + (34 CeSi“)z
4 4 4

<5c, N + (=8 x)z’

3
= - )—s’&{+ Cos’ex + 2s8eme+ ) +2505C—+ (S 2

4 @C\n €+ 645992'
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. (oSS + Senk
T
Z( soar+ @3n)

e se e 5%
J4 semzn= fedit ot &

:(Scwl-" W’C)b
Y+ Seni + j‘SChz&L
2-(J+senex)

L[a= Q—scwu)Wl)
< g &

J—+

._L Z = SCV\.2«¥>= 1 - _L Senwic
Z e

Loy

\

(!

)

d (31 | o’ -4 (j——_L S{V\Z’9
j.x, J+ote J—~ e di 4

— — osiX
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Exercicio 8. Se n € N, mostre que

d
d—(sen” xcosnx) =nsen” ' xcos(n+1)x
x

"
f(‘x\,\“zmsht) = Nsen z (a5t Osne
>
— hsar"x seanx
-
= hh st ‘Z'(Co_sx- @5 h — S0 St lmc)

= h sen"x- es(n+)

Tem Ciéncia

Professor Daniel Nunes Dominando (o] CéICUIO




Exercicio 9. Mostre que, para todo n € N,

——(sen z + cos* 1) = 4" cos(4x + nw/2)

dxm™
SCV\?L: A— los 22X
Z
oyt = J + cosan
Z

c
— Senfx= AN - 2six+ 2T

43
2
toste = ) « 2cos2k + €987 X
a
= Sentn+ st = )+ cos“ 2
yA
Mas
Logaélf = A+ losq9x
2
=D Sewx+ 5% = )} + J+ losdt
2 _
Z
= %5+ (oS4
4
nSJ;‘W'7 Pavra NeE /N/ chos
" h
¢/ (Sen"x-r (o§ JL) =4 _é los (4%)
- 4 i
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Vawes provev  for Jnda? gue
" osae = 4"./,«5(47r.+ “_9 ¥ nem
P

chéyc gee ) Pave n=3J,
o tos 4= —4 Sende = 1 @5(4“‘279

5Mhamlm—- como Wﬁwiesc e /‘néaféco gue
_‘if&os 4 = 4”@5(411,1« n_g)
Y %e

FV"/?ZO

c/ 46541-— d ‘Q/,(oj4z_. r./4 ws/4¢+ hIT
G/;CUH' C‘ZL 0/7( / )

= —4""sen 4 L) - 4 m5(4;7,+ nlr+_n_')
= 4 (.og (47(,1- (“"")T’)
)
Com‘)*@b\né: a Mdu(é.:. Assim

h
_‘i.aas 4 = 4"405(41+ “1‘9 Y he N,
I Z

Povdant, pda tavedo (I, seyve goe

h | |
_é_ (sen’r+ éos"z,> = 4" ‘cas (414. n%)
"
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Exercicio 10. Mostre que, para todo n € N,

n

—(e*senbx) = r"e™ sen(bx + nh),
dz™

onde a,b>0, r* = a®+b* e 0 = arctan(b/a).

Te mes Que, v ©= drc fan % )
loso=_ A ) seén 6 =< b
a%b® a B

nw m)
ax
L/(eﬁgc%x) - (ﬂ Selbe + beos 69 e
e
at
= Jaust [ A Sev bxe + b zaa\ox>6
w
- v -(coJ & St bx + Stuye cosb%> <
= s bx+ 9)6“'

[a?l a JLG/NMM& \/hec ph\ra n=J. PV‘OVaV‘(_.

mnes Oy écW\a'\é O Ppk )‘VM\AA@J ﬂfw,_
ma  gue valla peva o,pa,om ne WN :

—2/—: e”g'cw 679 =" 66”('5('4 Qox+ ne)
't
Te mes
c}%—h—f'(ea:{f‘q b)t - CI)‘-{LI:Y_“ 66{1:5((4 (‘g'x_,-/- hG)J
W+
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=" [u sew (o + ho)+ ‘ocos(bx+he)] e™

= V‘M[_a;btm(lox-r ho>+ gco‘s(bx+he)]6"“
v F

~— eat
oy [(,059 s5eu @,u-/- Ne) 4+ Send é—%(‘mc"' "’9)1

= "™ sen (‘ax -+ “9+9) 6mc

o
= " sen [‘mc + (rw)e} c
lompllonds o prova v i ndugho.
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Exercicio 11. Calcule a segunda derivada de f[g{h(z)}].

i#@%(u)}] = J'[ ;){hm\]- 8’{h(v)3-h'(v>

dx‘ [0%(1() ] J [6 hm\l ( k(u)ﬁ h(ﬂ]
+tJ | [6{ H(ﬂ)\]- 6"“\(1) WA'(?)&
T J'[aihm\} 8’%(%}‘4"(1{)

Tem Ciéncia
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Exercicio 12. Que condicoes os coeficientes «, 3, a, b, c devem satisfazer para que

ar+ [

Var?+bx +c

tenha derivada finita em toda a reta e que jamais se anula?

51: o) arérbe+c — Zat~+b (ox+B)
2 Jazs berc

adt+or+c

- X a/{"+‘o’t+(-> - LM-{-(ZApi- bod) 2 ¢ bﬁl_
2 (aza-r b2 +C) v

= (Zo(b——zﬁ.p—-looox +(2dc- bp)

2 ( Ax+ lba —+ C)B)z

(Pmrk\ ter 6' J[.-V,,J_,/ c yavecuo Yue © Clﬁh’—

mihedv Nao ‘khlu. ves 1S  YCaiy - As»"wv)
b - 4ac <0 = |b’<dac

Qe Y mine (e ahnl, o humerdy
hao &eve Jer Vaizes. Ar Yim, E hecessavio
Que o a;(,afc;e,\rrk & T St ha® e

O Jevwo eon cne %4 cln)ﬁn\nfk de 2ere:

20 — 2ap-bo =0 = | 20b= 2Ap + b
20 - bR #0 = | zolc #bp
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x2/2

dn .
Exercicio 13. Mostre que T (BIQ/ 2) = u,(2)e” %, onde u, é um polinémio de
xn

grau n. Mostre a relacao de recorréncia

Ups1 = TUy + Uy,

%mos 2
2 wWile
_’_O(_ 61—/2 = xC
dr
f)ue aknoe 4o evwm’m&, pmr a h=1%

7

Uamoa provay (or (lné/wz&o gue

4/ h xle ‘1(27’2
C/_/ 6 = WU w (7() 6
Zh

onde wn € polinBmio ce Sean
Sakan‘/\a , Como Wpo dese ce i\ném((&_o) e

volble peva " 7€ mes

I+ +Y
é_'ex%: .é-(ﬂmma a>

o™ ce
172
= [Mne + 2t €
Y2
= Mwey(0 € )

onde Uny € MWSWH\O de s n+3.
\3£s.o nclui o ihéﬂaéw C oink nosiva

Que
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Exercicio 14. Usando a regra de Leibniz aplicada a

d 2 2
22 _ .77 )2
- (e ) xe” 2,

conclua que
Up+1l = TUp + NUR-1

N+
o/zu-u(e ) 4/ (7" 7‘L/a)
_ ék 67!}/&
=hn G/h Z/Z-i- Z J €

po@a ey de Lebuiq. U Sendd o TXeVULD
Ankvior, Seex  gue
22 hti ~ h-l v W 2%
/tln—”(?’)g = _é—- € =Nn &/ i /Z—I' ’L_Ci_ €
™ " 't

’)(7/1

=0 Ur i) + W00} E

= Mniy = Nl + XMa
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Exercicio 15. Com base nos dois ultimos exercicios, obtenha a equacao diferencial

uy + xu,, —ni, =0

satisfeita por u, ().

Uniy = Xn+ O (5

Un+>= XU + nMa-s ()
De (3) = (1), oblewes

/a'n - V) Mn_;

?(VI' thb) /PV(T) C/ n=-\
M'fn = hM'm_; = V\.-(MV\- %um)
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Exercicio 16. A funcao f definida sobre a reta satisfaz a relacao

f(x+y)=f(2)f(y).

Asssumindo que f é diferencidvel, prove que ou f(z) = 0 para todo x ou f(x) = e®".

Temos oue
Jlor= Jlo+ad=Jlo) = Jlod =0 o J=4,

Nem disso,
Jon= S+ o= S J(=d
e S(e> =0, ewn)ao J(’nro V16 IR

CSMY)QI\\’\G evﬂéi’,o Hue é(o)—:), Tewes que

o+ w-460) _ LG (Sw=3\ = Jo - J(W - S(2)
J(XLTL”51<J/@> Joo - 4=
Lozo)

Jlor= Gm JErDNID - (6. Gim J(n —Jlo)
hoo e h—o v
= Jo-$e).

= Jlan= Jon-Jo) ¥ xe v
Nol que

A (oo &)~ (st -Jrgon) €3 =
r/

— j%o
=) J(w) ed‘ot-:_ C = c—:maf)@\n*-
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DERIVADA: Derivacao Implicita e da Inversa

P X . . . .
Exercicio 1. Encontre T derivando implicitamente:
Y

72

(a) 2?2 —day+y* =4 (b) 2* +2%y* -y =5 (c)

=y +1
T4y 4

(d) z%y* + zseny =4 (e) eV =x—-y (f) arctan(z?y) = x + zy?

(g) sen(ay) =cos(z+y) (h) e¥senx=x+2xy (i) xy=/x%+y>?

(j) xseny+ysenz =1 (k) tan(x -y) =

T2 (1) xsecy =ytanx
T

W 2w -4y-4ny + 2y9y'= 0O

) 13‘: 2x—4Y _ - 29
dv -2y  ex-J

(O) 4P+ zay*+ 2x*y9' = 3y*y'=2©
- 73‘: 4%+ Z"“Jz
vYt— th‘j

(C) xz: (x“"j)(‘ﬂ"’ = 7(77’-1-7(1- :)3'-*3
= 2x = Y+ 299+ 3+ 39°y'+ Y

= "'g': 2)‘,—‘37'—1
Z2¥9 +39Yc—+d
(6‘-) 27(,1j7r_,‘, Z'x}‘ﬁ‘ﬂ"f’ Scny + A @59 _vl -

= ylz - (zx‘g‘-f-saay)
21’y + Xosy

(€)<%— 3 ‘o) e5- -y
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-1 ~ Ded—/‘j_vz

rne - y*

=] "0\:

sl
Qe

5[y
®
JIR
|
(.

G) Z"‘ﬂ*"zl) = )+ ”lj?'-f 2299’
I+ «'y"

= 2x9+ A%y'= (+y¥(s+ 299 + 213(3+ X°y) Y’

= K'= 229 - Q+y¥(s+ %99
2x9 (3+ 2%*) — 2*

(@5 cos(x9) (Y +29") = —sen (er YL+ 9)
=) 19‘ = "[Sc\n (x+9) + Yy ms&zy)]

Se h (n+9) + L was(Xy)
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= lﬂ‘: YJd a9 -1

y - 2259

(J> SV + w039 Y —+ 13‘5(\4»&—1- Yeoase =2

= Y'= - (DCM) + Y osn)

Sew 1 —+ X5y

( _- = ! - 7Y
() rsettem 2 =

sect(u~y) + &3

1 Rt :
- Yy =
sec*(t—9) + &
(3txY

(é) Secy + A secy- any. y'= e Y + gsec®

= Yz hsecn — S€cY
NS5 -\11\43 — e
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Exercicio 2. Se f(z)+2?[f(z)]> =10 e f(1) =2, encontre f1(1).

(DCVi\IaV\éo |'Vv\p Y *)'a- mcw\?/ -kwos
3
Yoo + 2 [JOO] + 3% (o) joo =90
Fatenéo A=21 VEW

3 + 224 3.2‘.5‘()\=o

= J\())s - lb
)
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Exercicio 3. Se g(z) +xseng(x) = 2%, encontre ¢'(0).

Futendo n=0 o cxpressid, vewos fue

6(60“:0
Dexivands imp bici ¥ W\cvr)‘s veum
Fgaenee 2=27°

6‘(0) = O

Tem Ciéncia
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Exercicio 4. Use derivacao implicita para encontrar uma equagao da reta tangente
a curva no ponto dado:

(a) ysen2x =z cos2y, (7/2,7/4) (b) 2 +ay+y*=3, (1,1)
(c) 2*-zy-y*=1, (2,1) (d) 2% +y% = (22° + 292 - )%, (0,1/2)
() a3+ 1?3 =4, (-3V/3,1) (F) 2(22+y*)% = 25(2* - 12), (3,1)

@) ‘3'5cmuc+ 2ycoszx = @szy — 2t seney -y
= Yy = KS52Y — 2y Vs 2%
S 2% + 21 Sev Y

(‘0) 2 t Y+ #9'+299v'=0

= y'= —(zx+9)
A+2I
Em O,0N:
2= -4
Lofan) a ret= #Mf)“ﬁk e

Y==(A-N+3 = —*C

455



Licensed to Marco Antbnio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br

) 2n-1p—1y' =299 ="°

2y + %
Euwm (z2,0:
V= 3
e 4

Lo, a ret tngente €

- 3 — 4
Y= T(l 2) t

(A> 2% + 2‘9‘3)_-
= Z(sz—r 247~ 91)-(41 + 4y 9' - .1,>
S5 st Juinde dive 40 na € guaq@ P
o V”V\}o (0/ VZ)/ obkwm;
Y'=2/ L. (2y'-1)
2 i (
= la‘:_\
Lo?, a ret #macwle e
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A &\9"—'—0
3 I3 3
—
K
Lo?, a ret= "Zma“"'}e c
(1—1— 35_3) +l =L +4
\['5 3

G) 4(n ﬂ")[z»u 2yy)) = 25 (2%~ 49 9')
Em (3,3, %M
4.40.(6+29) = Ed(l-zv)
24+ Zug:ls—loy
V. - -
= 9': 2L =5

—

Lo?, a ret= "Zma“"’le c

coL (2t E + 2

N
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Exercicio 5. A equacao wsenzy + 22° = 0 define y implicitamente como uma
funcao de x. Admitindo que a derivada vy’ exite, mostre que ela satisfaz a equacao

y'z? cos xy + xy cos vy + senxy + 4w = 0.

@e\ri\mm‘b [ /1] fLerm% ‘JCWQS
senxy + wLsxyg( Y+ x-9) + dx =0

= Y uPlosxy + HY Loy A + SEWHI T tx=o

Tem Ciéncia

Professor Daniel Nunes Dominan d oo Ca ICLI IO




Exercicio 6. Encontre y” por derivacao implicita.

(a) 22 +4y*=4 (b) seny+cosxr=1 (c) zy+e¥=e

(4) Devivan (wp b ek Jew =)

22+ fyy'= o
Deh'va_v;-éo auv?lr‘a ve g, veww

2+ 890Gy + 8Y9'="°

T 796" ) - - [+ 496"}

—_—

G’) tosy -9 - sevt =9

= Y'= Sewrk = Scwn- secy
559

= "< sn 5Ly + St 3y by Y’

= 5e¢ Y [fosz + Seww 2y - 5“"‘9}
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x~+ €7
= y'=—-| Y. é,—rc\’) —_ 19-(5+ ¢’ 22
e
- ] 2
“r/"‘ﬂ/‘}a’-\-‘ac” _ -ne’
n+€? e’
NCTEE
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Exercicio 7. Encontre uma equacao da reta tangente as seguintes curvas no ponto

(Io7yo)i

2 2 2 2
(a) % + ?2_2 =1 <elipse) (b) % - :Z—z =1 (hlpérbole)

(A) D¢VthV\éb iV\np &CJJawcvﬂ-tl vaw:.s

N 299 0 = 9=-b %
A% bz 0"3

L’-Wd-"} a Jﬂ/}ac\nk Cm (X’;%') <9'4°)

¢ [
®-99 = —5, (x77%)

2 =9
= (g9 + B T

o — .
gue abave o Fambewm ° <3° 9

G’)Dﬁwwméo i\/vvp &QJ@W(V\‘]‘(} —ch:u

a® L% vy
locp @ Jmgenit Cm b, 9,) (2°7°)
e(b—\o») = 5 (%)

=
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Exercicio 8. Mostre que a soma das coordenadas das intersecoes com os eixos x e

y de qualquer reta tangente & curva \/z +/y = /c é igual a c.

Dcvi vewned I'tmp Z;(.;«)La we m—)s »-k,WQs

Ly 9 0 = v -J7
i 239 2 ) =

Q re ta ',hhocw\e, e (%)\99 &

J= _\,—%(x’yo) + Yo

=2 J (‘9"%@)‘4‘ \FQ:CX—%) =0,
\/a’&J‘ JZv\MEe'm e re Yo=©O am Po=0°.
D inlerse@ lom © exd * dir gue
ﬁa(b-lﬂeg = \Fj-o Ao

—) \Y_')?o‘j = \r\;o')(o ‘|"\r’)?0 73@
= 1= JYJn. + Ye

Q '\V\k“se(éb W o €x2 Y S gue

J—?’Lo'ﬂa = \Fﬁ—"('lx‘ Yo)

=) J90U = J9o Ao+ V20 Yo
-=> x': 7(0 -+ \)—iosgg

ﬁsaivm/
Xty= Lo+ 255 I00+ Yo
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((DY‘ eXx e(Mp &/ Lo =o> —kwoa 5—15‘,:\\—2

= Ye=C & a 'k-wbcv‘+o <

\Y-Cx —0 = X=09,)
Gue a-) P\ro’prno eixo Y - O ss; m, o
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')\riv\biv e~ A0, YoD>o.
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Exercicio 9. Usando derivagao implicita, mostre que qualquer reta tangente em

um ponto P a um circulo com centro O é perpendicular ao raio OP.

élﬂbi seve o c(rwé repreose nta.
oY 2+ Y= r&
QSSHM, O= (060). Devivanss, Jewn0)3
z2x + 299'= O
= v=--% (449

D equei@ & Fngpe om PO=YAE

793‘-7\3‘4(1—?(3)—-r<go
Por owlre G- a ret~ OP feon

qu-f
(6 -O): Y)o—O (z,«o)
Ao -°

=2 Y=Y

Ho
&Vv\o _ﬂ_o_: “__A—__,. 5 VEMD e}ue,
re (A9

As retas s Per(xmcl/mfavc‘s_
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Exercicio 10. Encontre a derivada da funcao e simplifique quando possivel:

(a) y=arctan/z (b) y=arcsen(2z +1) (c) f(x)=zarcsec(x?)
(d) y=arctan(z - V1+22) (e) h(t)=arccot(t)+ arccot% (f) g(x) = arccos

b+acosz

(i) y = arccos(arcsent)

(2) y = arccos ( ) (h) y = arctan

a+bcosz

(a) (3‘: |

42 ZN=z

(%) 9'= ==

\[f(z:u;;
3

() J' = avesenr™+ 2%

Ji-z¢

l+x

dYn= - -
)y T

2
1+ <7L—W>
N X .
= NTE
m(H 2= 2 X\ xt + .H‘7(5

 JEe -
2 Hu"( PEOS m)
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©) wtu t
=) — (_ec U U= 1
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WOl = 5 T T
I
S S
\(\ = .
& o ﬁ z

%3\30 :éD[— asene (a+ bwesx) + b sewe (b+ ""”‘))

b+ a5 \¢
(a-f =8,

<
= A°semc+ LPsenn

Ja‘—+ 2oloms Tt b @3k — g — Zep @3 — A

A +b s ¢

= (A seme+ L sewn)(a beosx)
J@* &%) (1 — =25%°1)
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- (@"senc besewe)(a+bosx)
J@*- &) senn
= (a*« o) Cat beosx)
Je—<)

0 y. 1 L [EE. ztenslow
= — o © — >
3+ =% £ =)
(W
- T | . &9
4 - (d=)*
_ - 3
2Jy-x*
(1) y'= — —
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DERIVADA: Logaritmo e Funcdes Hiperbdlicas

Exercicio 1. Derive:

(a) f(x)=xlogx—x (b) f(z) =sen(logx) (¢) ogx

(d) f(z)=log,y(1+cosz) (e) F(t)=(logt)?sent (f) y=log(cossecx — cotx)

® o) =Vivlogt () y- e () y = log|seca]
() y=los(log(logx)) () y=loa(r+loga) () f()=logy[/ 55

@ Jn= boge-3 3= G E

() Sro= ety

& Flin= 22yt sin’v 4+ (Gopl) st

<
(o Ssecn — co- %

- (oSsecr
) a\(4)- -4
(?) B zJint t
- - M

laat —+3
A

'@ ‘;/Z"

L
G + &D‘“) Ll
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W) v'= A ser b= sincl (secx)- Fnre

| secx)

\ y L

. —

()) 'y —

S I
@) =7z
—2 - T
= J‘(l); -‘z’ (az,”—__z/c AE ~
al_‘_l" a2
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Exercicio 2. Use a derivacao logaritmica para encontrar a derivada da fungao:

() y= Qe+ 1P -3 ) y=\[ S (@ y=r"  (d) y=(cosa)
(e) y=a* (£) y=(sena)®* (g) y=(Va)* (h) y=(tanz)""

() y= Ve (e + 1)

@ o]
( ) &/ _ _‘—/ 5 A [214/)‘(" b @ A =3
_3’— Ve - &(jj c/z,[ 9

3
- ,"w__. 24X
n+l 14—3

g (A %4_”
= qto L[ A T
I =72 e~ Ay w1

470



@> Za d x boy 05X
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senz
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—
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e Ve
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ZA;, /1&07'_ +é¢"-7(>+ _7_—.293[%*')1
— | - Z
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Exercicio 3. Calcule 3"

(a) y=log(z®+y?) (b) x¥v=y°

2 z
Wy &’60“* y) = e?="tY
Deviveno o5 dois Colos = 6&,(/42&..0)
e velagod o % tonside wn® Y=9 @),
Vvevw

) e’l= 2¢+ 29-9’

) 14‘(29.. e’ = 2%
= yl= 22X
2y - ed

& k % . ‘
d @
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Exercicio 4. Encontre:

(a) senhO (b) cosh0 (c) tanh0 (d) cosh(logh) (e) senh(log4)
(f) arsenh1 (g) arcoshl

A sewho = o

(o) cosh o=1
(C) sz\no—_-o
fH - \}
(4) Lns\m(éDﬂ: € 0+ e
2

S5 + _L

— _ 13

= —*— = &5

49
0
<
|
P
+
ﬁ
N
4

=) av senh 4= 292<J+ 32)
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(.’b) oshy=% = e+ 5,7—: x
<
— 9
zeo
9

= L@%)L— ze e + 4

=2 el=2 t Jx-12

= Y= Zoa (z,i Jw‘-—x)
éW‘D WA= J U= = ) Jenn2)

 + Jax-

V= Q’—'a (e+ J>=)
Escothewmss y>os. LDa7

peasn G (%0 ST
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Exercicio 5. Mostre que coshz é par e senhz é impar.

- e &t - <
wsh(Ex)= 61-0- = )___ e + € _ coshx

/
y Z-
=) cosht € pPaY-
- "( ")
be\n(/\("‘7= € — =—Jcmhb

= senw € IW'P“Y~
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Exercicio 6. Mostre as seguintes identidades:

tanl tanl
om0 e - 0B
annx tanny

(d) cosh2x = cosh® x + senh® x

(¢) senh 2z =2senhx coshx
x?-1

(e) tanh(logz) = 1 (f) (coshz +senhz)® =coshax +senhay (Vo eR)

(@ I x—1= @Mn - semk ¢
So’

]

2
! = = ﬁOSSCG\'\t
Sthw'

([O> 7’;.\,,10(%-67\— 5'041'\(71‘6‘7)
ey 67(-(-7)
Stvlne- Lns\ny -+ 5(0.\“3- (_asbﬂt;

\

(O oMY +  Seuhr- sehhy

Ma( Stn Wt _\. w>

\

o5 231
M 9 +  Sewt  geahly
oy hw WY
= 1‘;1\4\’“( —+ ‘E\n\”yA

b4 b Bl

(¢) senhzx = sl [+
= Stuh s + Jedhn ashe

— zbdﬂl”l' GAJ‘/‘L
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(A> woshz= cash Q{rw)

_ wshn wshr + sewh - senb

< Z
- (s L -+ Sselh %

_ L .
= X z - X \
® + LAl
X
@) Temes

(oshi + sewne =

L
:><6°5l41 + senx)= €

— (4
& s o et
<

) &

/ 5 X
7/5/4!44: o Wwes wa /ACM'ACL—CIC) (e X
zg vema§ H9ue

X
L (bgh?ﬁ Seu.\mc) — (oshax+ seuh dx

PeY < Jodb o€ R
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Exercicio 7. Mostre que

Yo (15

a= atb 4 a—lo L= a4 L, la
Z z °

senh a + senh b = 2senh (

Z
= senha = secul __‘0_ _:é>

scwln(aﬂ‘\o)wsh( ~b) yu,,h( —‘a} (.ashé,+%

MW clnsao
Sewn o = 5va"L “*5— “’)

- waln(f_z%\_o)ws h(_%/g) _ yuh(_;?/‘_o_) @314@12-},
lago,
Sewn a + e b= 2 S(MM(Q_‘;:\_O)Los h(_;vg_)
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Exercicio 8. Encontre os seguintes limites:

(a) lim tanh (b) lim Sezilx
2y
@ lm Jpabrn = G €~ °
H— © A= Y
—2%
= bm _A;_e‘.x-: i
=P gt e?
g2 6‘"’
(b) G see _ Gm €~ —
=P ~ gt A% ze®
-2
— b L. [(1-€ =1L
= {wm ~ (.l >

‘)L/\OQ
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em Ciénc Dominando o Calculo

Professor Daniel Nunes




Exercicio 9. Derive e simplifique:

(a) f(x)=e"coshz (b) f(x)=senh®z (¢) f(z)=log(coshx)
1 +senht
1 -senht
(g) y=xartanhz +logvV1-22 (h) y=arsech(e™)

(d) f(z)=sechz(1l+logsechz) (e) f(t)=

(f) y =senh(coshx)

22X
(ﬂ) J(')(']—; 6211 = J\(W.)-"— c
<

O") :j‘()ﬂ: Z,scn\nt(_os(/m. — sdnla@ic)

ey L= seat _ b
(£ 3t Coshe

4 A‘Lﬂ . sa,(/wo”?""b'k'( 1+ % Scc.bm>
+ Seda (= seckx "L“""fa
- sechitc

= — sechi f=ube <2—+ @o().scd'"‘>

seut) + cosht (1~ seobd)

) A= cosh b ( V-
© 3 (- sewht) ©

= yA LQSLD‘L
U -5@\\«\9 t

(3) y'= cosh(lshu) senhe

%) %ﬁmh/bb:% j 62«-'1' - P&
e+ )
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Exercicio 10. Demonstre as seguintes identidades:

(a) d ,[1+tanhx e"/?
a _— =
dr V 1-tanhz 2
(b) di arctan(tanh ) = sech 2z
x

j+ e =1

(@) 3+ v _ e 41
J— b 1 - e -1
C*c+ L

2.4
= 6z+/1/+ &zt—/ e

= €
A A

4 Y 2% /4 ¢ £
- JS-& ’lﬁ\n\l\"b - e - &
d— ’)?1\:\\"‘(«
Loss,

_é_. 4 . %\A»ﬂ‘j _ J 616/& _g—z/a
dr J— L dT 2.

(o) )
/‘/'/» ave fein ('LML")L) = Sech X

cZ 2
¢ Jttanhn

= _cosaw — l —~ Ssechex
@3 - SO Loshzx

_osh™
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Exercicio 1. Se V for o volume de um cubo com aresta de comprimento z e, a

medida que o tempo passa, o cubo se expandir, encontre dV'/dt em termos de dz/dt.

Voeo=»*
P"—@a\ V‘Cb\m ce “')Ci“}

| I

z dx
AV _ AV dv - 3% Ty

——— — —)

di ax 7
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Exercicio 2.  Suponha que petréleo vaze por uma ruptura e espalhe-se em um
padrao circular. Se o raio do petrdleo derramado crescer a uma taxa constante de 1

m/s, quao rapido a drea do vazamento esté crescendo quando o raio é igual a 30 m?

Em V/’W’{)"’ do reia v, A area ds va—
Zamenio €

ﬂ(r)=ﬁvl
Tewos que %}L‘_:A. Lo ~p,

M. dB dr_ 2wy, dr= 2T
ot Jr dt dt

Jo
206 o Vatemeh
Qumvmb r= 9%

(resce &~ Uma

h
ot
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Exercicio 3. O comprimento de um retangulo estd aumentando a uma taxa de 8
cm/s e sua largura estd aumentando numa taxa de 3 cm/s. Quando o comprimento

for 20 cm e a largura for 10 cm, quao rapido a area do retangulo estd aumentando?

Tewnos
4 f&-: g J -ers 5
di ot
C
N Area
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Exercicio 4. Um tanque cilindrico com raio 5 m esta sendo enchido com agua a

uma taxa de 3 m?/min. Quao rapido a altura da dgua estd aumentando?

— O vo &IWC

~

é‘, 58“6 €

V= _er 25T

3

QP‘ N Vorao €
oV
— dt
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Exercicio 5. Se y =Vx+1, onde x e y sao fungoes de ¢, encontre dy/dt quando

x =4 sabendo que dx/dt = 3.

:Devi\lo-lnéa

‘J‘D D)) @Jsa ewn keé@ a‘ﬁ, vew

d’l
’ é
= ol
Z/\’T-H di
— c‘ m
Foien o x=14, dj: =3, Ve
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Exercicio 6. Um aviao voa horizontalmente a uma altitude de 2 km, a 800 km/h,
e passa diretamente sobre uma estacao de radar. Encontre a taxa segundo a qual a

distancia entre o aviao e a estacao aumenta quando ele estd a 3 km além da estacao.

N disdanua herizon-
1l h e a éMaca
Jobel s Stisjaem

5% W+ 4

5= [u5a

G \/C«é&' e Ao 2 APY.) co\rresp.oméﬁé—

dh
&k

— 05 Kwnw/in

2Km

Yoo =

_J/.S 3 .. oo = _Zj\r_ia;{,’éé.»Skw/k
ct I3 '3
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Exercicio 7. Um holofote sobre o solo ilumina uma parede a 12 m de distancia. Se
um homem de 2 m de altura anda do holofote em direcao a parede a uma velocidade

de 1,6 m/s, quao rédpido o comprimento de sua sombra diminui sobre a parede quando

| écJa\ S o© Lo
&. 5011\4‘(0‘(7») '

...................................................... R
EV:!,(o “WW\em A PGYQ&-

ele estd a 4 m dela?

= AY — ~ Tewos Are
12 ,ér-: - 3(6
770 r xm@y“% éc, ’—}T( hlﬂaméS)
S-Y — S = |1285-|2v=¥S
g \2
— (l2-v 2y = S =_12¥
(2= s = lz— r

Te rnas
ds - dS. g - 12l Dl (40)
Jdt cr dJdt (l2e-v*
- ’5,6' J’AA‘
(12— ¥)*
Se v=4
45 - —ye i | 242 o 3 4mp

G i
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Exercicio 8. Um homem comega a andar para o norte a 1,2 m/s a partir de um
ponto P. Cinco minutos depois uma mulher comeca a andar para o sul a 1,6 m/s de
um ponto 200 m a leste de P. A que taxa as pessoas estao se distanciando 15 min

apos a mulher comegar a andar?

=Y mnbher comec,
Th com) Quansd 4 wboer coms
(/¥ Améﬁ"l‘/ o v \J A
" Qlers) EXL e Ih = [[27-60= 360m.
....... P(o,a) M N paw)sv Lot apss .

h«iijros)

§(t2o£)m) h(l)= 360 + .-t
mAV= — 96t
{a que A mis = 0% m/min.

TCV\M’,SZ ,
5 = (h—vn) + Zocz

= S)= \r(h(M- M) S 208
=7 ds _ (h y- m@) (WO ml)
t [ -mO) + 200°
= (3b0+ [(34)- 169

J(Bem- [624)%+ 200
éa‘ca% 4,01,,(4@ ~t: IS) SCDUC gue

£S _  zzes- 168 2639168 (47, 6 mfoin

/_ -
b ooty et J 8334 420 = 2,8 m/s
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Exercicio 9. O ponteiro dos minutos de um relégio mede 8 mm, enquanto o das
horas tem 4 mm de comprimento. Quao rapido estd variando a distancia entre a

ponta dos ponteiros a 1 hora?

(om mve\/—\—}we V\ﬁ/
Seny o havndlrio €

dedo OV

O, = 2T7.%,
onee 1 & 0 Hewpo
e\/\,. \I\PYas.

j; o d’)ghkz\\ro Ees hoves jOV‘VV!q M
a"b"lo On Lom a verdinl &b por

Ou= 20 t=T &
|2 o

f'\éﬁ\m} a5 (Piigges M e H des
hPV"\"ﬂ'Y‘Oé bs  Minebs e ey hoved
o Jrcw'po L (em howss) &

M': ?éﬂhem) Caé@n)
Hﬁ AC-SQHQH,LQSQH)
D disyane S enhe ebs €

L

S =4 J 2 sev On- sendW) 1 (2 @580 — )
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= 4\‘ S - 4-@eh Ou Seno + Lose,.,-csaeu)

=4 ]5-4.4 (8a-6y)

=4]5-4 s (zw{—:\g{j

:4\]5—4&6(!%11'_{)

Dar,
2. 45@4(‘”5]:_0

t \15‘4&‘5(!%‘19

Quawao ');:5, ‘klmos

= € sen (J'—E)

JS - 4@5(!%;')

Nole N = 27 -
Qe /6__.211‘ ,g.'.'

—
—

ds
ot

— sen (LE): —SenT = -\
P A Z

(os (l%c): cays -%): (_oJ:g. = %i
- - 4
Js-zﬁﬁ

ASS]W\ Cwn t:k)

X
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Exercicio 10. Encontre a linearizagao (aproximacao linear) no ponto x = a das

seguintes fungoes:

(a) f(z)=a2*-22+3,a=-2 (b) f(x)=vz,a=4 (c) f(x)=2%a=0

@ Son= 3x*-2%¢
Dprorimegd Cneor:
Y= ;\'(a) (2— o) + §(2)

= 49y= 1b(X+t2d -4 = [t + 23

(b) gmzzlﬁ

Q()Yoriwv_.@ C.neovr:
Y= 3'(50 (2— o) + §(2)

= y-= .i/(x—-ﬂﬂ-?— =‘T‘nr, + L

(€ Jo=bx 2"
Dprorimegd Cunear:
Y= A (2o + 5

= 6: 1«603 + l
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Exercicio 11. Encontre a diferencial das seguintes funcoes:

1+2u
1+ 3u

(d) y=log(senf) (e) y=6%sen20 (f) y=

(a) y=xze™™ (b) y=

(¢) y=tan/t

€€E

(6 dy=1'(0-Jx
~(-40 e de
(b) éjc 2 (54 30— 3(1&24:) pys
(}+3w01

= du
@#34)

(€) dy= L sec™JT 4}

2%

(J> Av: oS8 dg

Seno
@) J.j: (zeacww+ zezcoaz9>c‘e
() dy- e'(-eV+cre”
LS—‘e")L
ézo

e
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Exercicio 12. Encontre a diferencial dy e avalie dy para os valores dados de z e
dx:

(8) 3 = cosra, :C:%’dxzo’m (b) y=V3+2Z  w=1dr=-0,1

() dy= —vsamx di

S
Povo ,L:_J}_) dv= 09z, Jewo

= -3
c‘b_—_-—n'scw;g:- 0/02':"“"%'7’:;5 [oD

(9 dye £ dx
\]3—rx" n
S oS
%Vm A= 5, ‘(1 - o’ 31

dy= LCon=-9%
Z
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Exercicio 13. Use uma aproximacao linear (ou diferencial) para estimar o ntiimero
dado:

(a) 1,999* (b) V1001 (c) *' (d) L (e) \/100,5 (f) cos29°

(W 3 1m* =(2-0005)
&V‘)iétvc y = 2t
Dorexmage Cinear ém x=a:
y=4a*(x-a + A
= 4m3c/7(, + a
= y = 4.9 (G001 + 16
= — 0,032 +46

= 15,988
C|°> \llao \"\OO._,_,,;
= = - 1 d
Yo =5 dy= .’nc x
Dar
3 o < 3 0= yo, 00333 --.
3-0°
e e
Y=€ = dy=-¢€ d
TDaT/
o |

e~ 60_ o3+ 3= 43
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(&) A
4,002
Dar,
3~ -3 2 4 L= 024997
4 002 Jo J0°° 4

(/3)40 $29° = o055 (I y_v_)
(go
Y=cas (X A vodianos
)
be:ﬂ;.scw 7_L_1_r) e
Xl |8,
’Daf/
(s 29° % =1 _sen3s + (25 3
|2
- B_T o I3 0oosh.
2 3p 2
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Exercicio 14. A aresta de um cubo tem 30 ¢cm, com um possivel erro de medida
de 0,1 cm. Use diferenciais para estimar o erro maximo possivel, o erro relativo e o

erro percentual no calculo do volume do cubo e da sua area de superficie.

Se ¥ € =« redide de 4V¢5‘\'~, enta

\,11‘5 y ﬁ‘-‘-‘ 67(«&

> Av- 3xfdn , SP= [z e

Cam 2= 30, 44(:0//) demoS e)ua

e Erro M&Xime psmee:
Jv=270 , A=36

e Evrvo kc&}f\m .

.‘/

gc//v" Z’(«Léx_— 0 0\ éﬂ: _ILL- dl,: O)OOAbu-
1% n /) T exf

¢ Evro  percenlust:

V), 17
Y

500



Exercicio 15. Use diferenciais para estimar a quantidade de tinta necessaria para

aplicar uma camada de 0,05 cm de tinta a um domo hemisférico com diametro de 50

O vo&me, ab C-IDWQ S
\J= irr’

ﬂ '}1\"’}6 WCcegz.vm e é( apvsx,mc.-L-

hncw}g

m.

dV-= 4wv‘év
ve, oL lemede de

Onde 2y ¢ & espesiu
"l" W}a-

Tewss , pova Y= 2500 (W e dv- 9os,

3
25 /o § _ Jiso000 Y (W
Ay = 41 2

v 3426 Civey de i
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Exercicio 16. (Quando o sangue flui ao longo de um vaso sanguineo, o fluxo é

proporcional a quarta poténcia do raio R do vaso:
F =kR*

Uma artéria parcialmente obstruida pode ser alargada por uma operacao chamada
angioplastia, na qual um cateter-balao ¢é inflado dentro da artéria a fim de aumenta-la
e restaurar o fluxo normal do sangue.

Mostre que uma variagao relativa em [F' é de cerca de quatro vezes a variagao

relativa em R. Como um aumento de 5% no raio afeta o fluxo do sangue?

c//-': 4k R® IR

= . 4k Jp=- 4 R
F kR R
Se ik - 0,05,en o dF = 4005:=0%
R F
Qa J(Ja/ U ﬂ/amewJO <e
Vajo 4\#7/4 em o7 @ 7/&'2@ =)
&“Due.

J 7% o
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Exercicio 17. Mostre que se duas retas de inclinagoes m; e ms se intersectam em

um angulo o, entao
Mo — MMy
vz tan o=
1+ mimes

g
/ o Yy= M+ b,

\ra: 3: e + b

Se h Jorma um ﬂny,fa 9)

Sew 9z 038, — seno, LasOe
4  Se€nd Jenen

(D302 D56,
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Exercicio 18. O angulo de intersecao entre duas curvas ¢ definido como o angulo
formado pelas tangentes as curvas no ponto de intersecao. Usando o exercicio ante-

rior, determine o angulo entre o seguinte par de curvas em cada ponto de intersecao:

a?—y? =3 e 2?2 —dx+y*+3=0

“-5 CAY VoS SAD

ra
Cy Y%z «*-5 e Cay?*= 4n-2n-3
Tinhevsecs :

25— b= 4e- A3
=) 2xb-4¢ =9
= 22 (x~0)=N° =)
Vovéwm, =0 =D Y=—3 6 b h&s <
So &lﬂe /P'OV om‘)Vo eaé)

2= 2 = 31: L) 3:1.\.

(2-5 ¢ (% 3)
QS /}o\nscvoJres '/'C’.‘IM A S SCDU»'W}(S imé'mzzcs;

Em Cy:
\‘ — “V): i _i-:}
= tJat-3 = x=3 9
Ewm Ce
Y= iF’%— 153 = Y= +(e-%) -
Ja- %3 v
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Y
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DERIVADA: Teorema do Valor Médio

Exercicio 1. Seja f(x) = 1-2*3. Mostre que f(1) = f(-1) = 0, mas que f'(z)
nunca se anula no intervalo [-1, 1]. Explique como isso é possivel em face do Teorema
de Rolle.

Tewed 3()\:4(—;):0. Pove.’m/ é NARe &
écwv‘:vee e =9

2/3

&'W\« 5"%—1’:—ém-11/=—00
-0, %€ Ao V3

2/3
H—0- A Ao AV

/UOS de meis (\ovxk’))

d‘(mz _.%72’3# o VY x+0.
LQ?) d‘ nio se onwla ewm Lt 1. dsso
nie wntrdix o Teovems de el pois
j hio € deviwve€ em ok o i -
velo  (-), D.
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Exercicio 2. Seja f(x) = (z - 3)™2 Mostre que nao existe um valor c em (1, 4) tal que
f(4)-f(1) = f'(¢)(4-1). Por que isso nao contradiz o Teorema do Valor Médio?

JO0 = G

-
Tewos feay=3, SO= 4

= :}(4\-i(\) o= A
P
4 —\

3 -3

Se H#3, Je oy

\ = ——-—Z‘—- ._2— = _'_
{'n= (3’7()5 D G 2 3

@Ss{w\/ L Inro J N € c‘ev;v:vce (472"
A=3> bhar exsk Cc € (39D 40 gue

J
4 ¢er = - 40
4 -1

)550 Nao cah'}nc‘/h- o (Tvh bz) .
NV Ve
3 o € JCV'\ Ve vel ew fodb o

(1,9,
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Exercicio 3. Mostre que o teorema do valor médio pode ser escrito na forma

flx+h)=f(x)+hf'(x+06h), onde # € (0,1)

O TvHM dit oue exisk C enlve x e
2+ -bl gue

JOehy = fon + hJ'Ce>

OMW‘C AQue
2 (0 5)——-)
e |—> 1+ ek
JD(Yc.pr\re. Jodos oS povv)os enwtre A €

Atv- Der  exsh UM ope (9 =€
Que 8(9\ = cC. LQédo)
J(r+h)y = f( + h<§|( X +8h)
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Exercicio 4. Mostre que a equacao tem exatamente uma raiz real:

(a) 2z+cosx=0 (b) 2°+e"=0

(A Jon= 2a+ =52
— Jor=z—sea 70 ¥ 2 &R
L’% g € es)rinenk Crescenie.

lowo

J(-N= -2+ @y c-1<o

e
J(H= 2+ w50 > >0,

St gue & Teorema & Ay Twnilewrmcdlvo
Yue exisk um A E (- )  4=€ gre

j[(7(50=0- Esse # € thico O ‘7[ e
655 WLw‘cm-)C CveSCCWk_

(b) 6(1)-:. '1,3'1‘ C’L
6\(132 ‘S—;(z-’- Cv' >0 Vt G IR

- 6 é CS*)H%WCVV)C crescen .

lowo

8(-3\‘: -1+ eg'<o
ea(os—; e’=1> o,

T | l.f‘\‘,‘

S€guends, Teorenma oo A€
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Exercicio 5. Seja f um polinomio. Um niimero « diz-se um zero de multiplicidade

m se f(x)=(xr-a)"g(x), com g(a) 0.

(a) Se f tem r zeros no intervalo [a,b], prove que f' tem pelo menos r — 1 zeros
e que, em geral, a derivada de ordem k, f*), tem pelo menos r — k zeros em
[a,b]. (Cada zero é contado tantas vezes quantas as unidades do seu grau de

multiplicidade).

(b) Se a derivada de ordem £k, %) tem exatamente r zeros em [a,b], 0 que se pode

concluir relativamente ao nimero de zeros de f em [a,b]?

(A) Se o & zevo com vl hplcseade
m 2 5) enteo o
4 =(e— o) 6{1),

= Jn=Im @—a)m%(uw + @- d)mf)‘( x
=m x—of)“"‘-’[g(ﬂ + (- ) a‘(m]

(D"r, o o

oo + (o=o) fer= gl #72,

> Ve 9ee ol € tuwm B<ro de el -
6){/' H&ée -3 ée j \.

S Mryov\\/\a que K< &) S(Ja m Teros 2e
{  Pelo Teorema <o Vely ME &9

Crisk VY E C“) Y =L =

0= J(p-4= = %)
P —&
0“ 5¢a  Se, €m E’;B]/Q/J<0/z<---<01(, Sca o
2evos 2e |, (ads uwm com imelhplic-
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die My LT me) resp eLhva Mme n~)€)

Jewney

r= M+ My -4 M
Vel que vimes, O & wm Ere de

9 om melhipbadde Mmi—1 (5 S
Zevo, O NS &€ reit ce Jf\ N m
&333 ewre o, e Oh+s €exisic 0«'7l Von

e e d{ b% 508 A0 ey

e

L(W'c—l) + €-3 = r-€~«¢-y=Yv-3

V=4
ttvos de j' em La5]

A re pe desse.  iceia e A4S

de mus  Serives oS poer Mok enleiv
ﬂue 5(&«) (pSssai oo wehos r-k devos

(b) N o o devvas ondiic neds. TE* Cxev-np(o/

K= A 3 N> ko  eves rean

nsore  J00= 28 Aene e Zevo.
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Exercicio 6. Mostre que um polinomio de grau n tem, no maximo, n raizes reais.

Farewos INoug obre O S W o ol nd-
M0
e n=2 fay= Ar+b dem  exk anende

A

5»ahon\ﬁc e q,uc-o Huev olindvmso de
W v Hal=e N mexma N reTies
recy. Scja. P um plndmio de e
N+

Se P *)7'\/(8); Mmais gque N+l reiics
belo ox v oo (5)) P) devia 2 IMcwi.s
Ntd  reites Gbsunrde (MiVe a hipe=
’lf—sf— de MA‘A%", J“f g)uL O D\rm ¢e
P e n

ﬂss;w? a onduo ¢ e 2 Him
Na M xiwe N raiies V‘Céﬁ)/ Comr)&’lz'"‘é’

a a é/ﬂ&&ﬂ.
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Exercicio 7. Utilize o Teorema do Valor Médio para concluir as seguintes desi-
gualdades:

(a) |senx —seny| < |z - y|

() ny" N -y)<z"-y"<na" (r-y)seO<y<zeneN.

(0\) St — sthy= as5(?) (A-y) ,

pmm 2 enve LCQ)M TVvM. Lged,)

lSC ht— Sty | € |2 -9).

-

(\°> SLDG» J(al*-'uw- (gm.- Jl(m):“/uh,
Sézug, éo TVM quc, Sc o<v < )S

h - _ .
oyt = h2T(h9) om Yz <x

("W J < Cvcs«wk/ SC.buc, 4que

hyt ) € A-9 s h T X-Y)
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Exercicio 8. Demonstre que

arcsen$_1:2arctan\/_—g
é(;»
é(”'\: Zove e . — avestn x|
+d
’r&w\as
J‘( ) < - | oty - @~y
JH= X+t 2§ |- ,ﬂ-z Cl-f\)z
Lz-n
=2 1 _ 8 2z
= ) — ) = a

I+ 2 (4
/.o?o ) & € nstenae . Dar,

JOO=J(2= - arcsen (-0 =

~H
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Exercicio 9. Um numero real a é chamado de ponto fixo de uma funcao f se
f(a) = a. Demonstre que se f'(x) # 1 para todo = € R, entao f tem no méximo um

ponto fixo.

Ompanina cpe Vomesse X <J rpwnks
OL‘XOJ' EV'?[&S/ M TVM, existe &€ (s9)
’Ilﬁa auc

(x-Y) = J[:ﬂ* JP = \/}‘( 2 (¢ 9)
éw,p pas ) Scave Qe J'( 2)=3) (on—

‘,lraél'cfn.b. HS;(yn? J Jeww e WMAXiIMO
f2onio Ja‘Xo.
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Exercicio 10. Se f é continua em [a—¢,a+¢€], possui derivada em (a—¢,a)u(a,a+e)

e lim f'(x) = L, mostre que f'(a) existe e é igual a L.
r—a

Tewos oue, Sc¢ A< HsatE,

\
J(’ﬂ’ (a) _ }(Z) paV‘q oebuw\. Z, aA<e<X.
WU~
ﬂssnmi e’umé x> — ax, —/cwo: H-c

<) A @h?

&WI/ J(?)’/f(ﬁ) _ G J(&) =L.

A A+ —in 2 Aar

nga?mew\g mesyrames e

lim J(?ﬂ—‘/f(a) - L

A A- H— A~
Loy
J (a) = G J(%) gf(a) =

A—a4A
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Exercicio 11. Seja f(x) definida e derivéavel sobre toda a reta real. Mostre que se
f(0)=0ce|f'(z) <|f(x)| para todo x € R, entao f(x) =0 para todo = € R.

Seya M= man ool . Se  lxi<s seqe do
1) €1

b TVM e

3O = Jon- Jior = 24 ()

P4 e ﬁebum cy 40 aue o<\<\\<l7t\-

= |Jowl €l e
No rewmenx (w@ TYH, Seque 4gue

}(Cﬂ = J{C.) —-j\co) - C J ‘(C’o)

24 e ﬁebum Cp FL ooe o <\ &\ <lal.

= e €le) (en|
= Jfeo) € 107 1)

?YOSJ‘C /,,;né; éCSML ma\ncﬂ/*a/ vewos gu?/
Pave. Jod &N, xisle Cn, O clcwi<lil,

‘llﬁ\L D_}UL
M — o

L) € 1" e € 12 PSR

Dat, Sn=0 ¥z e &1
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smpov\\m.{ Lo me m;;ao’kae— ihémflvi\m/ que
Jenbrames mostm®  gue ) pava alyum NEIN

Jzo0 em (9 h)
Seja A€ (0 ). Peho TVH, exsie o,
h<Cs<x, tl goe
Jeo = Jon- Jem =) 4y
= Yoo) € 1 e-nl{J ()]
Prabopmenk, exsde co, h<Ce<ey +0 gee
) feey ) € 1Csnl 1J (0]
= |jm) ¢ le-nl" | fieo)

Se M= max Jjoo) et S

¥\ <L
b Y
|Joo] ¢ ) x=nl-M K €N
(o me )’Z—In)< l/ g(a.%enéo K— 9, vem Sve

lfol=0 = Jjzo em Lo n+ 33
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Exercicio 12. Calcule
(z+2)1= — gt/
lim

% (24 3) e — gl

ch«Sav i/
J(n = (ata)

| _/1;

|
:7:( (= 5 (x—m)l‘%
Plo TVM, seye gue exisic C & (0,2) L que

(= Jto) = §i(a) 2
A | { 2

B 7 | C’“‘)%

RC JW\J—" a iecia sve b o &*‘D‘V
9 C de (oD L gue

a, dewqe  que €xid¥e

Jlay—Jo) _ LAV R
J(5) ~ (5 b xte

-1
*% -(1 + d-¢ E’i"

A+tC
A—1
H+C
= /ﬁ' |+ é—c. X(x+tc)
b Mt

’réwos e)"“
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Exercicio 1. Explique a diferenca entre minimo local e minimo absoluto.

Minimoe b € m:
J('D) J—(w) vV € €& I/ o nde > €&

M nterva oberio Conendo M

M T o rosolinte M-

do» fm VYV xe Donmd.
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Exercicio 2. Encontre os pontos criticos da funcao

(a) f(x) =52 +4z (b) f(z)=22"-322-362 (c) f(x)=1|3z -4
-1

(d) g(x) =

(g) f(x)=

e) f(0)=2cosf+sen?d f) h(t) =3t —arcsent
2 +1
x?-x

log x

(h) f(x)=a%" (i) g(0) =460 —tand

2

(ﬁ) /J'(’Jﬂ: [OH+ d—0 = <= -2

S

T

(5) 5‘(ﬂ: A 6t —b-= é(xz_ 2—)) =o
se x= 3+ ]Js
<
(O Y= 3 (s x>4R)

3 (s¢ 2 <4f)
De finimes PR ko @me  a ove @y
Ownce J '( %) =0. er,“\ns M‘}OVCQ O NS de-

rewvn e’uc.. rDV\"oS onde wnaoap CxXi s &
derive2a sia [ENRs criticas  Fmbéwn

NesX @3S fvrewoy  x= 4/3.

() 6‘(1)= (A=t = @2-1)(x-3)

(’12‘7(—#07'
= XZ—X—H —2x&+ 3x— 4 - = %L_(_lz' -
CRED e

S¢ N = O o A= <.

(&) Jloy= —zseno+ 25¢ne ase =0 <
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Sene (o8 = Sehne

Podemss Jeyp seme =0 = €= ki, K€zt

Se st 40 (e =1 € @ =2

QSSH% os (enles  cridcas Sd A
}OVM 6= kpr , onece K& Z.

6) h'(—”: 3 — \r‘l_{_":o Se L-—i‘z_a"

= {2 5 t=t2n

a 3
©) {n= 2= Z"i@o{o)w - 4-2%q% _,
L2 x3

Se éDXF% = »n=Je.

() Jlop =(2z-31De T =0 se
<

— A X ==
W= 0O 3

U’> 8‘(9): 4 - sec’lo = o se

l
4 2
=2 & =T +kv, kez
On 3
6= 5_6.7\‘+kn~, keZ.
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Exercicio 3. Encontre os valores maximo e minimo absolutos no intervalo dado:

(a) f(z)=32*-122+5,[0,3] (b) f(x)=2*-3z+1, [0,3]

(© f0) =@ -2 23] (@) f@)=2+=, [0,2:4]

(e) f(t)=t—/t, [-1,4] (f) f(t) =2cost +sen2t, [0,7/2]
(g) f(x)=a2logx, [1/2,4] (h) f(x)=1z-2arctanz, [0,4]

@ Jn=6n—p =0 =5 L= z
Jor=5, 4(="F , J(H="4%
MU o 2=—2 maxime : =10
(b) :S'(w): L3 = = =13
§(e)=3, 46N =3,4(N=3, S(»=11
mTnime - o= Mexime - x=139
(© J= 0bd*D =2 se t=e, anxe
§()=0, J(@)= =64, £(2)=0 £(3) = Jax

Mminwms . x=o maxime: =13
=)— L = =11
(A) Jlw)= 3{"@_ 5 se x
51(012.)‘—‘ 52 YN=2 J(4) =425
wWrtipimo - =2 mexivwe D L=%&
—2{3 2/3 /1 o
A :) - 3 3
e 50 3 -
=) = - It W) _ -
Je0=0, 4G =2 J(V37)= =3
f(ay= 4% 356 , 3
Thniwme - 1= Mmoxime: =%
Mminiwe - 1 e
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G) J\(w)”——- 2 semt + 252t
= —2Set 2@:5‘4—- JaH)
:—Z'KH'} + 2 —4&1{ -~

e 25t + seat — | =0
= )cw“;:'",—.a:t':> = =) au !
y z
— = T
.
Jor= 2 4w 3%, f(#)=0
Miwivwo: %= T/2 My me . 2= T

&) ﬂ((’ﬂc —27? faaq(, 4 %’ = x,q’(i— z,&a«@ —o

S n= € Ve (CM LvVe 41>

j( VL) = - éat : 5 (e\/t) = -Z—‘z J 5(4);%1
mThwmo: % = 4 e

2 Mo - T Je
W — 2k 2 (09)

U‘) ‘(v\: | -_2
4 —‘/u'z— —- S¢ = *2)

l (2
e 4 —

:5(03’-’0 (V)=
) o= )=, = 4- 2 ol @

iima: =3 hMExims : =%
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Exercicio 4. Encontre os intervalos nos quais f é crescente ou decrescente, seus

valores de maximo e minimo locais e seus intervalos de concavidade e pontos de

inflexao:

(a) f(z)=2® 3% -9z +4 (b) f(z)= xfjg

(c) f(x)=senx+cosz, 0<x<2r (d) f(x)=cos’z—-2senz, 0<x <27
(e) f(z)=e*+e* (f) f(x)=a2%logx

(@ 5(/1): pul- 6x— 4 = (=2~ 3)= 3(X-Dle+)
ponk> ceities: z=-3 € %=3
j’ Yo twm (-20,-9U(>,+x) (3 Crescentk )

{lco em (-, (§ decvescet)
d"m: b t-6 = 6(-)

’J“ >o em (3, +x) (3 awv €xa)

5“(0 M [— ©, 1) (:} (B nceve)

L=43 € pewr de inlhxio
A 5 M ke @@C
A= D & MmMThime Bl
(B) f(n=nt3->_ y— 2
X3 &3
5’(1)2— b —o se I—=o
(ll_‘_—al
,‘.j'<o se yco [é JCCVCM)
o0 s¢ A>o Cé Ck-csce@
d"(w): é@z+:p7’~ 4% (n43)
@5
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x>+ 19— 23 /g(4-%)
C%2+»3 (’xz-f3)3

<S“<° ew (—00/ -l)U[J/—}ob) (J 8 hcove)
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Exercicio 5. Encontre os pontos criticos de f(z) = 2*(z - 1)® e determine se sio

extremos locais e de que tipo.
Jon= (-3 3 (x-)°
= (1Y [A(-0 + 3]

= 13N (3x-3
POV)JOS crr—k’aos ;

x=o0,3, A
Sinass de 512
x 2t QGr-»  nt F f
A<O - - -+ A Crexenk
o<y + - -+ - decraceic
lh<ecs T Al + + Crexcnk-
y¢<e Tt + + - Crexenk
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Exercicio 6. Mostre que a curva y = (1+2)/(1 +2?) tem 3 pontos de inflexdo e

todos ficam sobre uma mesma reta.

- 4
9= —_\4/7(,-+ J+x*®

13 _ —&w —+ J'('xz— Z:L
(.\-f?(z) (Q+x%)
_ y— e =%
- G-r %) =
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_ 2 zxt-2%— 2%+ I
(J+x%)>
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EVE
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Exercicio 7. Mostre que os pontos de inflexao da curva y = zsenx estao sobre a

curva y*(a? +4) = 422

Y= Sewx + T3

2 O3 — rJ <V

b\\: (oS¢ + (DSt — ASenL=
Se x € (PP de inflr ente x—m
Lupim € rei® w"{mfo 7
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"Day
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R
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g0 WA 2
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Exercicio 8. Considere as funcoes

f(z) =2 sen%, g(x) =2 (2+sené) . h(z) =2 (—2+seni) :

Mostre que 0 é um ponto critico das 3 funcoes, mas suas derivadas mudam de sinal
infinitas vezes ao redor de x = 0. Mostre também que f nao tem extremo local em

x =0, ao passo que ¢ tem um minimo local e h tem um maximo local.
Poe. e UM s 3 Jfruges o
— . D&
& e 7@@.01-5 zx—o & O /
J (0)= 2(0) = h(o) =0.

Rssi m, ¢ s
o= Em 2 X =0

H—= 0O 2°
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2 \7‘41015’365- Tewsas , 272 d
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Exercicio 9. Um objeto de massa m ¢é arrastado ao longo de um plano horizontal
por uma forca agindo ao longo de uma corda atada ao objeto. Se a corda faz um

agulo # com o plano, entao a intensidade da forca é

frmg
F=———
psen @ + cos 6

onde u é o coeficiente e atrito e # € [0,7/2]. Mostre que F' é minimizada quando

tanf = p.

dF . - pmg (M wso—seme) _— 4
o (#seno + 039) ©

oS¢ 7‘hwe=/4..
Resk ver gue €9¢ & v /:amb

e mThimo. Mote 2oe
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o (/456‘0\8,4-(0;9)7'
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n- bn@-H< 0< M- k@Y

= JE(0-§) >0 >j/g_[9+é)

do A
Nssim, pelo eske da A= deViIVESS,

Q= avcbnt € I inime
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Exercicio 10. Demonstre que a fungao

0 5

A L |

nao tem extremos locais.
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Exercicio 11. Uma janela normanda tem a forma de um retangulo tendo em cima
um semicirculo (o diametro é igual a largura do retangulo). Se o perimetro da janela
for 10 m, encontre as dimensoes da janela que deixam passar a maior quantidade

possivel de luz.

wa/e
Tewos

//:\\ jo= Ta +a+2b
______________________ c
- - /(1T (7 ¥
-———725- }O (.z'PD
=) L= T —
‘0-5 (_}-f%)&/

o A Zu?— e)uc (7455 & c
PYO povc.-ovw. C A AveA éa Ja V\O(a Euﬂ‘@

199.55,\ IMGaX; s Yy O & rEA Al
) (4
Aar= a-b+ L W(%)

=%o& (T +_Lcu + & 4%

g
= 5a <? )w

p— (—\l(&\: 5"‘(2’“:_.‘.?& -N

= |a= ¢°
v+ 4

=7 ‘O: 35— h’-\-z.. ;64_—; S— A + =_

AL 4 T4
= = 4+ =
S N+4
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Exercicio 12. Se lhe for oferecida uma fatia de uma pizza redonda e a fatia precisar
ter um perimetro de 60 cm, qual diametro da pizza vai recompensa-lo com a maior

fatia?

oL o= 00— o
Tewos 0‘29%
= g=2%

4
N siee oc ja&m c

ﬂ:'lz'e A) vs (60 ) <A>
(bo-2&) & _ _\ A(A— 69)
Z z

I

z G
. ~ o) éC \ ot
Esse €mm p&nsm 0

(o e it exe Coder V“D‘

& <) o ¢
¢ 4= 60 logp sem _
des  reites, o X)) 4 Gateds %/7

0 wmrre @U‘"‘"é"’
,(: 30 m

v & e 2€S Aﬂ
s Mee/‘fa,
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Exercicio 13. Uma companhia opera 16 pogos e petroleo em uma area designada.
Cada bomba, em média, extrai 240 barris de petréleo por dia. A companhia pode
adicionar mais pocos, mas cada poco adicional reduz a saida diaria de cada um dos
pocos em 8 barris. Quantos pocos a companhia deveria adicionar para maximizar

seu lucro?
DG\')O/ 9“9 a ext eV e die Lok€ dicvia
€ H o M/WYO C‘e Po 995 O dicronais.

‘j WMD,"MM&, %Ue L9} &'CVO 45()'7!,
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Je gue ym ¢ Um pone
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‘DVM’I low Co(j'u‘élmk &

Ses Yei 2ées.
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Exercicio 14. Prove que, dentre todos os retangulos de mesma area, o quadrado

¢ o que tem o menor perimetro.

ny\ N - g;“'

Y
] ’)('-3: Q’—‘—') D: _%;

—

O (per melre <
= —+ = -+ A—
PON= 2 fc+y) = 2 (1 _70_)

Pl(—x): 2(.‘ - %{;:—O

se =JB ( 0Bs: 7¢>°>

Teweos

lorme pon= 40 5, ¥ n>9

%’5
Scb,ue, Que = JA ¢ (povﬂn Y -3
Mminimo. [Nesx 22 Y= %z W—):x)

a JCWQ.S MW qug. C‘V‘hé.
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Exercicio 15. Dada uma esfera de raio R, determinar o raio r e a altura h do

cilindro circular reto de maior superficie lateral 27rrh que pode ser inscrito na esfera.

Tewos gue
K": r<=+ i
4

=) h'= 4<Kl— r

=) h=2 W
<—— D swpefioc eter=C Csom

AS i}ﬁwp:.s.') Co ciinevo e
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Exercicio 16. Se a e b sao os catetos de um triangulo retangulo cuja hipotenusa é

1, determinar o maior valor de 2a + b.

m
Te mo> b= i

a+ b= 3=

d(n= 22* b=
)
Te > PP
j(a\’ )_, qt JFJ—"—Z;'
-0 S€ e 4 2
—= —Aa4D a= —
B
\ :_\I.!—é\z"-j-a"Lﬁ'_-
Ji@ Ta-
s—a®
r R
= A™—1d - S | _z
= M —— <0 J A~F—=

PP'V@ kVMJ cer kia de Hue e C
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n
Exercicio 17. Dados n ntmeros reais ay,as, ..., a,, prove que a soma Z(x —a)?

¢ minima quando x é a média aritmética de aq,as, ..., ay,. =
n 2
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Exercicio 18. Dentre todos os triangulos com dada area, mostre que o triangulo

equilatero é aquele com menor perimetro.
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Exercicio 19. Prove que,sep>1lex>0, 2P -12p(x-1).
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Exercicio 20. Prove que tanz > x se 0 <z < /2.

deja Jon= ot —%. 1 Cwss
Jior= secte=3 >o YV el[oI)
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Exercicio 21. Prove que 1> (senz)/x >2/mw se 0 <z < /2.

Se Jon= S Temos

J(ﬂ: L@zt — S
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Se =1 fln=—21
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Exercicio 22. Prove as seguintes desigualdades:

(a) " > se x>0 (b) e >1+log(l+x) sex>0.

r+1
(¢) e*>1+(1+x)log(l+x)sex>0.

(A) e¥ € treenke ¢ L de Crescenk S
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= XL .
C P 15,4 \>
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d |+ % 20
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f(x)+ f(y)
-

Exercicio 23. Se f”(z) > 0, mostre que f (:c ; y) <
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Exercicio 24. Dada uma esfera de raio r, encontre a altura da piramide de menor
volume cuja base é um poligono regular de n lados e cuja base e faces triangulares

sao todas tangentes a esfera.
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Exercicio 25. Suponha que uma bola de neve derreta de maneira que seu volume
decresce a uma taxa proporcional a area de sua superficie. Se levar trés horas para
a bola de neve derreter para a metade de seu volume, quanto demorara para a bola

de neve derreter completamente?
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DERIVADA: Indeterminacdes e Regra de L'Hopital

Exercicio 1. Calcule os seguintes limites:
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Exercicio 2. A corrente I(t) que circula num circuito elétrico num instante ¢ é

definida por
1) = H(1-e ),

com FE, R e L nimeros positivos. Determinte o valor limite de I(¢) quando R — 0,.

<S¢ R=0 —,émos N g /'na‘e-/el'm; M%Z.o __Q.
) O
7@( L,Hspﬁ‘)ﬁg

b E "-é-%/") _Elm e e 4
R-0, R R—> 04+ L T
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Exercicio 3. Determinar ¢ de modo que

lim (x+c) =4
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Exercicio 4. Se um montante inicial de dinheiro Ay for investido a uma taxa de

juros r capitalizada n vezes ao ano, o valor do investimento apods ¢ anos sera
r nt
A= AO 1+—
n
Se n — oo, nos referimos a capitalizacao continua de juros. Usando a regra de
Y >

L’Hopital, mostre que se os juros forem capitalizados continuamente, entao o mon-

tante apds t anos sera
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B (egys ) e
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™ + ...+ a1x + ag
bra™ + ...+ byx + by

Exercicio 5. Mostre que se r(z) = , entao
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Exercicio 6. Usando o exercicio anterior, conclua que e* nao ¢ uma fungao racional.
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[ 4
,é'l/h e - 6%/« k

66\(‘&%% AN G CQVV)—V@ }. cm AJS) M 6'(-

V)ﬁ'ﬂ C, r GUOV\ae )
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Exercicio 7. Prove que ¢ nao pode satisfazer uma equacao algébrica com coefici-

entes que sejam polinémios em .
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Exercicio 8. Prove que f(z) = (2?)*, f(0) =1 é continua em z = 0.
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DERIVADA: Gréficos de Funcoes

Exercicio 1. Esboce o grafico das seguintes funcoes:

1 1
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Exercicio 2. Encontre as assintotas obliquas as curvas:

(a) y=o—arctanz. (b) y=Va2+4

@) 4m Y — avc Bn i — M- b
A— 0

\}

bm (1-mm)x - avctanx - b

LB

= bim (- m)rn— ém (dmfl;vw.-\- ‘o>
NN

— ¥y _ ) =

_ %pro (3 ('; +5)

Se m=1 ¢ ‘o:“_l.\".

= |Y=1r - JI & assintota.

Lion (3= ) — b (Gve i + B>

A — 00 A=
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Exercicio 3. Esboce o gréfico da funcao y = (2%)®, y(0) = 1. Essa funcio tem

maximos, minimos ou pontos de inflexao?
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DERIVADA: Método de Newton

Exercicio 1. Use o método de Newton para aproximar uma raiz das seguintes

equacoes com precisao de 6 casas decimais:

(a) senz =2®  (b) 2cosx = z*
1

22 =972 (d) 1 -
(c) z° (d) logz = ——

(@) Exisle  a J°&'CZZ‘-” Jrivicl n=o2 2=V~

It =2* Moas vewos buscwr 2va
Solu o  Nan Yrivi€ ande © mE—
oo le Newhon pavino le

o= L.

306N = ﬁi(scwx-%’? = los A — 2
0 me b e Newn diz gue

Lata= Xn ‘J(’l“\)
 —
(2w
= An— Scn (A — 7(0\2'
oS Q(w) — 2w

7‘CVW’,S
’o = L
s = 0,39134599... loe 4 reid
Hg = 0’3?-6‘19424.__ lom b (ases
A3 -0 81632629... decimeny &

x,:—:o, 3326
Haz= 08316726212 ..

605
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Exercicio 2. Aplique o método de Newton a equagao 1/x —a = 0 para deduzir o

seguinte algoritmo para os inversos:
=9 _ 2
Lpy1 = 2 — Ay,

(Esse algoritmo possibilita a um computador achar os inversos sem realmente dividir).

Use essa técnica para calcular 1/1,6984 com precisdo de 6 casas decimais.

3(7(') = _J)Z, xl—

Me jo & de Newlow:
A= Hn = JOMW) - Ha= So,=
Cj ’(Yn) :L—
= Ua+ A&/ _L - A)
A

= )‘V\“' Han—- ﬁsz

=D Apery = X axa

KDQ'T) P”’Y‘ a o = J) 6444)
o= 1
L3 = 0,300p Loao) V/4,6984
e = 0,449709)7¢ lom b6 e
7L3 = O} 3854626 dec men$ A
K= 052, \

0 A~ g 179
/ 9 sa? 4641{4“" O)S

/

S o, £2878340
X6 = 0,578979.44

U, - 2, Y£87 5144
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Exercicio 3. Explique por que o método de Newton nao funciona para encontrar

as raizes de 2% — 3z + 6 = 0 se o valor inicial escolhido for x; = 1.
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Exercicio 4. Explique por que o método de Newton falha quando aplicado a

equacao /7 = 0 para qualquer valor inicial xq # 0.

/)/cw 23 |

\ - —_—
é (’X\ - 3 LZ/;
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Aner = Xa— é () = Th— “\/3
3ot A
3

= Aa- 31\4: -Z2An

Dosim,
Aan :(—Z)- Ao

Se N =F ° entio

G I'Z«nl: 0
n— ™

€ o méloda Ai\levae- [Voke gue o
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Exercicio 1. FEncontre uma primitiva de cada uma das seguintes fungoes:

(a) f(z)=dx+7 (b) f(x) =x(122 +8) () flz)=V2

(@) f@)=3T-20F (@) f@)=g -2

(f) g(t) = ! +\t/; r (g) h(0) =2senf —sec?d (h) f(r)=2"+4senhx
(i) f(:c)=1+25enx+% G) f(z)=Va2+zyx (k) 7(0) = secftan — 2¢°
(1) g(v) =2cosv - 13_ =

@ 2+ ¢ () 4+ 4t () Jzx

sl Al3 l P>
—~ e) Lr—- 2
() 2z — 2% C)S. O

g) Ztl/z_'_ %—-L’HZ-‘-_;.LS/?—

—~ - W) ' 2%+ 4oshn
(&) —zese = wno (1) ot + 4o
(1) *—-2wsx + 6"

— s/ e
() 32+ B2 () seco -2
)

(e) 2senv — d arcCsen Vv
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Exercicio 2. Encontre f:

(a) f"(x) =202 -122*+6x (b) f"(x)=22+3e" (c) f"(x)=1/z"
(d) f"(t) =t -2cost (e) f"(t)=12+sent (f) f"(x)=2°+senhx

&) 3\(7'): syt - 41+ 3+ & (X Cah&].)
= Jun=1t- '+ WL +p (4@ @nst)

OO) J\("ﬂ: L+ e+« (& cam&),)
L gt nets ox+p (op o))
3

= 3((1):
(C) fj‘(V): —_‘7: + X (OC (.QVIS*})
=2 J() = —Gan + oXt B (% p @ns).)

(A) J' = %—Lm— zsent + o ( 0<Cavzs~))

= J'(J\=%£m_\. 2wosky ob+p (7B con3y.)
— -2 4™ at e ptr ¥
= (B /o(£ + ztent + X ﬁ(d/ p)\(mm“,)

(6) :‘“('H:‘ Job- st + & ( xwnsd)
=> Ji1)= 64" —seat + at+ f (o B @)

= J=2b’ + &L pte Y (9B Y
> J()=2b’ 4 st~ & L+ pEr C;f‘f.;g
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Exercicio 3. Uma particula move-se de acordo com os dados a seguir. Encontre

sua funcao de posicao:

(a) v(t) =sent - cost, s(0) =0

(b) w(t) =t -3Vt s(4) =8

(c) a(t) =2t+1, s(0) =3, v(0) = -2
)

(d) a(t) =10sent + 3cost, s(0) =0, s(27) =12

(A) Tewos 50) = Vi)

— Sz —®@st- seat + C (¢ ons])
= S(o)= "L +(C =0 = (C=\

= S = — st - sant +4

3 3le
=_1l - C
(b) st 3{ zZ{ +

= M4)= @3 _ b+ C=64—-4% _C
S 3

:._‘_G_-t-C:‘g':) C= &
E 3

(© al= 5D

liy_12 C = vH)
- ‘S(‘LZt)i{Z:: 2 = = t=i- 2

= sfi= L% {2kt Kk, Ser=k=3
e L_LJQZ 26+ 2
—> = J}_{ + L&
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Exercicio 4. Um carro estd viajando a 80 km/h quando seu condutor freia
completamente, produzindo uma desceleracao constante de 7 m/s?. Qual a distancia

percorrida antes do carro parar?

Primes e mmewde hele e

g0 km/h = T2 wm/s = 222 M/s
3,0 L

D Mmaimerd e Jvev\aaem MG erde
o s\ asx t=0 am veboalde
el — VOI= ;& fewm floeérvga
anstanle a=-3. LO?) BNS; devad
(e >=0, kwos

vihl= =1t + Vel= -3¢ +g;;<_>

D S = =2 200y
z 2

O @vro r)ﬁ\fa Z’ugméa =90
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Sth= _%’{- L9 _ 200 . 209
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Exercicio 5.  Um carro ¢ freado com uma desaceleracio constante de 5 m/s?,
produzindo marcas de frenagem meindo 60 m antes de parar completamente. Quao

rapido o carro estava viajando quando o freio foi acionado pela primeira vez?

A J/w,\@ de W\ov;w\mb b cerro
do (niuo &= Jrenmen em 2o onn
de)=o oK A f)aVa-da. ém ’bz‘tf
e S5(4M=60, Sehisfn
S"th=—35
= s'h= -54+ Ve,
tom dUN=—st+l =o°

= {"= Ve
2

LC’@% '[LM‘OV%M& Hue S(0)>=5
SU)= — 3 £+ Wt
V2

‘TLWQS
— £ W 4 Vo _ (W_6O
¢ 5s® 3 z s

N, ?Z/ 19 Kw/L
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