
Exerćıcio 1. Calcule os seguintes limites:

(a) lim
n→∞

3n + 5

2n − 7
(b) lim

n→∞
4n − 2

7n + 6
(c) lim

n→∞
2n2 + 5n + 1

5n2 − 6n + 3

(d) lim
n→∞

7n2 − 4n + 3

3n2 + 5n + 9
(e) lim

n→∞(1 + 3

n
)n (f) lim

n→∞n(log (3 + 1

n
) − log 3)

(g) lim
n→∞n(log (1 + 1

n
)) (h) lim

n→∞(1 − 1

n
)n (i) lim

n→∞n(log (7 + 1

n
) − log 7)

cale Iii
c fiz II Fio FIFI

Em i E.EE E

Ei i EFIA
C Gio E Ei F é

f fiz n ley 3 E lo g

Fio n log E Gino log

bye
8 fiz a ley 1 f fiz leg l f lege

1
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Gio Fio E

E Ei Ei
Ei Fyi piI

i
fis h ley 7 lo g

Fio n log E Gino log

bye
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Exerćıcio 2. Calcule as seguinte somas infinitas:

(a)
∞∑
k=1

3

7k
(b)

∞∑
k=1

8

5k
(c)

∞∑
m=2

5

6m
(d)

∞∑
m=3

8

3m

C É EI F
b É É F E 7 2

É E FÊMEEFE
d É E F ÉEFF
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Exerćıcio 3. Calcule:

(a) lim
n→∞n sen

1

n
(b) lim

n→∞n tan
1

n

fio sem Fio 4 1

b fim a tan fino h seu los 1

h o
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Exerćıcio 4. Calcule

lim
n→∞

√
n2 + n − n

E n E de n.fi II
EFiiE E.EI
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Exerćıcio 5. Mostre que, para todo x ∈ R,
ex = lim

n→∞(1 + x

n
)n

Se 2 0

E s 2 HEIN

é lixo
1 9

se 270 temos

1 7 E

E E L E c
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Exerćıcio 6. Mostre que:

(a) lim
n→∞(√n + 1 −√

n)(√n + 1
2) = 1

2 (b) lim
n→∞( 3

√
n + 1 − 3

√
n) = 0

Anti Ju 1nF

Ani a

ftp.III
the

FEET

b JI JI

em aiiiiiiiiiim
CentíífiFEi
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Exerćıcio 7. Prove que lim
n→∞

n!

nn
= 0.

E EEEEIEI
EEE.i.IE E

Logo
0a Lhe

NEIN

Como fiz o segue que

Estão
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Exerćıcio 8. Mostre que:

(a) lim
n→∞( 1

n2
+ 2

n2
+ ... + n

n2
) = 1

2

(b) lim
n→∞( 1

n2
+ 1(n + 1)2 + ... + 1(2n)2) = 0

(c) lim
n→∞( 1√

n
+ 1√

n + 1
+ ... + 1√

2n
) = ∞

(d) lim
n→∞( 1√

n2 + 1
+ 1√

n2 + 2
+ ... + 1√

n2 + n
) = 1

fat fi 21 4
ç

III E w̅

b
hatchet a TE

É É EI Ei EI

d Note que

Te Ei Ei mt 7

FE E FÉ FÉ AFFF
como Gio já fiz Em 1 segue

333

Licensed to Marco Antônio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br



que EL fa 5 et 1
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Exerćıcio 9. Calcule lim
n→∞

n100

1,01n
.

Seja an YEE Temos

EE CEEEE E.EE
Logg existe No EIN tal que se n No

então

e EE Eia pois

o e anti e 9 se n No

De Anotk
1 1

ano

Fazendo K o segue que

Ema amor o

Em
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Exerćıcio 10. Mostre que a sequência
√
2,

√
2
√
2,

√
2
√
2
√
2, ... converge e calcule

o seu limite.

A sequência é

242 2412 4
2

4

4
Como ft f

1 temos

que a sequência é crescente e

limitada por
2a Logo ela converge

e temos que seu limite é

21T Isto 21 2
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Exerćıcio 11. Prove que lim
n→∞

2n+1
√
n2 + n = 1.

Como um ar é crescente para as 1

temos que como Ta ate

Jian InsI JÃ

fã F
Se n 72 Como fiz Ter 1

segue que

Esfar ELITE 1

e portanto
him JIN 1
h o
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Exerćıcio 12. Prove que o limite da sequência

√
2,

√
2 +√

2,

√
2 +√

2 +√
2, ...

existe e é igual a 2.

Defina as E

ante Jian h 1

Temos que a nem é crescente

De fato as UZI Fã as

Se and an 1 então

ants Jatan Iam an

Assim prova se por indução que Canluem
é crescente

Note que as E 22

Se anez então

ants J2 ante 2

Assim também por indução prova
se que ane 2 ne IN

Como é monótona e limitada Can nem

converge Assim existe

a fiz an
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Como
anti Fan

fazendo nao vem que

a teta
92 24 a a a 2 0

a

112 59 1121 tem 2

Como a o queremos a raiz

positiva Logo

a 2
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Exerćıcio 13. Prove que a sequência

an = 1

n
+ 1

n + 1
+ ... + 1

2n

converge e que o seu limite está entre 1
2 e 1.

Temos

anti fat TE nfetante
Ii É 2

an

Como

Então
segue que a nem é decrescente

Como ando me IN segue que a nem

converge
Por outro lado

h

Fazendo had obtemos

limane 1
no
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Exerćıcio 1. Explique com suas palavras o significado da equação

lim
x→2

f(x) = 5

É posśıvel que a equação anterior seja verdadeira, mas que f(2) = 3? Explique.

Significa quer conforme
se se

apra querquer oximaonformefo
de 2aa mprprooxixi antomama termos

2 2 fa se aproxima de 5

Sim é possível ter Ling fa 5

e fa 3 como é o caso da

função
the 2 3 se k 2

3 se 2 2

5 o

3

1
2
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Exerćıcio 2. Explique o que significa dizer que

lim
x→2−

f(x) = 1 e lim
x→2+

f(x) = 5

Nessa situação, é posśıvel que lim
x→2

f(x) exista? Explique.

Significa que conforme
se se aproxima

de 2 pela esquerda fãs se aproxima de

1 e conforme se se aproxima
de 2 pela

direita fa se aproxima
de 5

Nessa situação não existe EF fa
pois o limite não depende de como

nos aproximamos de a 2 mas neste

caso temos t dê i diferentesconfotendênciastendências rddmediferentdiferen
se se aproximaconfoconfo pormm baixoee ou

por cima de 2

342

Licensed to Marco Antônio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br



Exerćıcio 3. Esboce o gráfico de um exemplo de uma função que satisfaça a todas

as condições dadas:

(a) lim
x→1−

f(x) = 2, lim
x→1+

f(x) = −2, f(1) = 2

(b) lim
x→0−

f(x) = 1, lim
x→0+

f(x) = −1, lim
x→2−

f(x) = 0, lim
x→2+

f(x) = 1, f(0) não definido.

(c) lim
x→3+

f(x) = 4, lim
x→3−

f(x) = 2, lim
x→2−

f(x) = 2, f(3) = 3, f(2) = 1

a

2 O

b 16

1

E

C 41
3

a

1 1
1
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Exerćıcio 4. Calcule:

(a) lim
x→5−

x + 1

x − 5
(b) lim

x→5+

x + 1

x − 5
(c) lim

x→5+
log(x2 − 25) (d) lim

x→π
2 +

secx

x

(e) lim
x→π−

cotx (f) lim
x→2−

x2 − 2x

x2 − 4x + 4
(g) lim

x→0+
(1
x
− logx)

a
limy 4

o

b fãs
to

e King by 22
25 o

d

EI
o

e limite
o

acima iii EEE
Em

o

g Gio te
lo
g Cimate 6gteg

to
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Exerćıcio 5. Encontre as asśıntotas verticais da função

y = x2 + 1

3x − 2x2

As assintotas verticais se originam nos

pontos onde o denominador se anula
m

3k 2m se 3 22 o

se 2 0 ou X

As assintotas são as retas verticais

2 0 e X
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Exerćıcio 6. Dado que

lim
x→2

f(x) = 4 lim
x→2

g(x) = −2 lim
x→2

h(x) = 0,

encontre, se existir, o limite. Caso não exista, explique por quê.

(a) lim
x→2

[f(x) + 5g(x)] (b) lim
x→2

√
f(x) (c) lim

x→2
[g(x)]3 (d) lim

x→2

3f(x)
g(x)

(e) lim
x→2

g(x)
h(x) (f) lim

x→2

g(x)h(x)
f(x)

a Gzm 5gal Gif 5 Gina 8

4 2.5 6

b GENTE JENI 54 2

C
Ginger Gizgas ta 8

d fiz
3473 11

6

e fiz 4 não existe pois o

num44 erador
p

tendnnuu 2mm err nadordordor tende

a zero Como
gas

cresce indefinidamente

conforme v2 escrevemos GIFT o

para representar esse fato

HE.az
o
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Exerćıcio 7. Calcule os seguintes limites, justificando em cada passagem as pro-

priedades básicas de limites que foram utilizadas:

(a) lim
x→−2(3x4 + 2x2 − x + 1) (b) lim

x→−1(x2 + x)(3x2 + 6) (c) lim
t→−2

t4 − 2

2t2 − 3t + 2

(d) lim
u→−2

√
u4 + 3u + 6 (e) lim

x→8
(1 + 3

√
x)(2 − 6x2 + x3)

9

fiz 3 4 222 se 1

Gira lição EEE Eis

3 lição 24mi EE Eis

3EE 2 Ei EE Gi 1

3 C 2 2 25 C 2 1

48 8 2 1 59

b fim 22 2 3 46

9 142 Gi 324 6

TEM Ei Ei E 6

feia Ei Ei E 6

Ilia KEITH E 6
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1 td 3 6 O

aiiiii.EE E
iii i

E
I.EE i

d
Fiz Fato VK.IMsMMn

fliaii fiiCDEifiifii6CC
IçãitskintGE
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Ilimístiente
JEFE 4

C Giz 1 Ju 2 6 2 23

King Tse Fiz 2 6 4 3

King Ei F TER Es EN Cia

Gigs Em Te TEE 6Fio Cia

Kings JET Eça 6 84 743
1 2 2 6.64 512 390
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Exerćıcio 8. Calcule:

(a) lim
x→2

x2 + x − 6

x − 2
(b) lim

x→−3
x2 + 3x

x2 − x − 12
(c) lim

h→0

(−5 + h)2 − 25

h

(d) lim
h→0

(2 + h)3 − 8

h
(e) lim

t→1

t4 − 1

t3 − 1
(f) lim

x→3

x − 3

x3 − 27

(g) lim
h→0

√
9 + h − 3

h
(h) lim

u→2

√
4u + 1 − 3

u − 2
(i) lim

x→3

1
x − 1

3

x − 3

(j) lim
t→0

√
1 + t −√

1 − t

t
(k) lim

t→0
( 1

t
√
t + 1

− 1

t
) (l) lim

h→0

(x + h)3 − x3

h

(m) lim
h→0

1
(x+h)2 − 1

x2

h

aceite EFFIE
caça.EE E.EiTe
E Estufe fiz F type
fã 10th 10

d
fiz khff fiz 8 12464

4 1

Fã 12 64th 12

E EEE
C Em EFFIE EFETÁ É
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4 Emite EEE
Ei.EE EiEE

Ei siiiim III
Ei FILHA Ei FÉTEM
Gi É E

ciscis TE Ei E EE

J fim HITE FEITEI
EE TEE EIEIT

fiféa 1 EE F
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E Iiit
Ei EFFIE E FIFA

C Ei EE fiz FITA
fã 3 4 32h h 322

caça ii T.FI
GiiEi
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Exerćıcio 9. Demonstre que lim
x→0

x4 cos
2

x
= 0.

Temos que

165 1 1 x o

poste EM E

Assim

fiz na os

353

Licensed to Marco Antônio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br



Exerćıcio 10. Se 4x − 9 ⩽ f(x) ⩽ x2 − 4x + 7 para x ⩾ 0, encontre lim
x→4

f(x).
Note que

Eu 4 9 7 Gina 22 42 7

Logo pelo teorema do sanduíche

Kingflas 7
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Exerćıcio 11. Calcule lim
x→0+

√
xesen(π/x).

Temos para todo reto

é escute e

Te é's te esen Ir e

Como

QEEE ki.ae
o

segue do teorema do sanduíche que

fins FriesenME o
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Exerćıcio 12. A função sinal é definida por

sgnx =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−1 se x < 0

0 se x = 0

1 se x > 0

Encontre ou explique por que não existe cada um dos limites a seguir:

(a) lim
x→0+

sgnx (b) lim
x→0−

sgnx (c) lim
x→0

sgnx (d) lim
x→0

∣ sgnx∣
(e) lim

x→π+
sgn(senx) (f) lim

x→π−
sgn(senx) (g) lim

x→π
sgn(senx) (h) lim

x→π
∣ sgn(senx)∣

lim sgua 1
v0

b ligo_sgure
1

c Não existe pois os limites laterais são

diferentes

d fiz Igual
L

EI sqn
sene 1

f Giff Jgh sena
1

g Não existe pois os limites laterais são

diferentes

4 link sgh sena
1
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Exerćıcio 13. Seja g(x) = x2 + x − 6∣x − 2∣ . Encontre os limites laterais quando x → 2 e

diga se lim
x→2

g(x) existe e calcule seu valor em caso afirmativo.

guai
sgh x 2 rt

Assim

live.gs 5

12,941 5

O limite quando se 2 não existe pois

os limites laterais são diferentes
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Exerćıcio 14. Calcule lim
x→2

√
6 − x − 2√
3 − x − 1

.

Temos para 272

EE EE.IE ie

EEEE E
Assim

EFEE e.IE
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Exerćıcio 15. Encontre as asśıntotas horizontais e verticais de cada curva:

(a) y = 5 + 4x

x + 3
(b) y = 2x2 + 1

2x2 + 2x − 1

(c) y = x3 − x

x2 − 6x + 5
(d) y = 2ex

ex − 5

caliça LEITTE a

Assíntota horizontal 4 4

Em 571 0

Assíntota vertical 2 3

Em.io i EIaEEE
t

Assíntota horizontal 4 1

Raízes do denominador

2IfaI
1 1

Como nenhuma delas é raiz do

numerador ambas geram
assintotas

Assintotas verticais

2 1 5
2

e x 11s
a _EIA

Como fiz 91 0 não existem assim

359

Licensed to Marco Antônio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br



totas horizontais

Por outro lado

Em 191 0

logo 2 5 é assíntota vertical

fim E E FEZ

EEEE o

Assintotas horizontais y o e 9 2

Como E 5 0 se logs temos

que x logs é assíntota vertical
g
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Exerćıcio 16. Encontre a ∈ R tal que exista

lim
x→−2

3x2 + ax + a + 3

x2 + x − 2

e calcule o valor do limite nesse caso.

É preciso que 2 j raiz do
numqueque eradorsejaseja rai

já que eleumuméee raizadad dooror denominador
3 C 2 a 2 at 3 O

12 a 3 0 a 15

Assim a função é

EEEE aiiiii
EE i

Logos

E EE.IE EiEE 1
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Exerćıcio 17. Calcule lim
x→∞

senx

x
.

Temos
1 1 az xD

Como Fiz o segue do teorema

do sanduíche que

E E
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Exerćıcio 18. Sejam p e q polinômios. Encontre

lim
x→∞

p(x)
q(x)

se:

(a) o grau de p for menor que o grau de q;

(b) o grau de p for maior que o grau de q.

per Ankh_ ask ao

goes brett base bo

a Se ne k então

Eiiiiiiiiiii
700

b se n k então

e então

Em FE o
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Exerćıcio 20. Prove que lim
m→∞(cosπx)2m existe para todo x ∈ R e vale 1 ou 0

dependendo de x ser inteiro ou não.

Se re Z

LOS ITR 1

ftp.cos xJm 1

Se n 2 então

losta e1

foste não
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Exerćıcio 1. Demonstre cada afirmação usando a definição ε, δ de limite:

(a) lim
x→3

(1 + x

3
) = 2 (b) lim

x→a
x = a (c) lim

x→−3
1(x + 3)4 = ∞

(d) lim
x→2

x2 + x − 6

x − 2
= 5 (e) lim

x→a
c = c (f) lim

x→0
x3 = 0

(g) lim
x→−6+

8
√
6 + x = 0 (h) lim

x→0
∣x∣ = 0 (i) lim

x→2
(x2 + 2x − 7) = 1

(j) lim
x→−2(x2 − 1) = 3 (k) lim

x→2
x3 = 8 (l) lim

x→2

1

x
= 1

2

(m) lim
x→a

√
x = √

a se a > 0

a
11 5 2 1 afe E se

ache Eles 3 E

b Ix ale E se oela ale S E

C

31
M e se lathe

ie se o else t efe S

d 24 6 2 rt

fiie 51 1017 51

at3 5 la 2 E

se 021 212 E
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e C c OCE Edo se

Ix ale 1 8

f 1 3 E se InterE S

g Ex e E se oer C 6 e EIS

4 pele E se ochele E 8

i 1 422 7 11 1 2 22 8

x 2 2 4 E

se 021 21
11 1

Repare que se 1 21 1

1exe 3 sent 4 7

1 4127

East
Assim se

f min 1,7
temos que se os se 21 8 então
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1 42 7 1 x 2 X 4

e f 7 F 7 E

J 1 2 1 31 1 2 1 2 E

se 0212 2121 21

Repare que se 1 21 1 então

3 re 1 522 2 3

1 21 5

Assim se

f min 1 E
temos que se os Ix c 21128
então

22 1 31 1 21 1 21
5 8 5 E E
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e 1 3 81 1 3 23 a 21.1
2 22 4 CE

se 021 212
1

2 7

Note que se 1 21 1

122 3 12123

24 2 4 e 9 6 4 19

1 4 1

Assim se

D min 1

temos que se esta 2128 então

1 3 81 1 21.122 22 4

8.19 Fa 19 E

e 1 12 E se In al 21418

Note que se 1 21 1 então

seres 12171

Assim definindo de min 1,283 se
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e Ix ele então

E Filete e

cm la_sal Ir Tal.EEri

I 1

Se o e x ale 8 Ja E
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Exerćıcio 2. Considere a função definida por

f(x) = ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0 se x ∈ Q
1 se x ∈ R/Q

Mostre que não existe lim
x→0

f(x).
Repare quer para todo E IR

LE IR temos

flui L 14 se rea

1L 11 se X Q

Se 2 0 então

fCR 01 1 se Q

Assim como E IN HEIN

e E para qualquer 8 0

existe ne IN tal que 027 28

Dai
f Eu 17 E

logo Leo não pode ser limite de

fa quando 2 0

Por outro lado se 270 seja

E Temos que 8 0 existe
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he IN tal que os e 8 Apesar

disso
fa L LI E

Logo L não pode ser o limite

também quando 270 Assim

o limite não existe
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Exerćıcio 1. Explique por que as seguintes funções são descont́ınuas no ponto

dado a:

(a) f(x) = 1

x + 2
em a = −2

(b) f(x) = ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1

x + 2
se x ≠ −2

1 se x = −2 em a = −2
(c) f(x) = ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x + 3 se x ⩽ −1
2x se x > −1 em a = −1

(d) f(x) = ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x2 − x

x2 − 1
se x ≠ 1

1 se x = 1
em a = 1

a fiz ta o

b fim ta o ter 1

C Gina EI
3 2

EH Ei E

Como os limites laterais são diferentes

f é descontínua em 2 2

Eita sim EEEE
Gin 1 511
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Exerćıcio 2. Para que valores de x a função abaixo é cont́ınua?

f(x) = ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0 se x ∈ Q
1 se x ∈ R/Q

I não é contínua em nenhum ponto
pois em qualquer intervalo a 8 at d

para a e IR e 8 0 sempre haverá

um b e I racional caso a sejairr
racir
acional
al casoo

eu invacionalirrirraacc casonana a seja racional

Daí

fcb fa 1 1
Então não existe Sso tal que

Ir ales Itens festa

Assim f não é continua em

nenhum ponto a e IR
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Exerćıcio 3. Se a e b são números positivos, prove que a equação

a

x3 + 2x2 − 1
+ b

x3 + x − 2
= 0

possui no mı́nimo uma solução no intervalo (−1,1).
seja faties ate
Note que 1 é raiz de 222 1

2 1 divide 23 2 2 1

23 222 1 LE
nx 1

e
Como E f 1 120 segue

que

EED.ir n s xE a
o 1

Analogamente 1 é raiz de 23 2 2

Logo n s divide 23 2 2

23 2 2 É
2

iii
e
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Como 1 1 2 430 segue que

1 _FE ate to I

Repare ainda que como

24 222 1 1 22 2 1

com raízes

1 III e III
bem como

m x 2 2 1 22 2 2

com raiz real apenas a L já
que n 2 2 não tem raízes reais

segue que fez é contínua em 61,1

Assim por E e E existem c d

seceded tais que

f c 20 fed

Como f é continua em Sd segue

do Teorema do Valor Intermediário

que existe ze Ca d e 6 1,1 tal que

f Z D
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Exerćıcio 4. Um monge tibetano deixa o monastério às 7 horas da manhã e segue

sua caminhada usual para o topo da montanha, chegando lá às 7 horas da noite. Na

manhã seguinte, ele parte do topo às 7 horas da manhã, pega o mesmo caminho de

volta e chega ao monastério às 7 horas da noite. Mostre que existe um ponto no

caminho que o monge vai cruzar exatamente na mesma hora do dia em ambas as

caminhadas.

Suponha que tenhamos ajustado
as

unidades para que a subida do

monge comece na posição 2 0 e

termine em 2 2 Logo sua decida

Começa em 2 1 e termina em não

A subida é uma função contínua

f 7,19 0,1
t JU
com

f 7 0 fl 9 1

e a descida é uma função continua

g 7,19 O D

t glt
com

g 77 1 glla o

Seja h 7,19 EI 2 definida por

hlt ft get
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Então h é continua com

7 1202 1 4119

Assim pelo Teorema do Valor Intermediário

existe tá 7,19 tal que h t o Ou

seja em t t

JAH get
ou seja nesse ponto à mesma hora
do dia o monge esteve

na mesma posi

tanto na subida quanto na descida
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Exerćıcio 5. Dada uma função cont́ınua f ∶ [0,1] → [0,1], mostre que f tem um

ponto fixo: existe c ∈ [0,1] tal que f(c) = c. (Sugestão: olhe para g(x) = f(x) − x)

Primeiramente se flo o em fa 1

basta fazer o e eu c s conforme
O caso Assuma agora que flo o e

f 1 21 e seja gla fas x Temos

que g é contínua
g

com

Glo flo o o

g
1 fa 120

ga
o e glo

Logo segue do Teorema do Valor

Intermediário que existe CE 0,1

tal que gca
o foi o
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Exerćıcio 6. Seja f(x) = tanx. Embora f(π/4) = 1 e f(3π/4) = −1, não existe

nenhum x ∈ [π/4,3π/4] para o qual f(x) = 0. Por que isso não contraria o Teorema

do Valor Intermediário?

Isso não contraria o TVI pois

f não é contínua em TITA 3174 já

que Eiztane a e
jefe
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Exerćıcio 7. Mostre que cada uma das funções abaixo é injetora em toda a reta

real e determina sua inversa.

(a) f(x) = x + 1 (b) f(x) = 1 − x

(c) f(x) = x3 (d) f(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
x se x < 1

x2 se 1 ⩽ x ⩽ 4

8
√
x se x > 4

a nez rts e rt 2 f x ef 7
Logo fé injetora

y kt 1 X 1 y f y

b xez re z 1 1 Z flaeta

Logo fé injetora
4 1 se 1 y fly

C 23 23 23 23 0

x 2 n nzt E o

Como 2472 22 0
2 7 0 visto

que
22 77 72 2 22 2 2 7 3

se e só se z e 2 0 temos que
é preciso ter a z para que 23 7 Assim

f é injetora
g g JJ
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d Como m e eve são crescentes

com 1 12 e 4 854 segue que

é injetora A inversa é

se 3 1

fly Já se 119 16

Já se 9 16
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Exerćıcio 8. Se f(x) é cont́ınua em x = a e f(a) > 0, mostre que o domı́nio de f

contém um interalo aberto ao redor de a tal que f(x) > 0 para todo x nesse invervalo.

Como fé continua em x a para

E SEI o existe Sso tal que se

Ix ales então

fln fa e faz

fly e fa fa e faz
os fazefine 37
fuso se ne a f a d
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Exerćıcio 9. Se f(x) é cont́ınua em R e sua imagem está contida em Q, com

f(1/2) = 1/2, mostre que f(x) = 1/2 para todo x ∈ R.
Se JCM para algum ME IR como

f é contínua e entre dois nacionais

quaisquer como e tal existe um

irracional β segue do
teorema do

valor intermediário que existe z
entre

em tal que fez β E IRV
absurdo Assim é preciso que fla

me IR
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Exerćıcio 10. Se f(x) satisfaz a relação funcional

f(x + y) = f(x) + f(y)
para todo x, y, encontre f(x) para x ∈ Q e prove que se f for cont́ınua então f(x) = cx

para alguma constante c ∈ R.
Primeiros
flo flo a a fio flo

A partir da rela temos que se

he IN então

tens HIEI HEFF
7

Assim ne IN

f 4 h f 1

Se ne IN temos

f 1 f n.tn h f f f f 511

Se pig e 1N então

F p.tl ft 1

Logs flr rfia se rech tso

por fim
O f o f x a fln fl ze

JC n flui
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Dai
fazer fes

rech

Se f for contínua e E IRIA

existe uma sequência de racionais

tn X Assim

fa Gingf rn fã rn f 1 2 f 1

Logo ME IR

flui Cg com C fale IR
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Exerćıcio 11. Se f(x) = xn, dado ε > 0, encontre δ > 0 (que pode depender de a)

tal que ∣f(x) − f(a)∣ < ε

se ∣x − a∣ < δ

a o temos

bile e pele TE

Suponha ato Temos

a a lx al.INT antián ah 4

Se in ales então

tal tal a ales

pele Stlal
Podemos impor Selal

tal e 2 al

Assim

12 ahlzin al.EE 2 01

8 ai 2 1 e S2 a

E

se 8
2 7 1
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Exerćıcio 12. Considere um triângulo fixado no plano. Mostre que, para cada

direção posśıvel, existe uma reta com essa direção que divide o triângulo dado em

duas partes de mesma área.

Seja Pum dos vértices agudos do

triângulo e construa um sistema de

coordenadas
g

cartesianas centrado em

P tal que o triângulo fique contido
no primeiro quadrante Fixe

qq
uma

inclinação me C o a
Cada reta de

inclinaçãomyyamatommyy tem equação
y me b

com be IR e

divide o plano
b em dois semi

planos
P 10,0

Seja f b o percentual da área do

triângulo contido no semiplano da
direita

determinado pela reta g matb Então

como o triângulo tem dimensões

limitadas existem eo ep tais que

f α o f B 1
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Como f é contínua segue do Teorema

do valor interme diário que existe de IR

tal que f 8 Assim a reta

D mae 8

divide o triângulo em dois pedaços

de mesma área

Note que se m o as retas

são
x a

e um raciocínio inteiramente

aná
nioo

logo
te a e

tambaa uncinnáálologogo caso
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Exerćıcio 13. Prove que se f(x) é monótona em [a, b] e satisfaz a propriedade

do valor intermediário (ou seja, se f(x) < c < f(y) então existe z entre x e y tal

que f(z) = c), então f é cont́ınua. Podemos concluir a mesma coisa quando f não é

monótona?

Sem perda de generalidades suponha

que f é crescente

Sejam re a b 870 Queremos

descobrir 8 0 tal que se in yley
então fui Jess e E

Seja
S ze a b 272 e fez afaste

Se 5 0 então se b Seja

I ZE agb Zak e fez fa E

Se I então se a Defina

as sups S
x 5 0

XI inf I
I

x I

te bes

Seja
f min a rs Us e o
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Se XEM tome f Rs 2 0

Se rs 3 tome J X Kido

Logo se Ix bled e ye a b temos

que
f y e fln E flht E

e então f é contínua

Quando f não é monótona a

conclff não é

usão
o óto ato

falha coco ostraclcluussãã seguinteoo
contra exemplo

1

flat 2k 05251 2

1 X 1 2 251
O

g
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Exerćıcio 1. Uma curva tem equação y = f(x).
(a) Escreva uma expressão para a inclinação da reta secante pelos pontos P (3, f(3))

e Q(x, f(x)).
(b) Escreva uma expressão para a inclinação da reta tangente em P .

a

fa

13

A inclinação da reta se cante é dada

por
tano t

b A inclinação da reta tangente é o

limite da inclinação da secante quando
3

EstEF F
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Exerćıcio 2. Encontre a equação da reta tangente à parábola y = 4x−x2 no ponto(1,3).
Y 4 2k y 1 2

Reta tangente em 11,3

Y y 1 2 1 3 1

2 2 1 3

2kt 1
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Exerćıcio 3. Encontre a equação da reta tangente à curva y = 3 + 4x2 − 2x3 no

ponto x = a.

Y 82 612 y a Pa Ga

Reta tangente em sea

y yica x a y a

Pa Ga x a 3 442 243

Pa Ga X 844 603 3 442 2 as

Pa Ga x 3 4m da
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Exerćıcio 4. Encontra a inclinação da reta tangente à curva y = 1/√x no ponto

x = a

y x Ee
A inclinação da tangente em sea é

yias Era
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Exerćıcio 5. Se uma pedra for lançada para cima no planeta Marte com velocidade

inicial de 10 m/s, sua altura (em metros) após t segundos é H(t) = 10t − 1,86t2.

Determine a função V (t) da velocidade instantânea da pedra e diga quando ela

atinge a superf́ıcie e com que velocidade.

VLL HILL 10 3,72T

A pedra atinge a supercie em tao

tal que HA

O HH t 10 1,861

t 65 5,375

Neste tempo a velocidade é

Vlt 10 3,72
1 6

10m s
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Exerćıcio 6. Encontre f ′(a) usando a definição de derivada:

(a) f(x) = 3x2 − 4x + 1 (b) f(t) = 2t3 + t (c) f(t) = 2t + 1

t + 3

(d) f(x) = x−2 (e) f(x) = √
1 − 2x (f) f(x) = 4√

1 − x

(g) f(x) = 5x

1 + x2
(h) f(t) = t3/2 (i) f(x) = x4

(j) f(x) = 1 + 1

x
(k) f(x) = 3

√
x

a

Hailing teeth
fim EE F

3EYE.in

Ifa
h EE

fyGa 3h 4 Ga

b flat ftp.t fa

Gy2 athP 4
h 2a a

Five
team

Eno 6 a Gah 2h2 1

642 1
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casiança IYEi.ie
EiKa EEIi EiYat
ii T.EE F

E MÃE 312

Haifa í

Em.IE i
Ei.EE E z
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e ficar fiz 11
za zn

n
F

ii.NET
ii E.FI
EvEni zi Era

Harça Finita
E T.EE
i FEiE iEii I

ii ÉEETTE
Ei www vs a n

4

24
12 FE
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castança FEITEI

a FE.EE EiF
E

E.isii
i iiiii iii
h f'cai fim
CathTáveis.la

iEFiiI
i nEEET

401

Licensed to Marco Antônio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br



E o

2 ficar fiz cathfahfhftff

E.EE a a9

fino lathAcyhtalllathitaIathath

Fã
a 4 a a 4 a 2a 2m aa

J ficar fim

4 T.ii E.io a

K ficar fim Fujii
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E.nu FiEiaiiEE
EioicaI nta ia
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Exerćıcio 7. Mostre que:

(a) A derivada de uma função par é uma função ı́mpar.

(b) A derivada de uma função ı́mpar é uma função par.

a Se f é par então fin fc x

Temos

C a fiz flathlefI
p fi ter TE
flex

Logo J é impar

b Se fé ímpar então f a fa
Temos

C a fino flathlefI
p p tenis
flex

Logo J é par
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Exerćıcio 8. Esboce o gráfico das seguintes funções, diga onde elas são deriváveis

e calcule f ′(x):
(a) f(x) = x∣x∣ (b) f(x) = x + ∣x∣

Y y
temos quea

fa 22 se 270

se sexto

fé
Eivável

em toda a reta e

sinal
p yakthel

b Temos que

sim4 seV40

f é devivável em IR 401 e temos

sim 4 V20
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Exerćıcio 9. Suponha que f seja uma função que satisfaça a relação

f(x + y) = f(x) + f(y) + x2y + xy2

para todo x, y ∈ R. Suponha também que

lim
x→0

f(x)
x

= 1

(a) Encontre f(0). (b) Encontre f ′(0). (c) Encontre f ′(x).
a f o flo a flo flo 0 O 0 Ô

2710

f o O

b fica fiz thud FI HEI

fiz thttlanttiothI FIEL a

a fica ftp.t tI

fiHEtf E

ftp.t x4xh 1 22
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Exerćıcio 10. Seja f definida em toda a reta e tal que

∣f(x) − f(y)∣ ⩽ ∣x − y∣2
para quaisquer x, y ∈ R. Prove que f é constante.

Temos que para todo REIR

Itial fi HIHI
pois

HYfnle.IE 1h17

Mais tarde veremos que essa condição

é suficiente para provar que f é

constante usando o Teorema do Valor

Médio No entanto até aqui ainda

não dispomos desse teorema por isso

vamos usar outro argumento para

mostrar que f é constante

Sejam acb E IR quaisquer Vamos

provar que f a f b

Seja Eso e defina

A reta b Ifes Hall Ela as

Note que A pois ae A
407
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Seja s SupA Como fécontSupAp ínuapois écc derivávelontontíínn eaa A

De fato existe uma sequência A newCA

tal que Emorn S Isso segue do

fato de qus para
todo he IN existe

Xne A tal que
s nn

já que s supA
Como an E A temos

fan fa E Rn a

Como f é continua fazendo n o

nos dois lados da desigualdade
obtemos

que
fcs fa ECs a

Logo SEA

Suponha que se b Como f 5

existe xe s b tal que

XD Jess E S a

Temos
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Iftu fa fa fcs fts f a

Ela s E s a Elx a

Logo de A contradição Segue

que é preciso ter s b

Assim

b flas E b a

Como Eso é arbitrário segue

que f b fla Como arb

são arbitrários segue que J é

constante em IR
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Exerćıcio 11. Suponha que f seja uma função com a propriedade de que ∣f(x)∣ ⩽ x2

para todo x ∈ R. Prove que f(0) = f ′(0) = 0.

051710 502 0 fco o

Jia Fi thief FIRE
Mas

144 14,1 14

Dai

1h1 f 1h1 h o

o fiz lhe fiitH.GE h1 o

Assim pelo teorema do sanduíches

HavGM.tt o
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Exerćıcio 1. Calcule a derivada das seguintes funções:

(a) f(x) = 2x3 − 3x2 − 4x (b) f(x) = x2(1 − 2x) (c) y = x5/3 − x−2/3

(d) f(r) = 5

r3
(e) s(p) = √

p − p (f) G(q) = (1 + q−1)2
a J a 6 2 62 4

b f a 22 2k fke 2 6 2

C y já x ̅

d fim E
e Scp Ep 1

f Gig 1 7 te
GIGI Fá
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Exerćıcio 2. Encontre uma equação da reta tangente e da reta normal à curva no

ponto dado:

(a) y = 2x3 − x2 + 2 em (1,3) (b) y = x + 2

x
em (2,3) (c) y = 4

√
x − x em (1,0)

(d) y = x −√
x em (1,0) (e) y2 = x3 em (1,1)

a y 62 2k 9 1 6 2 4

tangente y 4 x 1 3

normal y 2 1 3

b y 1 2 y 2 1 f

tangente y 2 2 3

normal y 2 X 2 3

C y x ̅ 1 9111 f 1

tangente 9 2 2 1

normal y x 1

d y 1 Je y 1
1

tangente y f x 1

normal y 2 2 1

e y x y se y 1

tangente 9 212 1 1

normal y x 1 1
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Exerćıcio 3. Onde a reta normal à parábola y = x2 − 1 no ponto (−1,0) intecepta

a parábola uma segunda vez?

Y 22 Y C 1 2

Logo a reta normal em C 1,0 é

y Ele 11
A interseção com a parábola satisfaz

2 1 22 1

222 X 3 0

x 1IJI2II t.FI 1 eu

Logo a outra interseção ocorre em 2 7
9 9 1 E
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Exerćıcio 4. A equação y′′ + y′ − 2y = x2 é uma equação diferencial, pois envolve

uma função desconhecida y e suas derivadas. Encontre as constantes a, b e c tais que

y = ax2 + bx + c satisfaça essa equação.

Temos
9 zar b

y 2A

Assim

y y 2g 2a Zar b 24m abre o

Zan 2a 2 b se atb c 22

L
Za 1 a

2a 25 0 b a

2a b c o 1 21 0 C

Logo

a 112 b 112 C 312
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Exerćıcio 5. Determinar os valores de a, b, c tais que os gráficos dos dois polinômios

f(x) = x2 + ax + b e g(x) = x3 − c se intersectem no ponto (1,2) e admitam a mesma

tangente naquele ponto.

f 1 1 atb 2 I

g 1
1 0 2 0 1

Além disso

f 7 2kt a fl1 2 a

glin 322 gll1 3

Para que a tangente em 1,2 seja a

mesma devemos ter f 1 g
1 Daí

2 9 3 9 1
Pela equação I temos

2 1 1 5 2 5 be

Na 1 b o e C 1
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Exerćıcio 6. Calcule o limite quando n → ∞ do valor absoluto a n-ésima derivada

de 1/x no ponto x = 2.

Eee TE É
Vamos provar por indução que

EEEE
Já vimos que vale para n 1 2,3 Assuma

que vale para n como hipótese indutiva

Temos

Ea E.EE tEE
completando a indução
Assim devemos avaliar

EEEH.EE 4
Repare que

Eiiiiiais
E 77o

Leges

E FAME
416

Licensed to Marco Antônio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br



Exerćıcio 7. Como é definido o número e?

A definição que usamos foi

e

Uma caracterização equivalente
e quetaerizaçerizaçmãoão eebémquivalentequivalente

poderia viaammommmbb definiçãoémém é

e Emotti
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Exerćıcio 8. Derive:

(a) f(x) = 3ex + 4
3
√
x

(b) f(v) = 3
√
v − 2vev

v
(c) y = ex+1 + 1

(d) f(x) = (3x2 + 5x)ex (e) g(x) = (x + 2
√
x)ex (f) y = ex

x2

(g) g(x) = 3x − 1

2x + 1
(h) F (y) = ( 1

y2
− 3

y4
)(y + 5y3) (i) y = √

x

2 + x

(j) y = (z2 + ez)√z (k) f(t) = 3
√
t

t − 3

a flui 3C x ̅

b fa ze flui 5 ze

a
y e e 1 y e e e

d flui 62 5 3 2 5 a e

3 2 11 5 e

e
girl a 25 e

1 y 2
2

Efe
g gias Fifi EF
h Fly 59 59

Fly 5

418
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a 5 áÉ
i Em

5 y 2 E é

y Ez fez
5 et

k filth Ê

YIÉ ciije
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Exerćıcio 9. Encontre f ′ e f ′′:

(a) f(x) = (x3 + 1)ex (b) f(x) = √
xex (c) f(x) = x2

1 + ex
(d) f(x) = x

x2 − 1

a f a 3
2 X 1 e

J a 62 322 3 2 n 1 er

23 622 62 1 e

b the fe 5 e

J la fã de a e

Fisk te F e

a fim 2rhE.EE
F

e

J G Ejzf.ME
sina.EE
2ee a9E

e 4 E
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E jq
ax 24em

EI.EE
d

tianya.is EE
54 1

12 2,4
1.2 41

EEEE
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Exerćıcio 10. Se g(x) = x

ex
, encontre g(n)(x) para todo n ∈ N.

gles net

glin G a é 2 1 é

g a 1 2 1 é 2 é

g ca 1 2 2 a 3 é

Vamos provar por indução que

genta a se 4 é HEIN

Suponha que assim seja para um

certo ne IN Temos

goim feeaicx.net
TED ED a 4 é

1 1 2 4 é 11 4 1 e
e

D x into é

Completando a indução
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Exerćıcio 11. Se h(2) = 4 e h′(2) = −3, encontre
d

dx
(h(x)

x
) ∣

x=2

Ethel HEEI na

h 3
24144
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Exerćıcio 12. Encontre as equações de retas tangentes à curva y = x − 1

x + 1
que sejam

paralelas à reta x − 2y = 2.

catizFIEF
A reta de referência é

X 29 2 y Ex 1

Assim a tangente é paralela a ela

quando

Fiz ATDE 4 2 1 2

3 eu 2 1

Como JC 3 2 yo o as tetas

tangentes procuradas são

y Ele 3 2 Ir
e

g Ele 1 Ex
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Exerćıcio 13. Encontre uma expressão para
dn

dxn
(xkex), onde n ⩽ k.

Regra de Leibniz

T.AE ElE EEiE
E he

a
xk eea

425
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I flui seu ar

flui senza KGS 2K

J y 2 seca taunt cosseca cotre

K gilt sect tant seat

e J lt ftp.fcotfetttot et

tosseit cot to f et

m fiel secie.lt 1secxt
seix

seciIyie
secx ta

secreittantelgçr
tan'r

secntaeittantelgçreittantelgçr na
SETE
sese

EI
aann
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Exerćıcio 2. Encontre:

(a)
d99

dx99
senx (b)

d35

dx35
(x senx)

a Temos

Eesene cosse esena sense

fásenne cosse fjsene sente

Dai como 99 4 4 3 temos

Eisene
sense use

b Temos pela regra de Leibniz

E f g

logo

Ficsen.EE 7e Eiena iie
Como fãp o se Ken 1

Finksen nadjiene refusena
428
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Assim para n 35 como

35 4.8 3 e 34 4 8 2

Segue pela ideia do item a que

1ˢᵗJeppesen1 35 Eisene sente

35 sente rosa
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Exerćıcio 3. Derive:

(a) y = sen 4x (b) y = tan(senx) (c) y = √
4 + 3x

(d) y = e
√
x (e) y = (1 + x + x2)99 (f) y = 1

3
√
x2 − 1

(g) y = cos2 x (h) y = cos(x2) (i) f(t) = eat sen bt

(j) f(x) = √
x

x + 1
(k) s(t) = √

1 + sen t

1 + cos t
(l) y = etanx

(m) g(u) = (u3 − 1

u3 + 1
)8 (n) g(θ) = sec2(mθ) (o) y = cot2(sen θ)

(p) y = tan(sec(cos t)) (q) f(t) = tan(et) + etan t (r) y = 23
4x

(s) y = √
1 + xe−2x (t) y = sen(sen(senx)) (u) y = 1(1 + tanx)2

a y 4054k

b y sec sena cosse

C 4
2 7

d y free
e y 99 1 2 22 2 1

f y 22 1 2k

G y 2 casa sense

h y sentey 2k

i ftp.t a.senbt
bosbt eat
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lista JI FEI
TEM

as site FIE netIFtet1etet

viei s.IE
vEiiiii

C y sedretann

imgur.fi F Y f
D

8fE 7 2

18 6
44
6 177

h
g o 2m sec mo tan mo

o y 2 cot seno cossec seno caso
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P

y sei sec cost sec cost tan cost sent

9 flt etseca et seitetont

C y loga logs bga
4 34 23

AFEFÊ
t y Los sentsenses coscsenn cosk

casa III
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Exerćıcio 4. A equação do movimento harmônico simples é dada por s(t) =
A cos(ωt + δ). Quando a velocidade é zero?

VAI 5H WA seu art s o

se wt 8 KIT K e Z

KEI KEI

433
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Exerćıcio 5. Escreva ∣x∣ = √
x2 e use a regra da cadeia para mostrar que, para

todo x ≠ 0,
d

dx
∣x∣ = x∣x∣

E FE E 140

434
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Exerćıcio 6. Calcule as derivadas das seguintes funções e diga onde elas não

existem:

(a) f(x) = ∣ senx∣ (b) g(x) = sen ∣x∣
a flui SEI

se X KIT KEZ

b glue costal Ei 2 0

435
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Exerćıcio 7. Mostre que

d

dx
( sen2 x

1 + cotx
+ cos2 x

1 + tanx
) = − cos 2x

Temos que

semiiiieiia

ie

cos2k sente Casar 205k 1 Los 2k

652 1
62

22

Analogamentg senix 1 EI

iniiiiemia
436
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EE
1tsenzx sen'x cos'r 2senkcosk

senn cosa

i

EE.is
E 1 71

1

12 2 seu 2 1 sense

Logo

1 Iii Ef sense

LOS 2K
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Exerćıcio 8. Se n ∈ N, mostre que

d

dx
(senn x cosnx) = n senn−1 x cos(n + 1)x

fe sen se cos he h sem be cosa Cosme

hsen a senha

h sentir cosa os hr senx seu hr

h sentir costht

438
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Exerćıcio 9. Mostre que, para todo n ∈ N,
dn

dxn
(sen4 x + cos4 x) = 4n−1 cos(4x + nπ/2)

sente 1
4

22

652 14912L
sente 1 26522

4 651

costk
142052j65252j52j 2

sentn cosk 1 to I

Mas
6522 142542L
sentar coste

1t126SI
3

651IAssi.ms
para ne IN temos

fãs sente coste f Giloscan
I
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Vamos provar por induce que

Efosar 4 cos x E nem

Repare que para n 1

Fecosar 4 sente 46s 4 21

Suponha como hipótese de indução que

ftp.ask arcos x NE

Então

Easarfeffos.ae ferosGTE
4 sentar.tn 4hcos 4x nI E

4ht'cos 4R h DE

completando a indução Assim

ftp.ask thosfrthI HEIN

Portanto pela equação E segue que

á senhet cosse 4 cos rt hI

440
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Exerćıcio 10. Mostre que, para todo n ∈ N,
dn

dxn
(eax sen bx) = rneax sen(bx + nθ),

onde a, b > 0, r2 = a2 + b2 e θ = arctan(b/a).
Temos que para o arctan ba

caso
Faz seno

5

Assim

casembre a seubre bcos b e

TE Eesembre feiosb
e

t.fososenb.ae seno cosbre e

tas batose
Logo a fórmula vale para n 1

Provarórmulaórmula vale

eppmosaraara
os dProPro arar peemmnduçãoososAssrovarovarororoovavaurreemaeemmporporeeeemmmmooque valhAA parassss algumuumama he IN

bemba rhersen breno

Temos

eenba Efresentbano
441
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r a seu br ho bus x no e

r seu br ho Ecos x hoje

caso seu ba no seno los bret no e

tht seu br no a e

th seu br Atuo e

completando a prova por indução
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Exerćıcio 11. Calcule a segunda derivada de f[g{h(x)}].

É huis J glhcny.gl hlnit.h'ce

Fetghnis glhcny.fglhnt.hr

J glhins g Shaikhcass

J glhcnf.gl hlnil.h ae
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Exerćıcio 12. Que condições os coeficientes α,β, a, b, c devem satisfazer para que

αx + β√
ax2 + bx + c

tenha derivada finita em toda a reta e que jamais se anula?

variIEEini
atm
biyi.fiiitartbmyi fiyi fi i

FiI If
Para ter finita é i e odenyy finitfinitoaa minadoréé precisopreciso queque

nãoddtenhaenenoo raízesmimi reaisadad Assimrr
B taceo bretac

Para que y nunca se anule o humenador
não deve ter raízes Assim é necessário

que o coeficiente de seja nulo e

o termo constante seja diferente
de zero

2 5 zap ba o 20h zap bx

22C Sp o 22C bp
444
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Exerćıcio 13. Mostre que
dn

dxn
(ex2/2) = un(x)ex2/2, onde un é um polinômio de

grau n. Mostre a relação de recorrência

un+1 = xun + u′n

Temos

Fe e né

que atende ao enunciado para n 1

Vamos provar por indução que

fã e unissem
onde um é polinômio de granh
Suponha como hipótese de indução que

valha para h Temos

c funine

EM'ntas nunca e

Untspe e

onde Unts é polinômio de grau hta

Isso conclui a indução e ainda mostra

que
Unts Min Muts

445
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Exerćıcio 14. Usando a regra de Leibniz aplicada a

d

dx
(ex2/2) = xex

2/2,

conclua que

un+1 = xun + nun−1

É E TEREI

FECHE c

nfi.ie xffe
pela regra de Leibniz Usando o exercício

anterior segue que

amine É c njj.ie x fe
Unica nunca e

Uns hum Xun

446

Licensed to Marco Antônio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br



Exerćıcio 15. Com base nos dois últimos exerćıcios, obtenha a equação diferencial

u′′n + xu′n − nun = 0

satisfeita por un(x).

Uns kun eh I

lenta kun hun a I

De 1 1 obtemos

Min h Mn 1

Derivando
por 1 c n d

uh hein 1 L un Xun i

por E
hun Khan

I hun x Unts Xun
per

nun x min NA
hun Xu n

uh ruin hun o
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Exerćıcio 16. A função f definida sobre a reta satisfaz à relação

f(x + y) = f(x)f(y).
Asssumindo que f é diferenciável, prove que ou f(x) = 0 para todo x ou f(x) = eax.

que

f o foto flop flo o eu f a 1

Além disso

f 4 flat a fa Ho

Se fios 0 então fim o REIR

Suponha então que f o 1 Temos que

tathfI te tem thief
Logo

fim EEEE tia.kz twitto
ftp.f o

flex fins flo re IR

Note que

Enfiné Jin flotim é o

Jen é C constante
448
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Fazendo n o vemos que C 1

Logo

tem etos se

449
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Exerćıcio 1. Encontre
dx

dy
derivando implicitamente:

(a) x2 − 4xy + y2 = 4 (b) x4 + x2y2 − y3 = 5 (c)
x2

x + y
= y2 + 1

(d) x2y2 + x sen y = 4 (e) ex/y = x − y (f) arctan(x2y) = x + xy2

(g) sen(xy) = cos(x + y) (h) ey senx = x + xy (i) xy = √
x2 + y2

(j) x sen y + y senx = 1 (k) tan(x − y) = y

1 + x2
(l) x sec y = y tanx

a 2k ay fry 2yy O

se ie
b 4 3 2 44 2m y y 3y y o

a EEE
C 22 2 4 y 4 1 ay se y y

2x 34 2299 1 3 yay y

aiiiii
d 2294 Zrby seny a cosy y o

EEEE
e f F 9 e 1 y
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iii iii
f YEE

1 32 2 59

2kg Ray 44 1 2 4 2ns 1 aty y

a

g coscas y ay seu Gt y 1 Y

a

Eiiiiii
h y sente cosse e 1 rs

a III
i sensifFE

a EEEE 4

451
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aiiiii
J seus se cosy y y sem a base o

a aiiii
K 1 g seila b 7 EFE

aiiiiiii

C secy x secy tony y tank y secie

a siiiim

452
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Exerćıcio 3. Se g(x) + x sen g(x) = x2, encontre g′(0).
Fazendo não na expressão vemos que

glos o

Derivando implicitamente vem

g a sengen xcosglnt.gl 22

Fazendo não

gllo O
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Exerćıcio 4. Use derivação impĺıcita para encontrar uma equação da reta tangente

à curva no ponto dado:

(a) y sen 2x = x cos 2y, (π/2, π/4) (b) x2 + xy + y2 = 3, (1,1)
(c) x2 − xy − y2 = 1, (2,1) (d) x2 + y2 = (2x2 + 2y2 − x)2, (0,1/2)
(e) x2/3 + y2/3 = 4, (−3√3,1) (f) 2(x2 + y2)2 = 25(x2 − y2), (3,1)

ylsenzktzycoszx coszy zrsehzy.nl

a EEEE
Em E E temos

D EIEI
logo a reta tangente é

D Ife E E

b 2m y ay zyy o

se EFF
Em 1,1

y 1

Logo a reta tangente é

3 X 1 1 2 2
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C 2k y Ry 2g y O

e III
Em 2,11
b

Logo a reta tangente é

3 4 2 2 1

d 2x 299

2 2 4 292 x 42 Ayy 1

Substituindo direto na equação para

o ponto o V21 obtemos

31 4 241 1

y 1

Logo a reta tangente é

y x

e b o

Em C 353 1 3 1 obtemos

456
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3 y o

n

Logo a reta tangente é

4 x 353 1 a 4

f 4 2494 21 2951 25 2 2991

Em 3,11 temos

4 to 6 24
3 24

24 841 15 109

y

Logo a reta tangente é

4 12 R 3 1 22 E
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Exerćıcio 5. A equação x senxy + 2x2 = 0 define y implicitamente como uma

função de x. Admitindo que a derivada y′ exite, mostre que ela satisfaz a equação

y′x2 cosxy + xy cosxy + senxy + 4x = 0.

Derivando implicitamente temos

senry zelosa y y se y da o

y n cosky my cos my seu ns 4h

458

Licensed to Marco Antônio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br



Exerćıcio 6. Encontre y′′ por derivação impĺıcita.

(a) x2 + 4y2 = 4 (b) sen y + cosx = 1 (c) xy + ey = e

a Derivando implicitamente temos

2 8441 0 I

Derivando outra vez vem

2 83.615 835 O

IED LIED
Note que da equação E temos

y

Logo

1 É
b cosy y sente o

Y Eff
sente secy

4 cosa secy sense secy tang z

secy fosse sensitany secy

459
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c y my e y o

4 27

fartejificI
T.EE f

460

Licensed to Marco Antônio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br



Exerćıcio 7. Encontre uma equação da reta tangente às seguintes curvas no ponto(x0, y0):
(a)

x2

a2
+ y2

b2
= 1 (elipse) (b)

x2

a2
− y2

b2
= 1 (hipérbole)

a Derivando implicitamente temos

22222 2
1

0 D Faz
Logo a tangente em 126,40 y.to

é
3 90 Eae x 2o

aly yo 54k Ro 0

que abarca também o caso yo
o

b Derivando implicitamente temos

2 2 0 a Faz
Logo a tangente em 2 4 y.to

é
3 90 Iae x 2o

aly yo 54 21 0

que abarca também o caso yo
o
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Exerćıcio 8. Mostre que a soma das coordenadas das interseções com os eixos x e

y de qualquer reta tangente à curva
√
x +√

y = √
c é igual a c.

Derivando implicitamente temos

Eat Fg O D FE
A reta tangente em a D é

4 EI a 4

Tre y_yo E X Ro o

válida também para 2 o em 10 0

A interseção com o eixo se diz que

To 4 40 5020
Troy VER Vo Yo

D Boko 4

A interseção com o eixo y diz que

Fogo Jo x Ro

SOX Sono 52 Yo
x No VK.JO

Assim

Xty No ZAO NOT Yo
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Frota E c

Nas nossas contas supusemos no o

e boto Quando um deles é zero

por exemplo no 0 temos Se Vc

yo a e a tangente é

Fox o 2 0

que é o próprio eixo 9 Assim a

pergunta do enunciado deve se

restringira Rodoeesstt inin
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Exerćıcio 9. Usando derivação impĺıcita, mostre que qualquer reta tangente em

um ponto P a um ćırculo com centro O é perpendicular ao raio OP .

Considere o círculo representado

por ya ya r

Assim O 0,0 Derivando temos

22 2491 0

3 9 0

A equação da tangente em PCxo Yo é

3 2 2 10 90

Por outro lado a reta tem

equação

9 0

2 1 0

9 7 se

Como
E 5

vemos que

as retas são perpendiculares
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Exerćıcio 10. Encontre a derivada da função e simplifique quando posśıvel:

(a) y = arctan
√
x (b) y = arcsen(2x + 1) (c) f(x) = xarcsec(x3)

(d) y = arctan(x −√
1 + x2) (e) h(t) = arccot(t) + arccot

1

t
(f) g(x) = arccos

√
x

(g) y = arccos(b + a cosx

a + b cosx
) (h) y = arctan

√
1 − x

1 + x
(i) y = arccos(arcsen t)

a g feita
b y Fap
a ficar arosenn't Irã
d y I

FI
1 a E

EE iE i

EiiFE
465
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EFFIE Em
e cota t

cosse Eu n 1

a já II TE arott

Logo

Hal TE É Ty
o

f Jim É Era

Eniiiiiiiem

T.EEFEE E
asiniiiiE
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asüEição
úteis

a a Feito.it aiiiE
EviE EF
ji

1i y FE
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Exerćıcio 1. Derive:

(a) f(x) = x logx − x (b) f(x) = sen(logx) (c) 5
√
logx

(d) f(x) = log10(1 + cosx) (e) F (t) = (log t)2 sen t (f) y = log(cossecx − cotx)
(g) g(t) = √

1 + log t (h) y = logx

1 + logx
(i) y = log ∣ secx∣

(j) y = log(log(logx)) (k) y = log(x + logx) (l) f(z) = log

√
a2 − z2

a2 + z2

a flui logre 1 1 logre 2

b flat cospeg1
C y f legal

d sim ELE
C FICA zeogt.se logt cost

cosiçEIII
Cosseck

g gitt FÉ
h a legifE 1

D foi
468
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I y μg
secretanx sinal seca tanse

J 9 jajá já
te

C y afegã

C f a f fog at E legatz
JA EE

Ei Ei
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Exerćıcio 2. Use a derivação logaritmica para encontrar a derivada da função:

(a) y = (2x + 1)5(x4 − 3)6 (b) y = √
x − 1

x4 + 1
(c) y = xx (d) y = (cosx)x

(e) y = xsenx (f) y = (senx)logx (g) y = (√x)x (h) y = (tanx)1/x
(i) y = √

xex
2−x(x + 1)2/3

a

logy Gets by kan 66g n 3

entrei

Hj Eggs de legk is by D

H EF
HEH EI EI

C

Elegy EH lega logre 1

y Cgu x
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d

Elegy 4,2 legasse
loglosa III
y gr talz cosa

e

5 felogy fe sense logre

cosa bye Serf
3 fosse byre Serf sim

f
felegy logre ley

sean

legsense Fe.ge
3 logsense

cotx log
sendo

8 fe logo Ele agre
Agr y Agr E É
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h bys de
tan

teatana se
D fatana s.ec tanr

i logs

Ee loga E e Ilegais
2 1

3

y Fe
2 1 se é rt 15
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Exerćıcio 3. Calcule y′:

(a) y = log(x2 + y2) (b) xy = yx

a
y loglntye

e 22 42

Derivando
g

os dois lados da equação

em relação a 3 considerando y gael

vem

y e 2kt 29 y

y zy e 2x

y jie
b x y y logre regy

y'legrette logo G 3

vi G loga fa 6g

9
4

pego
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Exerćıcio 4. Encontre:

(a) senh0 (b) cosh0 (c) tanh0 (d) cosh(log 5) (e) senh(log 4)
(f) ar senh1 (g) ar cosh 1

a senho o

b cosh 0 1

a tanho o

d cosh legs CEE
85

II
e senh ega

f senhy Ç e

e zre 1 0

e VI

g arsenha log 2 541

arsenh 1 log 1 52
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g coshy x If a

FE e

es 2x e 1

e VAI

y log E 1

Como se Fi fa temos

D bg x E 1

Escolhemos 470 Dai

aroshr bg rt V7

arcosh 1 log 1
O
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Exerćıcio 5. Mostre que coshx é par e senhx é ı́mpar.

coshtal IE EEE ashe

coshr é par

senht a EE E senha

senha é ímpar
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Exerćıcio 6. Mostre as seguintes identidades:

(a) coth2 x − 1 = cossech2 x (b) tanh(x + y) = tanhx + tanh y

1 + tanhx tanh y

(c) senh2x = 2 senhx coshx (d) cosh 2x = cosh2 x + senh2 x

(e) tanh(logx) = x2 − 1

x2 + 1
(f) (coshx + senhx)α = coshαx + senhαy (∀α ∈ R)

a cotlin 1 chinaz.EE
gHe cossech'x

b tanhcntst fE
EE.in i

C senh 22 seu h x n

senha cosha senha co she

2 senha coshe
477
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d coshar cosh Tre

coshn cosha senhor senhor

costa senhã

e tanhlegal EEEE

f Temos

cosha senha EEEE er

fosha senha e

Usando a mesma identidade com ar

no lugar de 3
vemos que

cosh de senhor e

shut senha I coshar senhor

para todo E IR
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Exerćıcio 7. Mostre que

senha + senh b = 2 senh(a + b

2
) cosh(a − b

2
)

a aja EI b af af
senha senh a 9

senhfat cosh az senhfa f oshes
Além disso

senhb senh atf_aie
senh at cosh E senhfa f oshes

Logo

senha senhb 2 senh atf cosh af
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Exerćıcio 8. Encontre os seguintes limites:

(a) lim
x→∞ tanhx (b) lim

x→∞
senhx

ex

a

fio tanta sina.EE

E.EE 1

b
qq.sn Gm.EE
Gio 1 é
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Exerćıcio 9. Derive e simplifique:

(a) f(x) = ex coshx (b) f(x) = senh2 x (c) f(x) = log(coshx)
(d) f(x) = sechx(1 + log sechx) (e) f(t) = 1 + senh t

1 − senh t
(f) y = senh(coshx)

(g) y = xar tanhx + log
√
1 − x2 (h) y = ar sech(e−x)

a fin CEL fim e

b jiu esenhrecoshie senhla

a flui SETE tenha

d f a sechutanha 1 log sechn

seu.EE
uhd

sechu.tanhe 2 bysechr

C titi IE.IE
sht 1tsekt

i T
f y cosh Asha senha

g tanhar FEI se
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e 1 xerox

G a é 1

artanh se a log 4
Então se

y xartanhse log E

temos
4 by 1 1 E bgl e

bgl a ley
1 a

XII by
Ha 1 bg 1 a

Como
teogt logt 1

temos

9 log ha bg 1
4 1

bg Ihe antanhe
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h sechu x

Em se cosher te

arsenha u arcosh te

bg JET
Assim
y arsech E by 1

a
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Exerćıcio 10. Demonstre as seguintes identidades:

(a)
d

dx

4

√
1 + tanhx

1 − tanhx
= ex/2

2

(b)
d

dx
arctan(tanhx) = sech 2x

é

Tiie e e

Logo

ÉTETE Ee E

b
avatar tenha III

IIII.io
sechae
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Exerćıcio 1. Se V for o volume de um cubo com aresta de comprimento x e, à

medida que o tempo passa, o cubo se expandir, encontre dV /dt em termos de dx/dt.
V14 23

Pela regra da cadeia

Ee Ee
32 47
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Exerćıcio 2. Suponha que petróleo vaze por uma ruptura e espalhe-se em um

padrão circular. Se o raio do petróleo derramado crescer a uma taxa constante de 1

m/s, quão rápido a área do vazamento está crescendo quando o raio é igual a 30 m?

Em função do raio r a área do

vçç azamentoé

A Cr Tira

Temos que d 1 Logo

4 ftp.d 2tr f
2tr

Quando n 30 o vazamento

cresce a uma taxa de

dff 601T mts
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Exerćıcio 3. O comprimento de um retângulo está aumentando a uma taxa de 8

cm/s e sua largura está aumentando numa taxa de 3 cm/s. Quando o comprimento

for 20 cm e a largura for 10 cm, quão rápido a área do retângulo está aumentando?

Temos
e dá 8 47 3

e

A área é

A c e

Logo

47 37 374
C 8 c 3

Quando C lo e c 20 a área estará

crescendo a uma taxa de

d 80 60 140 Cmys
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Exerćıcio 4. Um tanque ciĺındrico com raio 5 m está sendo enchido com água a

uma taxa de 3 m3/min. Quão rápido a altura da água está aumentando?

O volume de água é

f Ark 251h
n A vazão é

μ E 3

Logo

Eu.ie
3 25,1 d df Fpm min

μ
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Exerćıcio 5. Se y = √
x + 1, onde x e y são funções de t, encontre dy/dt quando

x = 4 sabendo que dx/dt = 3.

Derivando
y Fts

dos dois lados em rela at vem

FEET 4
FEET

Fazendo x 4 dá 3 vem
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Exerćıcio 6. Um avião voa horizontalmente a uma altitude de 2 km, a 800 km/h,

e passa diretamente sobre uma estação de radar. Encontre a taxa segundo a qual a

distância entre o avião e a estação aumenta quando ele está a 3 km além da estação.

800km h
A distância horizon

2km tal h e a distância
s total s satisfazem

g h 14

5 1447
A velocidade do avião corresponde a

800
7

Assim

E E E Ei
Quando 4 3 temos

If VE
800 29 2 665km h
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Exerćıcio 7. Um holofote sobre o solo ilumina uma parede a 12 m de distância. Se

um homem de 2 m de altura anda do holofote em direção à parede a uma velocidade

de 1,6 m/s, quão rápido o comprimento de sua sombra diminui sobre a parede quando

ele está a 4 m dela?

Seja s o tamanho

da sombra ts
Ef s a distância do

homem à paredeFÊ
temos que

GF 1,6

Por semelhança de triângulos

SE 12s la rs

12 DS ler S EE
Temos

124 1,1 1 46

E
Se r 4

à 166141s 141 3,6 mis

fy
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Exerćıcio 8. Um homem começa a andar para o norte a 1,2 m/s a partir de um

ponto P . Cinco minutos depois uma mulher começa a andar para o sul a 1,6 m/s de

um ponto 200 m a leste de P . A que taxa as pessoas estão se distanciando 15 min

após a mulher começar a andar?

Quando a mulher começaH 0,4
a andar o homem Já

S preço está em 4 1,25 60 360m

A partir dai após tpiao
m minutos

M
209m

h t 360 72 t

mA 96 t

já que se mts 602 m min

Temos
5 Ch m 200a

scti JChitmttd4ii 2

E fi.fifi.ffi.f
iiiii.it

Substituindo te 15 segue que

E j í 167,64min
2,8ms
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Exerćıcio 9. O ponteiro dos minutos de um relógio mede 8 mm, enquanto o das

horas tem 4 mm de comprimento. Quão rápido está variando a distância entre a

ponta dos ponteiros à 1 hora?

O ângulo 0m do
81ms

ponteiro dos minutos
com a vertical noÚtson
sentido horário é

dado por
On 21T t

onde t é o tempo
em horas

Já o ponteiro das horas forma um

ângulo Ou com a vertical dado por

Ou II t I t
Assim as posições M e H dos

ponteiros dos minutos e das horas

ao tempo t Cem horas é

M 8 enom coson

H A seno H COSON

A distância s entre eles é

5 4 Fenomsenoitosommm osoámm
493
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4 4 fsehom senoi GSOM H
415 4 sOwswsm
4J5 Tt ID

415 165456565
Dai

F aiiijii
Quando t L temos

i.it
Note que 11 21T

sem E se

aos F cast LOSE E
Assim em ti If JEFF
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Exerćıcio 10. Encontre a linearização (aproximação linear) no ponto x = a das

seguintes funções:

(a) f(x) = x3 − x2 + 3, a = −2 (b) f(x) = √
x, a = 4 (c) f(x) = 2x, a = 0

9 fla 322 22

Aproximação linear

y f a 2 a f a

y 16 2 2 9 162 23

b fla EE
Aproximação linear

y f a 2 a f a

y f X 4 2 Ir 1

C fln leg2 2a

Aproximação linear

y f a 2 a f a

y relega 1
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Exerćıcio 11. Encontre a diferencial das seguintes funções:

(a) y = xe−4x (b) y = 1 + 2u

1 + 3u
(c) y = tan

√
t

(d) y = log(sen θ) (e) y = θ2 sen 2θ (f) y = ex

1 − ex

a dy 3 x de

1 42 é da

b dg 24
21 1 1 da

Jaja de

C dy If secie dt

d de Engdo
e dy o senso 20 520 do

f de e

EE.EE
de

FE
496
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Exerćıcio 12. Encontre a diferencial dy e avalie dy para os valores dados de x e

dx:

(a) y = cosπx, x = 1

3
, dx = 0,02 (b) y = √

3 + x2, x = 1, dx = −0,1

a dy A sentir dre

Para se dr 0,02 temos

dy isen I 0,02
T Ee f FE

b dye fede
Para se 1 da 0,1 temos

dy C 91 0,05
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Exerćıcio 13. Use uma aproximação linear (ou diferencial) para estimar o número

dado:

(a) 1,9994 (b)
3
√
1001 (c) e0,1 (d)

1

4,002
(e)

√
100,5 (f) cos 29○

a 1,9994 2 0,001

Considere y 24
Aproxima linear em X a

4 443 x a at

da'da at

y 4 8 0 001 16

0,032 16

15,958

b E YI
yen dy s.de

Daí

E
3 2

10 10,00333

C e

y e dy e de

Daí

e e 0,1 1 1,1
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d Foz
y dy de

Daí

2 f 0,249875

e VIE
y Te dy fede

Daí

Tags 10 10,025

f cos 29o os f 7
g os f

tradianos

dy Io sentço de
Dai

Los 29o IEsen30o
6530o

E Ia Ez 9008726
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Exerćıcio 14. A aresta de um cubo tem 30 cm, com um posśıvel erro de medida

de 0,1 cm. Use diferenciais para estimar o erro máximo posśıvel, o erro relativo e o

erro percentual no cálculo do volume do cubo e da sua área de superf́ıcie.

Se é a medida de aresta então

Vex A 622

dr saída da 122 de

Com 2 30 de 0,1 temos que

Erro máximo possível

du 270 da 36

Erro relativo

Efde 0,01 dã Yada 90066
Erro percentual

1 df 0,666
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Exerćıcio 15. Use diferenciais para estimar a quantidade de tinta necessária para

aplicar uma camada de 0,05 cm de tinta a um domo hemisférico com diâmetro de 50

m.

O volume do domo é

firs
A tinta necessária é de

aproximadA tinta necessárian amente
dr 4TH dr

onde dr é a espessura
da camada de

tinta
Temos para 2500 cm e dregos

dV 41725 04 2
1.250.0001T cm

3.926 litros de tinta
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Exerćıcio 16. Quando o sangue flui ao longo de um vaso sangúıneo, o fluxo é

proporcional à quarta potência do raio R do vaso:

F = kR4

Uma artéria parcialmente obstrúıda pode ser alargada por uma operação chamada

angioplastia, na qual um cateter-balão é inflado dentro da artéria a fim de aumentá-la

e restaurar o fluxo normal do sangue.

Mostre que uma variação relativa em F é de cerca de quatro vezes a variação

relativa em R. Como um aumento de 5% no raio afeta o fluxo do sangue?

4km dr

df 4fjfdr td.IR
Se dê 0,05 então dff 4 0,05 0,2

Ou seja um aumento de 5 no

raio afeta em 20 o fluxo do

sangue
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Exerćıcio 17. Mostre que se duas retas de inclinações m1 e m2 se intersectam em

um ângulo α, então

tanα = m2 −m1

1 +m1m2

.

y ya mise b

ha y Max ba

Se ha forma um ângulo os

com a horizontal e na forma um

ângulo 02 temos

02 01

Dai

tanx tanta a 49IE

ieiíiiiiiiim
mimimi

pois m tano ma tan Oa
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Exerćıcio 18. O ângulo de interseção entre duas curvas é definido como o ângulo

formado pelas tangentes às curvas no ponto de interseção. Usando o exerćıcio ante-

rior, determine o ângulo entre o seguinte par de curvas em cada ponto de interseção:

x2 − y2 = 3 e x2 − 4x + y2 + 3 = 0

As curvas são

Cs 32 22 3 e Ca z 4 22 3

Interseção
22 3 4 22 3

2 2 42 0

22 X 2 O 2 0 ou se 2

Porém No 5 3 logo não é

soh Por outro lado

2 2 y 1 9 11

Assim as intersecpes são

2 1 e 2 1

As tangentes temas seguintes inclinares

Em Cs

D VI Staff
Em Ca

5 InE sina.IE 2F
504
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Portanto os ângulos de interseção
α Satisfazem pelo exercício anterior

t.EEE
Em 2,1

tan α 2 arctan 2

Em 2 1

tan 2 arctan C 2

arctan 2
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Exerćıcio 1. Seja f(x) = 1 − x2/3. Mostre que f(1) = f(−1) = 0, mas que f ′(x)
nunca se anula no intervalo [−1,1]. Explique como isso é posśıvel em face do Teorema

de Rolle.

Temos f 1 fa o Porém f não é

derivável em 2 0

EE EEEE a

Gina sina.at o

Nos demais pontos

flui zé o sexo

Logo f não se anula em E 1 Isso

não contradiz o teorema de Rola pois

não é derivável em todo o

inte
erivávelerivá
rvaloC 1 1
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Exerćıcio 2. Seja f(x) = (x − 3)-2. Mostre que não existe um valor c em (1, 4) tal que 
f(4)−f(1) = f ′(c)(4−1). Por que isso não contradiz o Teorema do Valor Médio?

Ha 35

Temos f a 1 f 1

HEI
Se a s temos

fim fã
e o se v73

Para 12 23

flui Tgs Ei
Assim como f não é derivável em

2 3 não existe CE 1,4 tal que

fica HEI
Isso não contradiz o TVM pois

f não é derivável em todo o intervalo

1,4
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Exerćıcio 3. Mostre que o teorema do valor médio pode ser escrito na forma

f(x + h) = f(x) + hf ′(x + θh), onde θ ∈ (0,1)
O TVM diz que existe C entre

xquequeeee xth
existxi

tal que

fluth fa hfica

Ocorre que

g
0 1 IR
o kt oh

percorre todos os pontos entre se e

Xth Dai existe um OE Ca 1 tal

que glo C Logo

flath fa hf oh
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Exerćıcio 4. Mostre que a equação tem exatamente uma raiz real:

(a) 2x + cosx = 0 (b) x3 + ex = 0

a flat 22T cosse

flw 2 sense o se GIR

se é estritamente crescente

Como

f 1 24 OS C 1 120

e
f s 2 6s a 120

Segue do Teorema do Valor Intermediário

que existe um Roe C 1 1 tal que

X 0 Esse se é único pois f é

estritamente crescente

b goes
site

gim 3 4 e o e EIR

g é estritamente crescente

Como

g a 1 e e a

e

g o 1 0

Segue do Teorema do Valor Intermediário509
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que existe um Roe C 1,0 tal que

g X 0 Esse se é único pois g é

estritamente crescente

510
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Exerćıcio 5. Seja f um polinômio. Um número α diz-se um zero de multiplicidade

m se f(x) = (x − α)mg(x), com g(α) ≠ 0.

(a) Se f tem r zeros no intervalo [a, b], prove que f ′ tem pelo menos r − 1 zeros

e que, em geral, a derivada de ordem k, f (k), tem pelo menos r − k zeros em[a, b]. (Cada zero é contado tantas vezes quantas as unidades do seu grau de

multiplicidade).

(b) Se a derivada de ordem k, f (k), tem exatamente r zeros em [a, b], o que se pode

concluir relativamente ao número de zeros de f em [a, b]?
a Se α é zero com multiplicidade
m 1 então

tem e xingens

Jin in amigas G amgicas

me 4m gente d ginDaí como

gear
d 2 gicas geo

o

segue α é um zero de

multqueque ααiplicidadeé umum zeroz de

uull dpp ii
Suponha que ep sejam zeros de

f Pelo Teorema do Valor Médio

existe re α β tal que

0 7 11 748

Ou seja se em Tab α e de_ e de são os

Zeros de f cada um com multiplici
511
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dade ma ma me respectivamente

temos
h mat mat me

Pelo que vimos ai é um zero de

J com multiplicidade mi 1 se der

Zero di não é raiz de f Além

disss entre ti e dita existe outra

raiz de J Logo são ao menos

É mi 1 e 1 r ere s t s

zeros de ft em 9,5

A repetição dessa ideia para as

demais derivadas nos permite concluir

que f possui ao menos f k zeros

em a b

b Não podemos concluir nada Por exemplo

fez 24 1 não tem zeros reais

embora fiz 22 tenha um zero

512
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Exerćıcio 6. Mostre que um polinômio de grau n tem, no máximo, n ráızes reais.

Faremos induco sobre o grau n do

polin
mos

ô
o

mio
gra

_Seooll feznnôômimioo teSS tamenteee
uma raiz 2 2
Suponha que qualquer polinômio de

grau n tenha no máximo h raízes
reais Seja p um polinômio de grau

Se p tivesse mais que nas raízes

pelo exercício 5 p teria ao menos

nth raízes absurdo contra a

hipabsósurdur tesedoo contra
de inhiphip jáóótt queeses oee grau

de

P é n

Assim a conclusão é que p tem
no máximo nti raízes reais completando
a indução

513
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Exerćıcio 7. Utilize o Teorema do Valor Médio para concluir as seguintes desi-

gualdades:

(a) ∣ senx − sen y∣ ⩽ ∣x − y∣
(b) nyn−1(x − y) ⩽ xn − yn ⩽ nxn−1(x − y) se 0 < y ⩽ x e n ∈ N.
a sente seny Costa x y

para 7 entre key pelo TVM Logo
Isense seus e Ir 91

b Seja flui u Como flui huh

segue do TVM que se oeyer

2h y hz a y com yez ex

Como f é crescente segue que

hythe g a y e na x y

514
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Exerćıcio 8. Demonstre que

arcsen
x − 1

x + 1
= 2arctan

√
x − π

2

fui Zarctante aresen EI
Temos

sim mãie

E É E
EE

Logo f é constante Daí

f x flo arcsen C 1

515
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Exerćıcio 9. Um número real a é chamado de ponto fixo de uma função f se

f(a) = a. Demonstre que se f ′(x) ≠ 1 para todo x ∈ R, então f tem no máximo um

ponto fixo.

Suponha que houvesse xey pontos

fixos Então pelo TVM existe ZELBY

tal que

2 y a fly fiz x 9

Como se y segue que fica 1

contradição
segue queq ca

icoconntt adadii oãoão um

ponto fixo

516
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Exerćıcio 10. Se f é cont́ınua em [a−ε, a+ε], possui derivada em (a−ε, a)∪(a, a+ε)
e lim

x→a
f ′(x) = L, mostre que f ′(a) existe e é igual a L.

Temos que se aerrate

ftp.t fiz para algum z arzer

Assim quando se at temos que

at Dai

sina.EEIEE Emaf E L

Analogamente mostramos que

sina.tn I L

Logo

ficar Fiat L

517
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Exerćıcio 11. Seja f(x) definida e derivável sobre toda a reta real. Mostre que se

f(0) = 0 e ∣f ′(x)∣ ⩽ ∣f(x)∣ para todo x ∈ R, então f(x) = 0 para todo x ∈ R.
Seja M maxlfhell.se teles segue

do

1 151
de TVM que

f x flat fo af ci

para algum as tal que o elcilelal

final kt flail
Novamente pelo TVM segue que

f Cs flcil fo C J C

Para algum ca tal que o elalela

Isca.IE allfccasl

Itens Irei fica

Prosseguindo dessa maneira vemos que

para toda NEIN existe cu oelculelal

tal que

Ifes 1 1 Ifccall lei Mpf o

Daí fa O X E E 1 1

518
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Suponha como hipótese indutiva que

tenhamos mostrado que para algum HEIN

fio em 0 h

Seja RE h 4 1 Pela TV M existe cg

hecssk tal que

fa fa fon K h J Cs

Html lx nl.lt ca

Analogamente existe ca necrecs tal que

fica Eles n flail

Ifes lx ni.lt

caslSeM
lx

YEmltmlssllSeSe ntãoMM
Itto Ix h M K EIN

Como 12 h e 1 fazendo Rao vem que

Itch o 1 0 em o n 1

Assim por indução provamos que

519
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feo em O a

A demonstração de que feo em C 90 é

inteiramente análoga

520
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Exerćıcio 12. Calcule

lim
x→∞

(x + 2)1/x − x1/x(x + 3)1/x − x1/x

Seja
fca Lxta

ficar te mate
Pelo TVM segue que existe c Ele a tal que

f a flo fica a

Enfeia
Repetindo a ideia para b no lugar de

9 segue que existe de o b tal que

c E
g 1 47

TEM

Temos que

521
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a Eiji

Portanto

A F 1

Logo

522
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Exerćıcio 1. Explique a diferença entre mı́nimo local e mı́nimo absoluto.

Mínimo local m

faz f m X E I onde I é

um intervalo aberto contendo m

Mínimo absoluto in

fim fCin de Demf

523
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Exerćıcio 2. Encontre os pontos cŕıticos da função

(a) f(x) = 5x2 + 4x (b) f(x) = 2x3 − 3x2 − 36x (c) f(x) = ∣3x − 4∣
(d) g(x) = x − 1

x2 − x + 1
(e) f(θ) = 2 cos θ + sen2 θ (f) h(t) = 3t − arcsen t

(g) f(x) = logx

x2
(h) f(x) = x2e−3x (i) g(θ) = 4θ − tan θ

a f a lose 4 0 a

b fim 612 62 6 6 22 1 0

se a 1EI
C flat 3 se 2 4 3

3 se 22413
Definimos ponto crítico como aqueles
onde f a 0 Alguns autoresconsidAlgunsAlgunsess ramque pontosconscons dididee nãoamam existe a

derivada são pontos críticos também
Neste casg teriamos x 4 3

d gim 4
EEI.IM

i

TE ii iii
se X o ou 2 2

C flor seno 2seno caso o se

524
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seno caso Seho

Podemos ter seno o o KIT KEL

Se seno o caso 1 é seu
0 2KIT KEL

Assim os pontos críticos são da
forma KM onde KEZ

f h tt 3 Ee o se 1 f

tá 2,1
g fins 2

2249 1 2 8 0

se logre x se

h f a 2 322 é o se

X 0 ou K

I gloss 4 secto o se

caso caso

O KIT KEZ

KIT KEZ

525
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Exerćıcio 3. Encontre os valores máximo e mı́nimo absolutos no intervalo dado:

(a) f(x) = 3x2 − 12x + 5, [0,3] (b) f(x) = x3 − 3x + 1, [0,3]
(c) f(t) = (t2 − 4)3, [−2,3] (d) f(x) = x + 1

x
, [0,2; 4]

(e) f(t) = t − 3
√
t, [−1,4] (f) f(t) = 2 cos t + sen 2t, [0, π/2]

(g) f(x) = x−2 logx, [1/2,4] (h) f(x) = x − 2arctanx, [0,4]
A fly 6 12 0 2 2

flok 5 f 2 7 f 3 4

Mínimo 2 7 máximo se O

b flat 322 3 0 2 11

J o 1 f 1 3 f 1 1 f 3 19

mínimo x 1 máximo 19

e JA 6642 4 se t o en 12

f 21 0 f o 64 f 2 0 f 3 125

mínimo no máximo se 3

d JU I o se a 12

f 0,2 512 f 1 2 f 4 4,25
mínimo 2 2 máximo 2 0,2

e ftp.t E ftp
oset f

4 0 1 4 34 f 43 7g
f 4 4 V7
mínimo t Jg máximo 7 4

526
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f flw sent 20527

sent 2454 seu't

sent 2 4senet o

se 2 sent sent l o

sente 17s 1 eu

EI
f a 2 JING 3 f TR O

mínimo se máximo R 176

8 flui alegre n x 1 alegre

se n e em V34

legf f e 4 Ga
mínimo se máximo a Se

a Zaratena 10,9
h flui 1

EE se a a

01 0 1 1 E f a 4 zaratan

mínimo se 1 máximo 2 4

527
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Exerćıcio 4. Encontre os intervalos nos quais f é crescente ou decrescente, seus

valores de máximo e mı́nimo locais e seus intervalos de concavidade e pontos de

inflexão:

(a) f(x) = x3 − 3x2 − 9x + 4 (b) f(x) = x2

x2 + 3

(c) f(x) = senx + cosx, 0 ⩽ x ⩽ 2π (d) f(x) = cos2 x − 2 senx, 0 ⩽ x ⩽ 2π

(e) f(x) = e2x + e−x (f) f(x) = x2 logx

a fire 3m 6 9 3 22 2 3 3 2 311 1

pontos críticos 2 1 e 2 3

f o em C o 1 UCS.to t crescente

fleo em 1,3 f decrescente

f A 61 6 66 1

f o em 1 to t convexa

f eo em 1 o 1 f Côncava
2 1 é ponto de inflexão
2 1 é máxima local
X 3 é mínimo leal

b flat WIFI 1
3

fim fiz
o sexo

fico se reo f decrescente

f o se 2 0 f crescente
a

64322,21min
528
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IYFE.IE j
f'ko em o 1 UCI to f côncava

f o em 1 1 Cf convexa
na 1 e 1 1 são pontos de inflexão
2 0 é máximo local

C fila casa_sente o se tho

2 7

fico em I II f decrescente t

f o em E UCI A f crescente

f N sente cosse o se

sense cosse
E f eo em I F f convexa

fico em
E U E A Ganji

2 7 é máximo local

é mínima local

3 e 7 são pontos de inflexão

E

529
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d fa Costa 2sense

fly icose sente 2 cosse

2 cosse sense 1 o se

MEET
j ao se fere f crescente

f o se re o E ULI 2H f decrescente

f a 2sense Sena 1 265k
2 senta 2senn 2 2 sente

2 seu n sente 1 o se

sente 1 eu ft
I 176

N If If I
f do se RECE F tonvexa

ju I
f e se re OE U SI 21T fôncava

XI e X são pontos de inflexão mas

não é

a é mínimo local

a SE é
máximo local

1ft

530
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e flui ent e
e

flui 20a é o se 2 é e
se

e 3x lega joga
feo se re flage f decrescente

f o se a Ibge f crescente

1 a 4ete o MEIR
é convexa MEIR

a Ilega é mínimo local

Não há pontos de inflexão

f fica alegre se se

loga a é
fico se o ex e f decrescente
f o se se e Cf crescente

é é mínimo local

f 4 2 loga 3 o se a é

t eo se re é J Côncava

f Do se 27 e f convexa

X e 312 é ponto de inflexão

531
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Exerćıcio 5. Encontre os pontos cŕıticos de f(x) = x4(x − 1)3 e determine se são

extremos locais e de que tipo.

a 4m X D 3 42 112

NCR 17412 1 32

XIX 1747 1

pontos críticos
2 0 1

Sinais de f

i.ie iEee eoenelAiinn decrescente

IARREI I
crescente

ser crescente

X o é máximo local
4 1 7 é mínimo local
2 1 não é extremo local

532
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Exerćıcio 6. Mostre que a curva y = (1 + x)/(1 + x2) tem 3 pontos de inflexão e

todos ficam sobre uma mesma reta.

1 2 1772

5 FE EFF
EFF

3 IEnjYFI
D

I 2m 2r

zjy.am
i

2 1 213 0

Se 23 3
2 32 1

Note que 2 1 é raiz Assim

X 1 divide 23 3 2 32 1

322 3 1 FILE
Fi se

FE
e

533
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Assim as de mais raízes de

23 322 32 1 são as raízes

de 22 4 1 ou seja

2 4112 2153

Como 23 3
2 3 1 tem 3

raízes distintas o polinômio
muda

de sinal quando se passa por cada

uma das raízes Portanto

2 2 53 2 53 e 1

são todos pontos de inflexão

Calculando ya para os pontos

de inflexão

seis EEEE

534
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FI
1

e

y 1 1

obtemos os seguintes pontos no

plano cartesiano

A 2 53 1

B 1,1

C 2 5 SE
Note que para que A B e c

sejam colineares basta que

exista um vetor me IR tal

que
B A Xu C B pu

onde α β E IR 1403

535
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Temos

B A 3 53 3

3 53 1

e

C 13 3 53 3

3 53 1 f
Assim vemos que A B e c

são o lineares

536
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Exerćıcio 7. Mostre que os pontos de inflexão da curva y = x senx estão sobre a

curva y2(x2 + 4) = 4x2.

y sente recoste

9 Cosse cose asense 2 cosa resente

Se se é ponto de inflexão então se

também é raiz de y note que nem

sempre vale
a recíproca Logo satisfaz

2 Cofre

y 205k

Dai

y 22 4 4 2

465 4 67 1 166th
16 coste cosseck cette o

Ponto os pontos de inflexão

estão na curva

4422 47 42
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Exerćıcio 8. Considere as funcões

f(x) = x4 sen
1

x
, g(x) = x4 (2 + sen

1

x
) , h(x) = x4 (−2 + sen

1

x
) .

Mostre que 0 é um ponto cŕıtico das 3 funções, mas suas derivadas mudam de sinal

infinitas vezes ao redor de x = 0. Mostre também que f não tem extremo local em

x = 0, ao passo que g tem um mı́nimo local e h tem um máximo local.

Para cada uma das 3 funções o

limite quando senso é o Dai

f o glo hlo o

Assim
110 fiz soso.eu o

Analogamente

91 o 4110 0

Portanto 2 0 é ponto crítico das

3 funções Temos para
270

fins Arisen recoste

6m

f x e o se a
2

HEIN

o se r af HEIN

Por outro lado
538
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gica 823 Jlx
4m 2 seu secos

se x fã então

gla É cos hit
o Chpan

o n impar

por fim

hla 8 3 fln

4m 2 seu 226s

se a fã então

4ᵗh a Estos ni
o Chan

o n impar

Agora perceba que f não tem extremo

local em são para todo NEIN

temos

Ésa Entha o Fait anti

539
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Por outro lado

glae 2a 2 sente rica 11 2 90

x o

Dai como glosão
2 0 é mínimo

de g
por fim

h x 2a 2T sente se't 241 2 70

x o

Dai como hlosão 2 0 é máximo

de h

540
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Exerćıcio 9. Um objeto de massa m é arrastado ao longo de um plano horizontal

por uma força agindo ao longo de uma corda atada ao objeto. Se a corda faz um

âgulo θ com o plano, então a intensidade da força é

F = μmg

μ sen θ + cos θ
,

onde μ é o coeficiente e atrito e θ ∈ [0, π/2]. Mostre que F é minimizada quando

tan θ = μ.

mãíiiii
se tano μ

Resta ver que esse é um ponto

de mínimo Note que

F EE
m tand

Logo como tano é crescente para

f o pequeno temos para o arctanp

μ tanto De oem tan 0 8

DE o 8 0 4 0 8

Assim pelo teste da 1a derivada

o arctante é mínimo

541
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Exerćıcio 10. Demonstre que a função

x101 + x51 + x + 1

não tem extremos locais.

y 6121 F 512 1 o X E IR

Logo y x não tem extremos locais por
causa do teorema de Fermat

542

Licensed to Marco Antônio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br



Exerćıcio 11. Uma janela normanda tem a forma de um retângulo tendo em cima

um semićırculo (o diâmetro é igual à largura do retângulo). Se o peŕımetro da janela

for 10 m, encontre as dimensões da janela que deixam passar a maior quantidade

posśıvel de luz.

Temos
10 a 2b

25 10 1 a

b b
5 5 1 a

a A luz que passa é

proporcional à area da
qq
janela Então

basta maximizar a área A

Acai a.btf.IT EI
5a I a2 Ia2
5a

I f a2

Alca 5 1 a o

a Fa
5 5 II FE 5 1 FE
5 4 7,4

543
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Como Aca é um polinômio qua drático

com coeficiente líder negativo seu ponto

crítico é um ponto de máximo

544
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Exerćıcio 12. Se lhe for oferecida uma fatia de uma pizza redonda e a fatia precisar

ter um peŕımetro de 60 cm, qual diâmetro da pizza vai recompensá-lo com a maior

fatia?

da
2 60 d

td
Temos 042

o

A área da fatia é

A 10 5 1,46 1 E
60 2de22 12 1 60

Esse é um polinômio
de gran

2 com

eficiente líder negativo
e raízes dão

e 2 60 Logo seu máximo é a média

das raízes ou seja a melhor fatia

ocorre quando
D 30 cm

td

545
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Exerćıcio 13. Uma companhia opera 16 poços e petróleo em uma área designada.

Cada bomba, em média, extrai 240 barris de petróleo por dia. A companhia pode

adicionar mais poços, mas cada poço adicional reduz a sáıda diária de cada um dos

poços em 8 barris. Quantos poços a companhia deveria adicionar para maximizar

seu lucro?

Seja y a extra média total diária

e se o número de poços adicionais

Temos
y a 16 x 240 82

8 X GIGI K 30

Imaginando que o lucro seja
máximo quando y for máxima isso

ocorre quando
n 3021 7

já que ya é um polinômio de

grau
com coeficiente líder negativo

Logo seu máximo ocorre
na média de

suas raízes

546

Licensed to Marco Antônio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br



Exerćıcio 14. Prove que, dentre todos os retângulos de mesma área, o quadrado

é o que tem o menor peŕımetro.

Seja A a área

y

se r

3

Ny A D Az
O perímetro é

per 24 91 2 E
Temos

pica 2 1 f
0

se RETA OBS 2 0

Como
picar 4 o sedo

segue que r VA é ponto de

mínimo Neste caso y Az JA 3

e temos um quadrado

547
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Exerćıcio 15. Dada uma esfera de raio R, determinar o raio r e a altura h do

cilindro circular reto de maior superf́ıcie lateral 2πrh que pode ser inscrito na esfera.

af

temos que
RE rat

h 41rem
4 2 VRE

A superfície
lateral sem

as tampas do cilindro é

S Scr 41in VRE

Temos

sim ATURI Fifa

4RFE.tt aiFEI
se r Ir
Este é um ponto de máximo pois

para d o pequeno

R2 21 8 os R2 2Pa 8

daí pelo teste da 1a derivada
548
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Rã é ponto de máximo

Logo te e 4 2 fraRIaa
RE

549
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Exerćıcio 16. Se a e b são os catetos de um triângulo retângulo cuja hipotenusa é

1, determinar o maior valor de 2a + b.

Temos
94 5 1 b Faz

Seja
flal 29th 2a Faz

Temos
tiara Finito

o se

à 1 a 592 4 a f
Como

dia EIFE
EEI Evo sea

Assim a fz gera um máximo

para t Logo seu maior valor

é

F jsETss f.es
Para termos certeza de que esse é

550
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o máximo de t em ocara resta

ver o comportamento nos extremos Temos

f a 1 f D 2

Logo 55 é de fato o maior valor de f

551
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Exerćıcio 17. Dados n números reais a1, a2, ..., an, prove que a soma
n∑

k=1
(x − ak)2

é mı́nima quando x é a média aritmética de a1, a2, ..., an.

Seja 5 1 12 art
S nã FÊEM É.ae

Esse é um polinômio quadrática
com

eficiente líder positivo Logo seu ponto
crítico é um ponto de mínimo

Sla 2h2 ZEEK 0

se a É ar a média aritmética

552
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Exerćıcio 18. Dentre todos os triângulos com dada área, mostre que o triângulo

equilátero é aquele com menor peŕımetro.

A bh

4 27
27 E Para cada escolha

de X E IR na

II E
b figura temos

um triângulo de

perímetro

per b JEAN JÉE

amriitriite
Note que plo o

Temos

picas 14214T

mx.FIIxx
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iiiii.ie

TEEN.EE nys

xe IR

Assim se é ponto de mínimo

Portanto o perímetro quando o

triângulo tem área A e base

assume seu valor mínimo

quando não eu seja quando ele

é isósceles Nesse caso o perímetro

é
p b b 21 57

5 2 ftp.F

554
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Vamos agora minimizar em b

pai 1 5 FEIFE
EFFIE_ T.fiff
1 jjj iEosejjjjjjbVb4

iEi
Tss bVbVbb

b b4 EAI AA 2 A b't b

GAB HA 24A b

3CA b GA
b JHAT b A

Como
pica Épiffff

Vemos que p muda de negativa para

positiva ao passar por b 2,5 Logo
este é um ponto de mínimo
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Repare gug para este valor de b

o lado a do triângulo
isósceles mede

a a

a f jTjfffjtfejfejTTj fb
JEE.FIIFF JriaF ETs
Assim temos na verdade um triângulo
equilátero como aquele que minimiza o

perímetro

4
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Exerćıcio 19. Prove que, se p > 1 e x > 0, xp − 1 ⩾ p(x − 1).

Seja f a XP 1 plae 1

Temos
jipe pretip p se 1

Se 2 1

Como
gyn plp 1 senso aso

X 1 é ponto de mínimo

Temos
a f 1 o no

XP 17 per i sedo se ps

557
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Exerćıcio 20. Prove que tanx ⩾ x se 0 ⩽ x < π/2.

Seja fim tanx se Temos

f x secar a o RE QI

Logo f é crescente em o E

Como flo o segue que

tanesse RETO E

558

Licensed to Marco Antônio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br



Exerćıcio 21. Prove que 1 > (senx)/x ⩾ 2/π se 0 < x ⩽ π/2.

Seja fui Serf
Temos

fim Rastejante
Se E fim 1

Se n É
Jim Este o

pelo exercício anterior

Logg f é decrescente em E

daí

1 47 se senso HE

559
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Exerćıcio 22. Prove as seguintes desigualdades:

(a) ex > 1

x + 1
se x > 0 (b) ex > 1 + log(1 + x) se x > 0.

(c) ex > 1 + (1 + x) log(1 + x) se x > 0.

a e é crescente e é decrescente se

2 0 Dai Como é 121 0
1

segue que
erre 17,1 270

b Seja for E 1 legista
Temos

there Fe o

para todo sedo pelo item a

Assim f é crescente Como flo o

segue que
e 1 legcha

2 0

C Seja glas e 1 1 2 bycita
Temos

gin E loglhe 1 0

para todo reto pelo item b

Assim g é crescente Como flo o

segue 7 Egan o 2 0
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Exerćıcio 23. Se f ′′(x) ⩾ 0, mostre que f (x + y

2
) ⩽ f(x) + f(y)

2
.

Suponha que xey Então

xerifes
Temos

tye 1 re

ta IFI tiete
E TELE

E Em HA

pelo Teorema do Valor Médio onde

xe xerife pay
Aplicando de neve o TVM vem

tmie 1 E

E FA fa E p 911070
onde derep

561
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Assim

1 re HEH

562
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Exerćıcio 24. Dada uma esfera de raio r, encontre a altura da pirâmide de menor

volume cuja base é um poĺıgono regular de n lados e cuja base e faces triangulares

são todas tangentes à esfera.

Vamos desenhar uma base quadrada mas a

ideia se aplica a qualquer polígonoregularqualquea
Seja h arr guguq ocuradaarar

h

4 7.9ÉÉIEI
p

2 9 27h2
22 7 92

cry 92 2 7142

Eiger g EE ha

BASE lados e lado

TITÃ
E tan

1 2 4

A ÁREA BASE h la

A nitan

É
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Assim o volume da pirâmide é

Jah Initan
V iftani.EE

Seja fui 27 Queremos minimizar f

Seja Famalogfia Alegre logke r

Flor EI
4

pery
2
2 4

9
0 se rever

Ponto crítico x Er

Sinal F

EEE Ei S a ar é minase

Hiei
h

564
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Exerćıcio 25. Suponha que uma bola de neve derreta de maneira que seu volume

decresce a uma taxa proporcional à área de sua superf́ıcie. Se levar três horas para

a bola de neve derreter para a metade de seu volume, quanto demorará para a bola

de neve derreter completamente?

Se VA é o volume e Alt a área

no tempo t o enunciado diz que

VAI K Alt

Temos que

f Irs A 417ha

Daí

Vlt dy.de 4tr r K 4m

r'H1 K reti to kt

Do enunciado temos que

U 3 f V10
68

3 já re 3k

K f E
A bala derrete completamente quando

ral 0 Assim 565
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te FEIA
FEI horas 14,5horas

é o tempo de derretimento
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Exerćıcio 1. Calcule os seguintes limites:

(a) lim
x→2

3x2 + 2x − 16

x2 − x − 2
(b) lim

x→3

x2 − 4x + 3

2x2 − 13x + 21
(c) lim

x→0

senhx − senx

x3

(d) lim
x→0

(2 − x)ex − x − 2

x3
(e) lim

x→0

log(cosax)
log(cos bx) (f) lim

x→0

x − senx(x senx)3/2
(g) lim

x→a+

√
x −√

a +√
x − a√

x2 − a2
(h) lim

x→1+

xx − x

1 − x + logx
(i) lim

x→0

arcsen2x − 2arcsenx

x3

(j) lim
x→1

∑n
k=1 xk − n

x − 1
(k) lim

x→π/2
(sen 4x)(sen 3x)

x sen 2x
(l) lim

x→0+
(log 1

x
)x

(m) lim
x→1−

logx log(1 − x) (n) lim
x→0+

x(xx−1) (o) lim
x→∞

ax

xb
, (a > 1)

(p) lim
x→∞

cosh(x + 1)
ex

(q) lim
x→0−

(1 − 2x)senx (r) lim
x→∞

sen(1/x)
arctan(1/x)

a Quando se 2 temos uma

indeterm
QuandoQ se

inaçãodddd tete pitrmrmiinn
Ei.IE EiEE

b Quando se 3 temos uma

indeterm
QuandoQ se

inaçãodddd tete pitrmrmiinn
EEEE c Em

a

C Quando se 0 temos uma

indeterm
QuandoQ se

inaçãodddd tete pitrmrmiinn
hisei Ei ask.ie

que é uma nova indeterminaco do
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Usando novamente L'Hopital

Ei ask.ie E.siie
entra indeterminava Usando entra

vez LHônitas vem

E saio Em.IE

d Quando se 0 temos uma

indeterm
QuandoQ se

inaçãodddd tete pitrmrmiinn
Eike Em.ie

que é uma nova indeterminaco 0 0

Usando novamente L'Hopital

Eike 4 75 7

e Quando se 0 temos uma

indeterm
QuandoQ se

inaçãodddd tete pitrmrmiinn

568
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sina.EE Ei

que é uma nova indeterminaco 0 0

Usando novamente L'Hopital

siiiim
ii ü Eiiii

f Quando se 0 temos uma

indeterm
QuandoQ se

inaçãodddd tete pitrmrmiinn
Emitiu E Iii v

que é uma nova indeterminaco 0 0

Usando novamente L'Hopital

ei iii
Em.IE iii

o
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g Quando se a temos uma

indeterm
QuandoQ se a

inaçãodddd tete pitrmrmiinn
sina.EE iiEEI
iiEi E

aiiiii Fa

4 Quando se L temos uma

indeterm
QuandoQ se

inaçãodddd tete pitrmrmiinnaçaçãoãoeles
sina.ie iEEsiiII
que é uma nova indeterminaco 0 0

Usando novamente L'Hopital

EEsii.ie iiti9qiI
2

570
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1 Quando se 0 temos uma

indeterm
QuandoQ se

inaçãodddd tete pitrmrmiinn
Firmezas 1in FITEI

D

J Quando se temos uma

indeterm
QuandoQ se

inaçãodddd tete pitrmrmiinn
Em.EE I Em.E.eeEnn
K Lembre que seu 20 2 seno caso

Assim

limc.euEiuu exI

EEFiiEi
C Estamos diante de uma

indetermin
tamosta diante de um

açãodininpndnd tt
Note que

571
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byfles alegfles

aol.EE
que é uma indeterminar quando
2 Ox Por L'Hôpital

E.MX I EaFiIiIII
4 657

0

Dai

4 18 1 é a

m
loga logo

e 47199
Quando se 1 temos uma indetermina do

tipo 0 0 Por L'Hôpitas

E.EE i EiEEE
4i 41I

572
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que é outra indeterminação do tipo 0 0

Novamente por L'Hopital vem

Ei.EE Ei.asiIe
a Temos

nem ek D.ge exigi
Vamos avaliar com LHôpitas

E Ejeção
vimeo.IE
Era.si EEi
Gim.PE
que é uma indetermina Por

L'topital

Ei.PE 1i Ei Ee x o

Logo fiz 2 1 e 1

573
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a Temos Gj É e como estou

é contínua temos

E E E E EEE
Repare que fi FE é uma

indeterm
parepa queue fizfiz FE é

i
u

nado
ma

nn pdede ee mm Lnadnad
Ei EE ça EE

Fizesse a o

Assim

ELE o

P
fim anfitrião EIEE.ee
Ei T.ie GioEete Eesio

574
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9 Temos

C a sem esenebga 2 dE.EE
Por L'Hopital

E EEE ii IEI
Ei.GE

m

que é indeterminação 0 0 Por L'Hôpital

EEY.IE sina.EE
e

Logo

EE.CI 257 E 1

f Quando se 0 temos uma

indeterm
QuandoQ se

inaçãodddd tete pitrmrmiinn
E.it ii.E iIT

575
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Exerćıcio 2. A corrente I(t) que circula num circuito elétrico num instante t é

definida por

I(t) = E

R
(1 − e−Rt/L),

com E,R e L números positivos. Determinte o valor limite de I(t) quando R → 0+.

Se Rao temos uma indeterminação

Por L'Hôpitas

EngERF E E fino e REEE

576
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Exerćıcio 3. Determinar c de modo que

lim
x→∞(x + c

x − c
)x = 4

KEEFFE
p
57 EI

72 é 4 2C alega c lega

577
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Exerćıcio 4. Se um montante inicial de dinheiro A0 for investido a uma taxa de

juros r capitalizada n vezes ao ano, o valor do investimento após t anos será

A = A0 (1 + r

n
)nt

Se n → ∞, nos referimos à capitalização cont́ınua de juros. Usando a regra de

L’Hôpital, mostre que se os juros forem capitalizados continuamente, então o mon-

tante após t anos será

A = A0e
rt

E F entes E t.MY
Por L'Hpitas

Em.GE E.FjF
Assim

Emo F ent

578
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Exerćıcio 5. Mostre que se r(x) = anxn + ... + a1x + a0
bmxm + ... + b1x + b0

, então

lim
x→∞

r(x)
xn−m = an

am

Temos

mail.EE ii ii
Eniüisí

E

579
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Exerćıcio 6. Usando o exerćıcio anterior, conclua que ex não é uma função racional.

Se CE ree fosse racional então
haveria he 2 e de IRMOS tais que

Es E Eia Eia
Por outro lado como E GI
segue de L'Hôpital que

ESE Em.EE E E.E o

gerando uma contradição Assim er

não é racional

580
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Exerćıcio 7. Prove que ex não pode satisfazer uma equação algébrica com coefici-

entes que sejam polinômios em x.

Se Σ Pretas e
0 dividindo

por ele Ee nem

present print

e real 9 a

onde rea
Ppiça é racional

Por um exercício anterior existe ke Z e

E RISO tais que

Era α

Por outro lado usando L'Hopital
como

fizemos no exercício anterior vemos que

há 77 0

Assim

Ção EE Ção EE EE aerisos

uma contradição como visto no exercício

anterior Isso mostra que ce não

581
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pode satisfazer uma equação algébrica com

polinômios como coeficientes

582
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Exerćıcio 8. Prove que f(x) = (x2)x, f(0) = 1 é cont́ınua em x = 0.

Temos

EITHER
Como
ser erlog elogie a

por L'Hênital temos

4 9 4 47 sina.no

fingir e 1

Ginga
12 1

Por outro lado se n trico

a E 1mi ixi 1
2 1

Assim

Ei.CI EgCY 1 fia

e fé contínua em e 1
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Exerćıcio 1. Esboce o gráfico das seguintes funções:

(a) y = 1 + 1

x
− 1

x2
(b) y = e−x2

(c) y = √
x2 + 1 − x (d) y = log(1 − logx)

(e) y = ex

1 − ex
(f) y = earctanx (g) y = x2 − 4

x2 + 4
(h) y = sen3 x

(i) y = x tanx (j) y = cossecx − 2 senx (k) y = senx

2 + cosx
(l) y = arctan

x − 1

x + 1

a Domínio IRMO

Raízes y migf o se 2 11

31 1 2 22 22,1
0 se a 2

Sinal derivada

oerez
442122

ÊxiemTeaepe

Sinal 2a derivada

EI
oeres
2 3
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n 3 é ponto de inflexão
9131 41

Assintotas

gire
E

a

não é assíntota vertical

Por entro lady

EI
1

9 1 é assíntota horizontal

Esboço do gráfico

Aiiiii.ie

585
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b y é o REIR

y 22cm o se n

Sinais da derivada

220 31 0

220 Y 20

a é máximo local 9107 1

3 2 424 é o se

Sinais da 2a derivada

ne y so

Teen 320

Yeo

a fez são pontos de inflexão
y IKE é

Assintotas

EEEE o

y o é assíntota horizontal

586
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Esboço do gráfico

JEIE
ir iv

C y UNI se o MEIR y a L

b F
120 ME IR

ViizIT 7
HEIR

EI OE
r o

Entourt r FEEeEe ENY
1

e

587
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d y leg 1 logre o se

1 Cgu
1 legn

L

Domínio 1 Lgreso Ogres
o exce

Ei leg 1 Cgu
o

Emeby 1 Cgu
a

5 jogite Tá
ne lo e

EEG
Sinais

oeres 3 ao Jence y o

2 1 é ponto de inflexão
4 O

e

588
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e Domínio IR 30

y o E 1121301

Em E O

Eita É Ei Ei
1

Era a Ei Ei o

3 4
1

1 E
91

4 12
o re IRMO

Eiji
Fiji

Sinais da 2o derivada

neo 3 o

v70 y 20
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f y garota o REIR 3101 1

SE o VREIR

arctante

a EFÍEI
Sinal y
ne 42 9 o

a 42 91120

n 112 é ponto de inflexão

590
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Ei cante é

Ging canta e

em

e

g 1 77 1

Raízes a 12

EI I 1

a ftp FEI sie
2 o y o

Foi ii EFF
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ir
2157C KC 2 57 y O

45 9 20

X são pontos de inflexão

567,1 7,14 7 3

h y sente 0 se a KIT KEZ

y 3 sente cosse o se X KI KEL

Eiii X 2kt é máximo Coal

INCH yico
t.it ii

II2X22IT 91 0 não é extremo local

592
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Y 6 sente coste 3 sente

6 sene 1 sen'n 3 sem se

Gsense 9 sente
9 sense sense

Sinais em 0,2117

Seja α arcsen α E 0,172

asense sense y

ocre α

dever α

a xerett
Mexe 21T

X 2kt X α 2KIT

KI IT 2 KIT e 2 MT ZKIT

são pontos de inflexão

OBS a função é periódica com

perto do
çç
21T

Aiiiii aí
V

593

Licensed to Marco Antônio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br



2 y retanse sépar

Domínio IRI KM K E Z

Se k 0

lim atann o lim retann o

X KIT
X It KITT

Raízes se KIT KEZ

y tann user senr

Ee.EEE senziEEEE
Note que se

glu senutu então

glu cosa 1 o u

Dai
gg

como Glo
0 segue que que

g o se nao g
o se reso

Logo
Neo y eo

2 0 yizo
é mínimo

local y Lo 0

Temos y tour xseche

y 2seche asecie tank

2sec're 1 tank

Sely em v70 lembre que y é fune par

E ZKITE RE 2KIT Y 20 REIN

2KIT 2K ZKIT y O
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X 2kt é ponto de inflexão KEIN

Xll

j y cosseck minio IRISH KEZ

assine
OskgeçIaissk o se

usa SIII
que só tem seu para

casa VIII
Assintotas

sina.EE toi EfE
o

EEE EE aiEma iiii
o
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Y cosseck late 205k

fãs
26k

cose cosseck 2

ÉFIE 91 0
2kt é

2kt ICRC ZKITTTT y mínimo local

ZKITTITEREZRITT y o X 312 2KIT é

máximo local
2kt 3IERCZKTHIT 9120 Y ITR 2kt

YETI 2kt 1

Y cosseck late 205k

3 cossec se cofre cosseir 2 sente

EEEE o freak KITIREZ

SEI
ZKITEREZ KIT IT y O

2kt TERE 24411T y E o
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iii

Villa

mn

K y III Domínio IR

Raízes R KIT KE 2

qije.FI
iiEEj m

2K Ter e 2kt y e o
2kt é

máximo local
2 4,1 2KIT é

415 2KITE K e 21ktDIT Y O
mínimo
, local

3 5 24

411
2521

5
YAITZKI

EE.ie
s
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asem

E.ie
asemosri

FEi
EEEE se

de inflexão
ZKITTITEMe 21kt1 IT guy o

K são pontos

leiteletti

C y aratan 47 Domínio IRI 15

Raízes 2 1

2 y a

EI reta
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EI searatar E E
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Tip
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não é ponto de inflexão

Sr
V2

X

172
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Exerćıcio 2. Encontre as asśıntotas obĺıquas às curvas:

(a) y = x − arctanx. (b) y = √
x2 + 4

fim a arctante me b

Limpo 1 m x arctante b

Emo 1 mim Emo arctann b

EI 11 me 7 5 0

Se m 1 e b E
y R E é assíntota

Analogamente

GIF Erlaratana b

GIL MIM b

se m L e b E
y x E é assíntota

b Gm Vita mr b
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EEii
s

Ei.iEi iETme s

O

se m 11 5 0

y Ir são assintotas
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Exerćıcio 3. Esboce o gráfico da função y = (x2)x, y(0) = 1. Essa função tem

máximos, mı́nimos ou pontos de inflexão?

y o XEIR

YU fe e 9 logi 2 E

se xê É
x If

É

ÉETA giro e E é máximo

erro y ao leme 41 Ê
era y

com ns EEEIIE
3 a Cgu xD

Temos g o se 220

Para Reg o sinal de 3 depende

do sinal de

2 legit 25
4 ley en

se

gem
602
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legal VE
ela e

E

Assim passamos a analisar o

compopassamospassamos rtamentoomom
html eu e u Casoentn

Temos
litui É É e o Vaso

Logg h é crescente em uso

Como

hcKE Ez e e 1 20

e

h 2 ze et ze Te 0

segu do Teorema do Valor

inteuee doo rmediário
orema

queeerrmmmedmed áá nicaoo
pois h é crescente raiz p o de h

com PELÉ 2

Assim
β é raiz de 3
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Exerćıcio 1. Use o método de Newton para aproximar uma raiz das seguintes

equações com precisão de 6 casas decimais:

(a) senx = x2 (b) 2 cosx = x4

(c) 2x = 2 − x2 (d) logx = 1

x − 3

a Existe a solução trivial no para
sente se Mas vamos buscar uma

Solução não trivial usando o

mé
trivri
todode ewtomméétoto rtindooo de

No 1

f a flsense se cosk 2x

O método de Newton diz que

sente Fpf
a iiiii

Temos
No 1

V1 0,89139599 Logo a rait

22 0,87698484 Com 6 casas

23 0487672629
decimais é
2 0,876726

V4 76726,22
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b fix flzasse X 2sense 4 3

O método de Newton diz que

sente a

Fifa
mimimi

Temos
No 1

V1 1,01418360 Logo a rait
22 1,01395767 Com 6 casas

23 1557 1 decimais é
2 1,013957

c fix 2422 2 Cega 2 22

O método de Newton diz que

sente FPE
a

üie

606
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Temos
Logo a rait

No 1 Com 6 casas
X 0,70469194 decimais é
22 0,65491497 2 0,653482
23 0,65348370

Xp 0,65348252

rs 0,65545454 2

d fix Elogie E E
O método de Newton diz que

sente a

Fifa
logreMn

Temos
No 1

V1 0,6 Logo a rait

22 0,65116562 Com 6 casas
decimais é

23 0,65305743
Na 965 305972

KE 9653059

kg 9653 05972
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Exerćıcio 2. Aplique o método de Newton à equação 1/x − a = 0 para deduzir o

seguinte algoritmo para os inversos:

xn+1 = 2xn − ax2
n

(Esse algoritmo possibilita a um computador achar os inversos sem realmente dividir).

Use essa técnica para calcular 1/1,6984 com precisão de 6 casas decimais.

ter te a fim
Método de Newton

nem
ftp.T

a

TEE
sent sei a

Hut Nn arma

Hut 22h azei

Daí para a 1,6984

No 1

21 0,3016 Logo 1 1,6984
V2 0,44870918 Com 6 casas

0,5554626 decimais é

0,58690307 pff 0,588789V5 O 58878340

16 9588789,4488
47 0,2887894488

608

Licensed to Marco Antônio Sanches Cerignoni - marcoantonioscerignoni@yahoo.com.br



Exerćıcio 3. Explique por que o método de Newton não funciona para encontrar

as ráızes de x3 − 3x + 6 = 0 se o valor inicial escolhido for x0 = 1.

Temos
f a 322 3

O método de Newton é

antian FIA
Se no 1 então

f 2 3.12 3

Por isso não é possível encontrar

Xs começando em 20 1 poistermeçandomeçandoiamosquett ivirriiaammosos
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Exerćıcio 4. Explique por que o método de Newton falha quando aplicado à

equação 3
√
x = 0 para qualquer valor inicial x0 ≠ 0.

Temos
f'CM 3 13

O método de Newton é

senti a
ftp m

jEis
Xn 3Xn 2Xn

Assim
kn EJ.ro

Se no o então

Engkko
e o método diverge Note que a

única raiz real de fins Te é não
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Exerćıcio 1. Encontre uma primitiva de cada uma das seguintes funções:

(a) f(x) = 4x + 7 (b) f(x) = x(12x + 8) (c) f(x) = √
2

(d) f(x) = 3
√
x − 2 3

√
x (e) f(x) = 1

5
− 2

x

(f) g(t) = 1 + t + t2√
t

(g) h(θ) = 2 sen θ − sec2 θ (h) f(x) = 2x + 4 senhx

(i) f(x) = 1 + 2 senx + 3√
x

(j) f(x) = 3
√
x2 + x

√
x (k) r(θ) = sec θ tan θ − 2eθ

(l) g(v) = 2 cos v − 3√
1 − v2

2
2 72 b 4m 4m C Ex

d 2 m z r e f e 2bar

f 2t 1 3 7

g 2650 tano h 224 tosha

i x 2052 62

J x Ex k seco 20

C 2senv 3 arcsen v
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Exerćıcio 2. Encontre f :

(a) f ′′(x) = 20x3 − 12x2 + 6x (b) f ′′(x) = 2x + 3ex (c) f ′′(x) = 1/x2

(d) f ′′′(t) = √
t − 2 cos t (e) f ′′′(t) = 12 + sen t (f) f ′′(x) = x3 + senhx

f a 52a 4m 3m α α const

fins rs k n de β XP const

b fins se sete α α const

foi Ir se't de β XP const

a flat te α α const

fa loga art β Xp const

d J CH t 2 sent α const

flt 1 zost at β 9 β const

JA t 2 sent Itt pt 8

9 β const

e f A kt cost α oust

JH 65 sent at β β const

JH 2t cost ft pt 8 4 β r
const
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f flat fait coshe α const

foi for senha tt β Xp const
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Exerćıcio 3. Uma part́ıcula move-se de acordo com os dados a seguir. Encontre

sua função de posição:

(a) v(t) = sen t − cos t, s(0) = 0

(b) v(t) = t2 − 3
√
t, s(4) = 8

(c) a(t) = 2t + 1, s(0) = 3, v(0) = −2
(d) a(t) = 10 sen t + 3 cos t, s(0) = 0, s(2π) = 12

9 Temos sa Vlt

SH est sent C c const

5107 1 C O 0 1

SAI cost sent 1

b SAI ft 21314 C

S 4 Of 16 C 64548 0

C 8 C

SH t 2134

C alt S A

5H 74 t C VAI

V10 2 541 74 f 2

SHI ft
2 2ft K 5101 K 3

SCH ft ft 2 3
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d s A alt

5H lo cost 3 sent C

SHI to sent 3 cost Ct K

S a 34 K O K 3

SUIT 3 21TC 3 12 C

SHI to sent 3 cost ft 3
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Exerćıcio 4. Um carro está viajando a 80 km/h quando seu condutor freia

completamente, produzindo uma desceleração constante de 7 m/s2. Qual a distância

percorrida antes do carro parar?

Primeiramente bote que

80 km h 8
6
mts ms

O movimento de frenagem iniciado

no instante t o com velocidade

inicial v0 tem aceleração

constante a 7 Logo considerando
SO 0 temos

Vlt 7 2101 77 20

541 7 12 2 7

O carro para quando Vlt o

Vlt 7 4 0 2

Logo a distância percorrida é

SCH E.IE rtY
2Fe 35,27m
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Exerćıcio 5. Um carro é freado com uma desaceleração constante de 5 m/s2,

produzindo marcas de frenagem meindo 60 m antes de parar completamente. Quão

rápido o carro estava viajando quando o freio foi acionado pela primeira vez?

A função de movimento do carro

do início da frenagem em to com

lo o até a parada em t t

com SCH 60 satisfaz
s A 5

SHI 5 4

com silt 5 Ve

f

Logo lembrando que scos 0

541 2 4 lot

Temos
5H 60

FIÊ EE 60

Vê 600 Ve lo V6 m s

88,18 km h
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